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OPTYMALIZACJA INWESTYCJI
W MODELU Z HETEROGENICZNYMI
AGENTAMI

W artykule prezentujemy pewne uogoélnienia modeli optymalizacji inwes-
tycji opartych na teorii sterowania optymalnego. W szczegolnosci interesuje
nas sytuacja, gdy w gospodarce dziala wielu agentow, tj. wiele przedsig-
biorstw produkcyjnych i wielu konsumentow. W pierwszym punkcie
przedstawiamy wyniki uzyskane na podstawie klasycznych modeli op-
tymalizacji inwestycji. W drugim rozwazamy model z wieloma konsumen-
_tami, a w trzecim — model z wieloma producentami. Pokazujemy, ze modele
te mozna sprowadzi¢ do modeli z jednym konsumentem i producentem,
dobierajac odpowiednio spoteczna funkcje¢ uzytecznoSci 1 zagregowang
funkcje produkcji. Czwarty punkt zawiera podsumowanie otrzymanych
wynikow. Formulujemy w nim nierozwiazany dotad problem, sprowadzaja-
cy si¢ do pytania, czy niezalezne decyzje agentow moga prowadzi¢ do
rozwigzania optymalnego z punktu widzenia maksymalizacji uzytecznosci
spoteczne;.

1. Klasyczne zagadnienie optymalizacji inwestycji

Zakladamy, ze zalezno$¢ miedzy produkcja a nakladami czynnikow w gos-
podarce opisuje zagregowana funkcja produkcji f: R, — R, . Produkcja
zalezy zatem jedynie od naktadu kapitatu k. O funkcji f zaktadamy, ze jest
rosnaca i wklesta'. W kazdej chwili # produkcja jest dzielona na inwestycje

! Z zalozen tych wynika, ze funkcja fjest ciagta na R , i rozniczkowalna wszedzie
na R, poza co najwyzej skonczona liczba punktéw. Zob. [14, tw. 10.1.1 i 25.3].
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i konsumpcje. Zadowolenie z konsumpcji wyraza funkcja uzytecznosci
u:R,— R,. Zakladamy, ze funkcja uzytecznosci jest rosnaca i wklesta.
Inwestycje przyczyniaja si¢ do wzrostu zasobu kapitalu. Wstrzymanie
inwestycji oznacza, ze zasob kapitatu kurczy si¢ ze stala stopa deprecjacji 6.
Jezeli konsumpcje w chwili # oznaczymy przez c(f), to dynamike kapitatu
opisuje nastgpujace roOwnanie rézniczkowe:

k(@) =1 (k(8)) — () — 5k (2). (1)

Spoteczna stopa dyskonta uzyteczno$ci wynosi p, co oznacza, Ze
jednostka uzyteczno$ci w chwili obecnej jest rownowazna e’ jednostkom
uzyteczno$ci w chwili ¢ Jezeli przyjmiemy, ze kryterium oceny funk-
cjonowania gospodarki jest suma zdyskontowanej uzytecznosci w pewnym
okresie [0, 7], gdzie 0<T< + 00, to otrzymamy nastgpujace zadanie
sterowania optymalnego?:

maxj?e"” u(c(?)) dt, 2

pod warunkiem, ze
k() =1(k(D) —c () — 9k(®), €)
Vte[0, T]: 0<c() < f(k(®), (4)

przy czym maksimum poszukujemy po wszystkich funkcjach c(#), spet-
niajacych warunek (4) oraz prawostronnie ciaglych i majacych w kazdym
przedziale ograniczonym co najwyzej skonczona liczbe punktéw nieciagto-
Sci pierwszego rodzaju’.

Zadanie (2)-(4) bylo wielokrotnie badane w literaturze. Nie sposob
wskaza¢ analitycznej postaci rozwiazania dla dowolnej funkcji uzytecznosci
u i funkcji produkcji f bez wzgledu na dtugos¢ horyzontu 7' 1 poczatkowy

2 Takie samo zadanie otrzymujemy, rozwazajac gospodarke, w ktorej istnieja dwa
czynniki produkcji: kapitat (K) i praca (L), funkcja produkcji F(K, L) jest jednorodna
stopnia pierwszego, zasob pracy roénie ze stala stopa, a kryterium dobrobytu spotecz-
nego jest suma zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji per capita w przedziale [0, 7],
([7], [16], rozdz. 1]).

3 Zazwyczaj w zadaniach sterowania optymalnego rozwaza si¢ taka wiasnie klase
funkcji jako mozliwe trajektorie zmiennej sterujacej (np. [2], [6], [8], [18]).
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zasOb kapitalu £(0). Mozna jednak wskaza¢ pewne ogolne wiasnosci

rozwiazania ([4], [7], [11], [12], [16]).

e Jezeli horyzont czasu T jest ograniczony, to W rozwigzaniu pojawia si¢
koficowa faza konsumpcyjna. W tej fazie produkcja jest w catosci
przeznaczana na konsumpcje, tj. c(?)=f(k(?)).

e Przy dostatecznie dtugim horyzoncie czasu w rozwiazaniu optymalnym
pojawia si¢ faza magistralna, w ktorej zasob kapitatu jest staly. Poziom
kapitatu w tej fazie spetnia rownanie f” (k) =0 + p (jezeli funkcja f nie jest
w tym punkcie rozniczkowalna, to 0+ p e df(k), gdzie df(k) jest sub-
gradientem). Jesli 7= + o0, to zasob kapitatu dazy do poziomu magistral-
nego przy ¢ — + 0.

e Jezeli funkcja uzytecznos$ci nie jest silnie wklesta, to w rozwiazaniu
optymalnym istnieja trzy fazy — inwestycyjna, konsumpcyjna i magistral-
na. Sterowanie optymalne rozpoczyna si¢ od fazy dojscia kapitatu do
poziomu magistralnego, co polega albo na inwestowaniu calej produkcji
(jezeli poczatkowy poziom kapitatu £(0) jest mniejszy od poziomu
magistralnego), albo na zupelnym zaprzestaniu inwestycji (jezeli £(0) jest
wigksze od poziomu magistralnego).

o Jezeli funkcja uzytecznosci jest silnie wklgsta, to nie ma tak jednoznacz-
nego podzialu na fazy. Kapital dochodzi do poziomu magistralnego
wzdluz tzw. Sciezki siodtowej, na ktorej konsumpcja jest wyznaczana
z rOwnania

u'(c() =y,

gdzie Y/ jest ceng dualng (zob. [4], [16]).

e W niektorych przypadkach zadanie moze nie mie¢ rozwiazania dla
T'= + o0. Na przyktad gdy u jest funkcja liniowa, a fjest funkcja liniowa
lub funkcja typu CES, to zadanie nie ma rozwiazania — istnieja trajektorie,
dla ktorych catkowita zdyskontowana uzyteczno$¢ jest nieskonczona [7].

2. Optymalizacja inwestycji
w gospodarce z r6znymi konsumentami

Przyjmujemy, ze w gospodarce znajduje si¢ wielu konsumentéw z roéznymi
funkcjami uzytecznosci. Konsumentow mozna podzieli¢ na pewne grupy
spoteczne, ktore bedziemy oznaczali symbolem 0. Zbiér wszystkich grup
spolecznych oznaczamy przez @. Grupy moga mie¢ rozna liczebnosc.
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Liczebno$¢ grup jest opisana za pomoca pewnej skonczonej miary u okres-
lonej na* @. Miara yu opisuje liczebnosci grup w ten sposob, ze dla kazdego
podzbioru X< @ wielko$¢ u(A4) oznacza, ile osob (lub jaka czes¢ ludnosci)
nalezy do grup spotecznych ze zbioru 4.

Zadowolenie z konsumpcji w r6znych grupach spotecznych mierzy funkcja
uzytecznosci u: © xR . — R, . Wielko$¢ u(0, y) pokazuje, jaka uzytecznos$¢
zkonsumpc;ji y osiaga konsument, nalezacy do grupy spotecznej 0. Zaktadamy,
ze dla kazdego 0 € © funkcja u(0,-) jest rosnaca i wklesta, co oznacza, ze
w kazdej grupie spotecznej uzyteczno$¢ rosnie wraz ze wzrostem konsumpcji,
ale przyrosty uzyteczno$ci sa coraz mniejsze (pierwsze prawo Gossena).

Aby oceni¢ dobrobyt spoteczny, wprowadzamy jeszcze jednga miare
v okreslong na® @. Zakladamy, Zze miary u i v sq rownowazne, to znaczy

wA)=0v(4)=0

dla kazdego zbioru mierzalnego 4 < ©. Wielkos¢ v(4) dla dowolnego zbioru
mierzalnego 4 <@ jest miara znaczenia, jakie przy ocenie dobrobytu
spotecznego przykladamy do konsumentow z grupy Oe 4. Jezeli zatem
c:0 — R, jest funkcja opisujaca rozktad konsumpcji w spoteczenstwie (tj.
grupa spoleczna 6 konsumuje c(6)), to dobrobyt spoteczny jest rowny

[u(6, c(0))dv(0).

e

dv
d——‘ua
Radona-Nikodyna (tj. gesto$¢) miary v wzgledem miary p. O pochodnej tej
zakladamy, ze

Miary p i v sa rownowazne, a zatem istnieje dodatnia pochodna

dv

du

dla pewnych dodatnich liczb ¢,, ¢,. Zalozenie to oznacza, Ze z jednej strony
nie przypisujemy zbyt duzego znaczenia malo licznym grupom spolecznym
dv

(er<<

g <——<¢g, %)

<&,), a z drugiej strony — duze grupy spoleczne nie sa marginalizowane

dv
a0

4 Scislej mowiac, zakladamy, ze okreslona jest pewna o-algebra podzbiorow
zbioru O i miara jest okre$lona na przestrzeni mierzalnej ztozonej z @ i tej g-algebry.
5 Sciélej: na tej samej przestrzeni mierzalnej, na ktorej okreslona jest miara p.
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Z zalozenia (5) wynika, ze dla dowolnego p>1 zachodzi réwno$¢
L,(v)=L,(1), gdzie L,(v) i L,(u) sa zbiorami funkcji @ — R catkowalnych
z potega p odpowiednio wzgledem v i u (np. [5, rozdz. 12], [9, rozdz. I, § 5]
lub [17, rozdz. 1]). Istotnie, dla x€ L,(1) mamy

(f)IX(Q)I” dv(9)=£)IX(9)I”%(9) dﬂ(9)<82(£IX(9)I" du(0) < o.
Podobnie, jesli xe L,(v), to
!)lx(9)|” du(9)=(}; IX(Q)I"%W) dV(9)<é?£ [x(O)|” dv(6) < oo.

W dalszej czgsci artykutu przestrzenie L,(u)=L,(v) bedziemy oznacza¢
przez L,.

Mozliwosci produkcyjne gospodarki opisuje zagregowana, jednoczyn-
nikowa funkcja produkcji f: R, — R,. Zakladamy, ze jest to funkcja
rosngca i wklesta. Przez k(f) oznaczamy zasob kapitalu w chwili ¢
Produkcja jest dzielona na inwestycje i konsumpcjg, przy czym ta ostatnia
jest dzielona migdzy poszczegdlne grupy spoteczne. Konsumpcje grupy
6 w chwili ¢ oznaczamy przez c(0, f). Catkowita konsumpcja w chwili
t jest zatem rOwna

c()= (j; c(0, Hdu(6).

Zasob kapitatu powigkszaja inwestycje, a pomniejsza jego deprecjacja, co
daje nastgpujace rownanie dynamiki kapitatu:

k() =/ (kD) ~ [ (0, 0du(6) ~3K(1). ©)

Oznaczmy przez L klas¢ nieujemnych funkeji L, (1) dla pewnego p>1
(ezeli L, (pn)=L,(p), to mozna przyja¢ L= L,(u)). Zaktadamy, ze podziat
konsumpcji w kazdym momencie ¢ opisuje funkcja c(:, ) € L. Przyjmujac,
ze celem jest maksymalizacja zdyskontowanej calkowitej uzytecznosci
konsumpcji w pewnym horyzoncie czasu [0, 7] (0 <T < + o0), otrzymuje-
my nastepujace zadanie optymalizacyjne: :
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max!? Ie””u(@, c(0, 1)) dtdv(0), @)

pod warunkiem ze
k() =/ (k) ~(£ c(0, )du(0)—ok(), ®)
Vite(0, T]: !,C(O’ 1) du(0) <f(k(), ©)

przy czym c(-,f)€ L dla kazdego t€[0, T, c(0,-) jest u-prawie wszedzie®
funkcja typu cadlag (fr. continu a droite et pourvwu de limites da gauche,
prawostronnie ciagta z granicami lewostronnymi) oraz dla kazdego
te[0, T, |Ic||,<4 dla pewnej stalej 4.

Przyklad 1. Jezeli spoteczenstwo sklada si¢ z » osob z funkcjami
uzytecznosci u, to p jest miarg liczaca (tj. u(4) jest rtowne liczbie elementow
w zbiorze A4), natomiast v({i}) =a;, gdzie a; oznacza, jaka wage przywiazu-
jemy do uzytecznosci konsumenta i. Zadanie (7)-(9) ma wowczas postac:

~

M=

[e " a;u;(c;(0) dt,

max

i

1l

1

(=)

pod warunkiem ze

kO=1(k0)~ 3, ) =5k,

Viel0, T]:0<c,(f) dla i=1,..., n
vre[0, 71: Y ¢, <fk(0).

przy czym c;(f) oznacza konsumpcj¢ konsumenta i w chwili 7.

Przyklad 2. Zal6zmy, ze uzyteczno$¢ z konsumpcji zalezy od pewnych
cech konsumenta, przy czym cechy te mozna opisa¢ liczbami rzeczywis-
tymi, a zatem opisem cech jest pewien wektor x e R". Moga to by¢ takie
cechy jak wzrost, waga, inteligencja, a takze cechy jakosSciowe, na przyktad

¢ To jest miara pu zbioru, w ktorym ta wlasno$¢ nie zachodzi, jest réwna 0.
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wskaznik ekstrawertyzmu czy poglady spoteczne. Nie rozwazamy tutaj
kwestii pomiaru tych cech i ich interpretacji, traktujac je jako dane.
Powiedzmy, ze rozklad tych cech w spoleczenstwie jest opisany pewna
funkcja gestosci g(x) — moze to by¢ funkcja wyznaczona empirycznie lub
pewien rozklad teoretyczny (np. rozklad normalny). Niech funkcja 4(x)
opisuje relatywna wage uzytecznosci konsumenta o cechach x. Jezeli nie jest
to funkcja stata, oznacza to, ze planista spoteczny zwraca wigksza uwage na
dobrobyt pewnych jednostek o okreslonych cechach; moga to by¢ po prostu
decyzje planisty, co oznacza, ze faworyzuje on osoby podobne do siebie.
Zadanie (7)-(9) ma w takim przypadku postac:

T
max | [e™"u(x, c(x, ) h(x) drdx,
R0

pod warunkiem ze

k(@) =/ (k(t)) — }i'C(X, 1) g(x) dx—0k(2),

Vie[0, T]: 0<c,(x, §),
Vie[o, T] :Jnc(x, 1 g(x) dx < f(k(®),

W artykule pokazemy, ze zadanie (7)-(9) mozna sprowadzi¢ do klasycz-
nego zadania optymalizacji inwestycji z punktu 1, a to zadanie mozna juz
rozwigza¢ standardowymi metodami teorii sterowania optymalnego.

TWIERDZENIE 1. Niech U: R , — R bedzie spolecznq funkcjq uzytecznosci
zdefiniowanq_nastepujqco:

UA(y):sup{ju(O, c(0)) dv(0):ce L/\!)C(O) du(0) =y/\l[c]]p<A}. (10)

e

Zadanie (7)-(9) jest wowczas rownowazne z zadaniem (2)-(4) z funkcjq
uzytecznosci UA. Réwnowaznos$é tych zadan nalezy rozumieé w ten sposob,
ze jedno z nich ma rozwiqzanie wtedy i tylko wtedy, gdy ma je drugie z nich
i optymalne trajektorie kapitatu sq w rozwiqzaniach obu zadan takie same.

Dowéd. Zwroémy najpierw uwage, ze funkcja U4, okre$lona rownaniem
(10), jest wypukla i rosnaca, a zatem jest ciagla tam, gdzie U“ < oo oraz jest
prawie wszedzie rozniczkowalna. Spetnia zatem warunki funkcji uzyteczno-
§ci w zadaniu (2)-(4). :
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Dla dowolnego ce L niech C(c)= [c(0) du(0); C jest wiec ciaglym
(2]

funkcjonatem liniowym C:L — R, a zbior wszystkich ce L, spelniajacy
warunek

[e(0) du(0)=y A ], <4

jest przeciwobrazem zbioru {y} wzgledem przeksztalcenia C. Jest wigc
zbiorem domknigtym. Jest to takze zbior ograniczony, poniewaz naleza do
niego tylko funkcje spelniajace warunek |[[c||,<A. Przestrzen L, jest
refleksywna, a w takich przestrzeniach, na podstawie twierdzenia Alaoglu
(zob. [5, rozdz. 5 1 12], [9, rozdz. IV]), zbiory domknigte i ograniczone sa
zwarte w slabej topologii. Zatem zbior

B= {c:ceL/\fc(O) d,u(0)=y/\||ch<A}

jest zbiorem stabo zwartym. Rozwazmy funkcjonat U: L — L, okres$lony
wzorem

U(c)= (g) u(0, c(0)) dv(0).

Latwo sprawdzi¢, ze jest to funkcjonat wklesty, a zatem (zob. [3, wniosek
1.8.3]) jest polciagly z gory w stabej topologii. Oznacza to, ze na zbiorze
zwartym osiaga on warto$¢ najwigksza (zob. [1, tw. 2.40]), a wigc istnieje
taka funkcja c, dla ktorej osiagane jest supremum we wzorze(10).
Zatézmy, ze funkcja c(0, t) jest rozwiazaniem dopuszczalnym w zadaniu
(7)-(9). Woweczas funkcja c(f)= f c(0, 1) du(0) jest rozwiazaniem dopusz-
e

czalnym zadania (2)-(4). Z drugiej strony, jesli c(f) jest rozwigzaniem
dopuszczalnym zadania (2)-(4), to dla kazdego momentu ¢ istnieje funkcja
c,(0), dla ktorej osiagane jest supremum po prawej stronie w (10). Z teorii
proceséw stochastycznych z czasem ciaglym wiadomo, ze istnieje taka
funkcja c¢(0, 1), ze dla prawie kazdego 6, c(0, ?) jest procesem cadlag oraz
p-prawie wszedzie” c,(0)=c(0, ). Istnieje zatem bijekcja miedzy

7 'W twierdzeniach dotyczacych procesow stochastycznych miara calej przestrzeni
wynosi 1, jednak wazne jest to, ze jest to miara skonczona. Proces ¢ jest semimartyn-
galem, a zatem na podstawie twierdzenia Dooba ma modyfikacje, ktora jest cadlag (np.
[15, rozdz. 11, s. 61-67]). W tej pozycji funkcje cadlag sa nazywane, w zaleznosci od
wydania, R-funkcjami lub funkcjami Skorokhoda.
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rozwigzaniami dopuszczalnymi zadania (2)-(4) a rozwiazaniami dopusz-
czalnymi zadania (7)-(9). Co wigcej, funkcje celu sa w obu zadaniach takie
same — na podstawie twierdzenia Fubiniego. Rozwiazania optymalne sa
wiec takie same. [

Latwo zauwazy¢, Ze zalozenie | c||,<4 jest potrzebne tylko po to, aby
zbior rozwiazan dopuszczalnych w (10) byt ograniczony, albowiem warunek
[c(0) du(0)=y w ogblnym przypadku nie zapewnia ograniczonosci ¢ w prze-
@

strzeni L, dla p> 1. Jednak jezeli L, =L, (co jest speinione na przykiad dla

zadania w przykladzie 2), to przestrzen L, jest refleksywna, a zbior funkcji

c spetniajacych warunek [ c(60) du(8) =y jest ograniczony (gdyz dla elemen-
e

tow tego zbioru | c||; =»). Wynika stad natychmiast nastgpujacy wniosek.

TWIERDZENIE 2. Jezeli Ly=L_, to zadanie (7)-(9) z A= jest
rownowazne z zadaniem (2)-(4) z funkcjq uzytecznosci U. W szczegolnosci
zachodzi to, gdy zbior @ jest skonczony.

Mozna takze zauwazy¢, ze jesli funkcja uzytecznosci u(0, ) jest silnie
wklesta 1 uzyteczno$¢ krancowa maleje odpowiednio szybko dla kazdego
fe ©, to z rownosci ||c|; =y wynika, ze ||c|, jest ograniczone, a zatem
twierdzenie jest prawdziwe takze dla 4 = + 0.

Powyzsze twierdzeniamaja nastgpujaca interpretacj¢ ekonomiczna:

~w gospodarce z wieloma konsumentami mozna oddzieli¢ decyzje dotyczace

procesu inwestycyjnego od decyzji dotyczacych podzialu konsumpcji.
Podejmujac decyzje inwestycyjne, nalezy kierowac si¢ funkcja uzytecznosci
spotecznej U, a zatem mozna potraktowac cale spoteczenstwo jako jednego
,reprezentatywnego konsumenta” z funkcja uzytecznosci U. Podzial kon-
sumpcji w dowolnym momencie jest odrgbnym problemem. Nalezy po-
dzieli¢ ja tak, aby zmaksymalizowa¢ wazong sum¢ chwilowych uzyteczno-
Sci wszystkich grup spotecznych (catka (7)). Decyzja o podziale konsumpcji
jest niezalezna od decyzji o wyborze stopy inwestycyjnej w danym
momencie i na odwr6t — wybor optymalnej stopy inwestycji nie zalezy od
podziatu konsumpcji.

3. Optymalizacja inwestycji w gospodarce z wieloma
producentami

Zakladamy, ze w gospodarce istnieje jeden konsument z funkcja uzy-
teczno$ci u, przy czym moze to by¢ spoleczna funkcja uzytecznosci,
taka jak w poprzednim punkcie. Istnieje natomiast wiele klas przed-
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sigbiorstw roznego rodzaju. Klasy przedsigbiorstw oznaczamy symbolami
w, przez 2 za§ oznaczamy zbior wszystkich klas przedsigbiorstw.
Przedsiebiorstwo z klasy w ma rosnaca i wklesta funkcje produkcji
f(w, k). Rozktad liczebnosci przedsigbiorstw z roznych klas opisuje
skofczona miara A. Zatem dla zbioru X < Q wielko$¢ A(X) oznacza,
ile przedsigbiorstw nalezy do klas zawartych w zbiorze X. Latwo
poda¢ przyklady (analogiczne do przykitadu 2 z poprzedniego punktu)
modeli gospodarki, ktore mozna sprowadzi¢ do przedstawionego tutaj
opisu, odpowiednio dobierajac miarg A.

Przez L oznaczmy przestrzen funkcji 2 — R, catkowalnych z potega p
dla pewnego p>1 (lub p=1 jesli L, =L ). Zadanie optymalizacji inwes-
tycji ma teraz nastgpujaca postac:

maxfe“”u(c(t)) dt, (11)
0
pod warunkiem ze
k@)= [f(o, k(o, 1) di(0)—c(®) —5k(D), (12)
Viel0, T1: [k(w, ) dA(w)=k(?), (13)
Vie[0, T1: c() < [ f(o, k(w, 1) di(w), (14)

przy czym zakiadamy, ze k(-, )€ L1 || k(, 1)|| ,< 4 dla kazdego € [0, T] oraz
ze k(w,-) jest funkcja cadlag dla kazdego w. Prawdziwy jest nastgpujacy
odpowiednik twierdzen 1 i 2.

TWIERDZENIE 3. Zdefiniujmy

FA(K)=sup {i f(k(w)) dM(0): ‘flk(cu)dzl(a))zk/\||k||p<A}. (15)

Zadanie (11)-(14) jest wowczas rownowazne z zadaniem (2)-(4) z funkcjq
produkcji F4. Dodatkowo, jezeli L=L,=L_, to zadanie (11)-(14)
z A=+ o0 jest rownowazne z zadaniem (2)-(4) z funkcjq produkcji F*.

Dowad tego twierdzenia przebiega podobnie jak dowody twierdzen 11 2,
a zatem mozemy go pominac. O wiele bardziej istotna jest ekonomiczna
interpretacja tego twierdzenia. Zgodnie z nim, w gospodarce z réoznymi
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klasami przedsigbiorstw mozliwe jest oddzielenie od siebie decyzji inwes-
tycyjnych od decyzji o alokacji czynnikéw wytworczych miedzy przedsie-
biorstwa. Innymi stowy, wybor optymalnej stopy inwestycji w diugim
okresie mozna podzieli¢ nastgpujaco: najpierw nalezy wybra¢ optymalng
stope inwestycji dla calej gospodarki, a nastgpnie ustali¢, jak nalezy
zrealizowa¢ zaplanowana produkcje, dzielac ja miedzy rézne przedsigbior-
stwa w gospodarce.

4. Whnioski

Twierdzenia 1, 2 1 3 pokazuja, ze mozliwe jest oddzielenie decyzji
inwestycyjnych od decyzji dotyczacych podziatu produkcji migdzy kon-
sumentow i alokacji zasobow pomigdzy przedsigbiorstwa. Jednak gospodar-
ka spetniajaca wszystkie zalozenia, na ktorych oparliSmy dowody twierdzen,
jest faktycznie gospodarka centralnie planowana. Zaréwno w zadaniu
(7)-(9), jak i w zadaniu (11)-(14) zakltadamy, ze istnieje planista, ktory
wyznacza stopg inwestycji w calej gospodarce oraz dokonuje podziatu
zasobow produkcyjnych miedzy przedsigbiorstwa, a nastgpnie podziatu
produkcji migdzy poszczegolnych konsumentow. Zalozenie to nie jest
_realistyczne, cho¢ jest typowe dla modeli optymalizacji inwestycji, wyko-
rzystujacych teori¢ sterowania. Modele takie sa bowiem przede wszystkim
modelami teleologicznymi, a nie opisowymi. Maja zatem da¢ odpowiedZ na
pytanie, jak by¢ powinno, a nie jak jest®.

Przyjmujac opisowy punkt widzenia, nalezy zauwazy¢, ze przedsigbiors-
twa w gospodarce naleza do konsumentéw i kazdy konsument podejmuje
decyzje inwestycyjne, dotyczace jego wlasnego majatku. Oznaczmy zatem
konsumenta symbolem 0, gdzie 0 @, a przedsigbiorstwo symbolem w,
gdzie we Q2. Niech a(0, w) oznacza udzial konsumenta 6 w prawach do
produkcji przedsigbiorstwa w. Oczywiscie

¥ Oczywiscie mozna krytykowac¢ te modele z pozycji etycznych, argumentujac, ze
cele, ktore zakladaja, nie sa pozadane lub ze realizacja tych celow bylaby niepozadana
w praktyce (,,cel nie uswieca srodkow”). W przedstawionych modelach przyjelismy
utylitarystyczny punkt widzenia, zgodnie z ktérym zasadna i pozadana jest ma-
ksymalizacja sumy uzyteczno$ci wszystkich jednostek. Jednak wielu autoréw utrzymu-
je, ze wazniejsze od tego jest utrzymywanie pewnych zasad i praw, takich jak prawo
wilasnosci (ktore w my$l zasady utylitarystycznej moze by¢ lamane). Najbardziej
rozpowszechnione obecnie argumenty na korzy$S¢ pierwszego i drugiego podejscia
mozna znalez¢ w ksigzkach [10] i [13].
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[a(0, w)du(0)=1,

dla kazdego we 2. Kazdy konsument stara si¢ zmaksymalizowa¢ sume¢
zdyskontowanej uzytecznosci swojej konsumpcji, a zatem rozwiazuje za-
danie

maxfe""u(@, c(0,9)dt, (16)
0

pod warunkiem ze

56, )= [a(6, 0)f(, k0, », ) di(@)—c(0, ) —ok©®, 1) (17)
Vte[0, T]: [k(0, o, 1) dA(w)=k(0, 1), (18)
Vte[0, T): c(0, < [a(d, w)f(w, k(0, o, 1)) di(w), (19)

przy czym:

— ¢(0, t) oznacza konsumpcje konsumenta 0 w chwili 7,

— k(0, o, f) to zasob majatku, ktory w chwili # alokuje w przed-

siebiorstwie @),

— k(0, f) to taczny majatek konsumenta 6 w chwili z.

Kazdy konsument 0 € © rozwiazuje to zadanie, wyznaczajac optymalng
dla niego trajektori¢ konsumpcji c(6, £). Catkowita produkcje i konsumpcje
w gospodarce mozna otrzymac, catkujac te trajektorie po zmiennej 6.
Oczywiscie nie mozna liczy¢ na to, Ze suma rozwiazan optymalnych
wszystkich konsumentoéw bedzie rozwigzaniem optymalnym dla catej gos-
podarki. Mozna jednak zada¢ pytanie, czy otrzymane rozwiazanie bedzie
optymalne ze spotecznego punktu widzenia dla pewnej miary v, reprezen-
tujacej ,,wagi” przypisane ré6znym konsumentom. Innymi stowy, powstaje
nastgpujace pytanie:

Czy dla dowolnego rozdziatu praw wilasnosci a(0, w) istnieje miara v,
okreslona na @, przy ktorej rozwiazanie optymalne zadania maksymalizacji
uzytecznosci spotecznej (2)-(4) z funkcja uzytecznosci U okreslong wzorem
(10) jest takie samo jak rozwigzanie zadania (16)-(19)?

Niestety, nie znamy odpowiedzi na to pytanie. Wydaje sig, ze odpowiedz
powinna by¢ pozytywna — ten problem przypomina bowiem zagadnienie, na
ktore odpowiada drugie twierdzenie ekonomii dobrobytu, a mianowicie, czy
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dla dowolnej alokacji Pareto-optymalnej x istnieje alokacja poczatkowa
w modelu rownowagi og6lnej, dla ktorej x jest alokacja rownowagi. Jednak
na razie jest to problem otwarty.
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Pawet KLIBER

OPTIMAL INVESTMENTS IN A MODEL
WITH HETEROGENOUS AGENTS

Summary

In the article we consider problem of optimal investments in the setting with
many heterogenous agents. First we assume, that there are many consuments with
different utylity functions. We state out model so, that it covers the case of finietly
many different agents as well as the case in which agents are described by their
characteristic (i.e. by some continuous distribution). The main resut of the paper is
Theorem 1, when we state, that the problem of investments optimising in
heterogenous model can be formulated as a classical problem of investment
optimising with proper social utility function. Then we formulate similar model for
the case in which there are many heterogenous producers. At the end we state an
open question, namely, if there always exist such a “‘weight’’ measure, that optimal
trajectories of capital and consumption in decentralized case equals the solutions
with coresponding social utilyty function. This question resembles Second Theorem
of Walfare Economics in this way that it should indicate if all ‘‘market’’ solutions
are socially acceptable. However we do not yet know the answer to this question.




