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Wstep

W klasycznej ,,podr¢cznikowej” teorii ekonomii zaktada sie, ze preferencje kon-
sumenta dadza sig¢ przedstawi¢ za pomoca binarnej, przechodniej 1 spojnej re-
lacji preferencji. Jest to zalozenie modelowe, umozliwiajace eleganckie rozwi-
nigcie teorii zachowania sig¢ konsumenta na bazie funkcji uzytecznosci i krzywych
(map) objetosci. Czesto jednak zauwaza sig, ze w rzeczywistej sytuacji decyzyjnej
przy ocenie preferencji lub dokonywaniu wyboru przez konsumenta (decydenta)
preferencje nie s jasno i precyzyjnie okreslone, a co wiecej, moga by¢ niesta-
bilne i podlega¢ fluktuacjom [17]. Moze to wynika¢ migdzy innymi ze zlozonosci
rozpatrywanych wariantow decyzyjnych (jesli na przyktad konsument chciatby
okresli¢ swoje preferencje w stosunku do dwoch wigzek dobr, z ktérych kazda
sktada si¢ z kilkunastu lub kilkudziesigciu dobr) lub tez z niepewnosci co do
konsekwencji dokonania, takiego czy innego wyboru. Wiadomo tez, na podstawie
badan eksperymentalnych, ze preferencje okreslane w ,,laboratorium” przez rze-
czywistych decydentow moga by¢ nieprzechodnie [4].

W latach pigcdziesiatych pojawily si¢ proby tworzenia teorii preferencji na
bazie tzw. relacji probabilistycznych (zob. [8], [14]). Za pomoca tego rodzaju
relacji mozna modelowaé niepewno$¢ zawarta w procesie decyzyjnym. Jednakze
oszacowanie odpowiednich prawdopodobienstw jest dosy¢ trudne [4].

Innym sposobem bardziej realistycznego niz w klasycznej teorii konsumenta
opisu preferencji jest wykorzystanie tzw. relacji rozmytych.

Relacje rozmyte wprowadzone na bazie tzw. zbiorow rozmytych przez
L. A. Zadeha [19] mialy w zalozeniu modelowac¢ sytuacje, w ktorych trudno
jednoznacznie przypisaé niektorym parom (4, B) (z danego uniwersum par) stwier-
dzenia postaci ,,4 jest w relacji R z B” (,,4 jest wigksze od B”, .4 jest lepsze od B”,
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,»4 jest podobne do B” itd.), mozna natomiast przypisywac im pewne liczby (wagi),
R(4, B), 0 < R(4, B) < 1, charakteryzujace stopien, w jakim A4 jest w relacji
R z B (stopien prawdziwosci zdania ,,4 jest w relacji R z B”).

Od konca lat siedemdziesiatych intensywnie badano rozmyte relacje prefe-
rencji (zob. [6]), przy czym na ogét byly to analizy teoretyczne, w ktorych sku-
piano si¢ na studiowaniu roznych wiasnosci takich relacji 1 ich konsekwencji.
Jednym z czgsto podejmowanych probleméw byt problem znalezienia najlep-
szych wariantow (lub uporzadkowania zbioru wariantow) w sytuacji, gdy prefe-
rencje w tym zbiorze opisane sa za pomocg relacji rozmytych (zob. [2], [13],
[12]). Badano tez konsekwencje przyjgcia réznych zalozen dotyczacych
przechodnio$ci relacji rozmytych. Czgsto przyjmowanym zalozeniem jest
zatozenie o tzw. max-min przechodnio$ci relacji rozmytej (zob. [6]). Wiele in-
nych rodzajow przechodnio$ci ma swe zrodto w teorii relacji probabilistycznych
(zob. [9]).

W wielu konstruowanych ostatnio systemach wspomagania decyzji wykorzys-
tuje sie relacje rozmyte do opisu preferencji decydenta (decydentdw) uczest-
niczacego (uczestniczacych) w danym procesie decyzyjnym (np. systemy ELEC-
TRE 111, PROMETHEEE, BIPOLAR, zob. [16], [3], [7].

W referacie przedstawiono wyniki badan ankietowych, w ktérych zbadano
zgodno$¢ roznych uporzadkowan wariantow decyzyjnych otrzymanych na pod-
stawie macierzy rozmytych preferencji z uporzadkowaniem przedstawionym przez
respondentow na subiektywnej skali wartosci, a takze zbadano, w jakim stopniu
preferencje te spetniaja rozne wiasnosci przechodnio$ci.

1. Relacje rozmyte

NiechX'= {4,,4,, ..., 4 } bedzie skoficzonym zbiorem wariantow mozliwych do
wyboru w pewnej sytuacji decyzyjnej. Rozmyta relacja preferencji bedziemy
nazywali funkcj¢ R(4,, 4), ktora kazdej parze roznych wariantow (4, 4))
przyporzadkowuje liczbg R(4,, 4) speiniajaca warunek 0 < R(4,, 4)) < |
I interpretowang jako stopien przewagi wariantu 4 nad 4 . Zaktadamy, ze warunek
R(4, A) = 1 oznacza dla decydenta zdecydowana przewage 4, nad 4, natomiast
warunek R(4, A1l 0,5 rownowazno$¢ wariantow 4, i 4, (z punktu widzenia
preferencji decydenta). Zaktadamy, ze relacja R jest ,ipsodualna” (zob. [15]),
tzn.

R(A,A)+R(A;, A)=1 dla i#].

Oznacza to, ze warunek R(4, Aj) = () jest rownowazny stwierdzeniu, ze 4,

/,,,:,:.:zhgl\e\cydowanie przewaza nad A4, Liczba R(4, 4) mierzy ,,intensywnosc” prefe-
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rencji, tzn. liczby R(4, A/) nieco wigksze od 0,5 oznaczaja, ze 4, jest ,nieco
lepsze” od 4, a liczby R(4, A4)) bliskie 1 oznaczaja ,,duza przewagg 4, nad 4,.
Liczby R(4, 4)) sa subiektywnymi ocenami decydenta, za pomoca ktérych moze
on przedstawia¢ na skali liczbowej [0, 1] swoje preferencje (ze wzglgdu na wa-
rianty 4, i A/,).

Dla danej rozmytej relacji preferencji mozemy konstruowac rozne nierozmyte
uporzadkowania zbioru X, ktore moga pomoc decydentowi w podjgciu ostatecz-
nej decyzji (wskazujg na wariant najlepszy z punktu widzenia jego preferencji,
drugi w kolejnosci itd.). Bedziemy rozwazac trzy sposoby takiego uporzadkowania:

1) Uporzadkowanie za pomoca funkcji Ortowskiego [13] — w przypadku re-
lacji ipsodualnych mozna je przedstawi¢ nastgpujaco:

(M) A 2A; & min R(A,A,)2 min R(A, A,).
#1 K# )
2) Uporzadkowanie za pomoca sumowania stopni preferencji:

(S) A2A &Y RAA)ZYRA,A)

k#1 k#j

3) Uporzadkowanie wedtug reguty Blina i Whinstona [2]. Poszukujemy ta-
kiego liniowego porzadku L (relacji przechodniej, asymetrycznej i spojnej)
w zbiorze X, aby wartos¢

> R(A.4)

(4.4, )eL
byta maksymalna.

Bedziemy rozwazac rowniez nastgpujace wlasnosci przechodniosci dla relacji R
(4, AI., A,) sa dowolnymi elementami zbioru X, warunek W(4, A,, A,) oznacza,
ze R(4, 4) 20,51 R(4, 4)) 2 0,5):

(1) Staba przechodnio$¢:

W(A. A, A)= R(A.A)Z R4, A)+R(A, A )-1.

(2) Przechodnio$¢ (staba F-przechodnio$¢ u Nakamury [10], staba stochasty-
czna przechodnio$é u Luce’a i Suppesa [9]:

W(A, A, A)= R(A, A,)205,

(3) Min-przechodnio$¢ (umiarkowana F-przechodnio$¢ u Nakamury [10],
umiarkowana stochastyczna przechodnio$¢ u Luce’a i Suppesa [9]:

W(A. A, A)= R(A, A)=min{R(4,A), R(4,, 4,)},
(4) o-przechodnio$¢ (o € [0, 1], zob. [1]):
W(A, A, A)=
= R(A, 4,)2 o max{R(4, A,), R(A;, 4,)}+(1-0) min{R(4, 4,), R(4,, A,)},
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(5) Max-przechodnio$¢ (silna stochastyczna przechodnio$¢ u Luce’a i Suppe-
sa [9]:

W(A, A, A)= R(A, A)zmax{R(A. A ), R(4,, A,)}

Latwo mozna sprawdzi¢, ze prawdziwe sg implikacje:
5)=@=03)=(@2), 3)= ).
Natomiast wlasnos$ci (1) i (2) nie sa zwigzane zadna implikacja.

2. Opis eksperymentu

Eksperyment przeprowadzono w dwoch grupach studenckich (35 studentow
pierwszego roku i1 9 studentow drugiego roku Wydziatu Zarzadzania AE w Poz-
naniu). Studenci zostali poproszeni o porownanie 5 wariantéw, a mianowicie
potencjalnych mozliwo$ci wyjazdu na wakacje do jednego z nast¢pujacych kra-
jow: Finlandia, Francja, Niemcy, Szkocja, Witochy (oznaczanych dalej symbola-
mi: Fi, Fr, N, Sz, W). Porownywanie dla kazdej pary wariantow bylo dokony-
wane (podobnie jak w eksperymentach Noworola [11]) za pomocg odcinka
o diugosci 10 cm, na ktorym respondent zaznaczal, za pomocg krzyzyka, punkt
najbardziej odpowiadajacy jego preferencjom. Przyktadowy odcinek stuzacy do
porownan miat posta¢ jak na rysunku l.

0 o

Fi Fr

Rys. 1. Przykladowy odcinek stuzacy do oceny preferencji rozmytych

Im blizej konca Fi znajdowatby sig zaznaczony punkt, tym wigksza przewaga
Finlandii nad Francja (krzyzyk w punkcie Fi oznacza ,,zdecydowang przewagg”),
a im blizej konca Fr, tym wigksza przewaga Francji nad Finlandia. Studentéw
poproszono tez (po zakonczeniu porownan) o umieszczenie poszczegolnych kra-
jOw (tzn. zaznaczenie punktow odpowiadajacych poszczegdlnym krajom) na jed-
nej wspdlnej skali (umieszczonej na osobnej kartce), przy czym potozenie dane-
go kraju powinno odpowiada¢ jego atrakcyjnos$ci dla danego respondenta (im
blizej gornego konca skali — zob. rysunek 2 — tym bardziej dany kraj jest atrak-
cyjny, im blizej dolnego konca, tym mniej atrakcyjny z punktu widzenia prefe-
rencji wyjazdowych danego studenta). Przyktadowa odpowiedZ mogta wyglada¢
jak na rysunku 2.
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Rys. 2. Skala atrakcyjnosci

R.(4, B)

Vi N
o] X 0
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Rys. 3. Spos6b pomiaru preferencji dla krajéw A i B

Pomiary przeprowadzono w nastgpujacy sposob. Dla kazdej pary krajow (4, B)
1 dla respondenta o numerze i zmierzono odleglo$¢ (w milimetrach, z doktadnoscia
do 1 mm) zaznaczonego na odcinku AB punktu od kornica B i przyjeto tg liczbe
(0oznaczona symbolem R (4, B)) za stopien przewagi kraju 4 nad krajem B (zob.
rys. 3). Przewagi te byty wigc mierzone na skali [0, 100], a nie [0, 1], co zreszta
— z punktu widzenia dalszych wywodéw — nie ma zadnego znaczenia. Na skali
atrakcyjnoS$ci (na rys. 2) zmierzono odleglo$¢ kazdego kraju (np. kraju 4) od
konca skali i otrzymano liczby U(A4) (,,uzytecznosc” kraju A).

Na podstawie wartosci R (4, B) dla kazdego respondenta obliczono wartos§¢
funkcji

M,(A)=min R (A, B)

B#A
oraz
5,(4)= Y, R (4, B).
B#A
Funkcje M, i S, okre§laja pewne uporzadkowanie wariantow (oznaczane rowniez
przez M, i S) w zbiorze X = {Fi, Fr, N, Sz, W} dla i-tego respondenta, zgodnie
z wzorami (M) i (S). Symbolem B, bedziemy oznacza¢ uporzadkowanie w zbio-
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rze X zgodne z regula Blina i Whinstona (takich uporzadkowan moze by¢ wigcej
niz jedno).

Dla kazdego respondenta otrzymaliémy wigc na podstawie jego macierzy pre-
ferencji (wyznaczanej przez relacjg R) trzy rézne uporzadkowania wyj$ciowego
zbioru wariantow.

Aby ktore$ z tych uporzadkowan mogto by¢ podstawa do podejmowania de-
cyzji (aby na przyktad odpowiednia reguta mogta by¢ wbudowana w system
wspomagania decyzji), powinno by¢ ono mozliwe do zaakceptowania przez de-
cydenta, tzn. powinno by¢, przynajmniej ,,z grubsza”, zgodne z wyobrazanym
sobie przez decydenta ostatecznym uporzadkowaniem wariantéw. To wyobrazenie
mozemy utozsamic z uporzadkowaniem U.. Istotne jest wigc zbadanie (za pomoca
jakiej$ charakterystyki liczbowej) zgodnosci uporzadkowania U, z uporzadko-
waniami M, S, (tzn. uporzadkowaniami wyznaczonymi przez odpowiednie funk-
cje) oraz B,. W nastgpnym punkcie zostaly przedstawione wyniki analizy staty-
stycznej zgodnos$ci uporzadkowan M, S i B, z uporzadkowaniem U,.

3. Analiza statystyczna kryterium zgodnos$ci uporzadkowan

W pierwszym kroku badano — odrebnie dla kazdego z respondentow — zgodno$¢
wyznaczonych przez niego uporzadkowan. W tym celu — dla kazdej z par
porzadkéw (M, U), (S, U) i (B, U) wyznaczono — majacy rozkiad beta —
wspotczynnik W korelacji rangowej Kendala (zobacz Kendal [5]). Nastepnie
wspotczynniki te wykorzystano do zweryfikowania — w przypadku kazdej
z powyzszych par oddzielnie — hipotezy zerowej gloszacej brak zgodnosci
uporzgdkowan i przeciwstawionej hipotezie alternatywnej stwierdzajacej zgod-
nos¢ tych uporzadkowan.

Pierwotnie weryfikacji tej dokonano na poziomie istotnosci o = 0,05. Stwier-
dzono wtedy, ze:

~ porzadki M, sa zgodne z porzadkami U, w przypadku 56,8 % respondentow;

— porzadki S, sa zgodne z porzadkami U, w przypadku 2,3 % respondentow;

— porzadki B, sa zgodne z porzadkami U, w przypadku 18,2 % respondentow.

Identyczne wnioskowanie powtorzono dla poziomu istotnosci o = 0,10. Stwier-
dzono wtedy, ze:

— porzadki M, sa zgodne z porzadkami U, w przypadku 84,1 % respondentow;

— porzadki S, sa zgodne z porzadkami U, w przypadku 25,0 % respondentow;

— porzadki B, sa zgodne z porzadkami U, w przypadku 72,7 % respondentow.

W swietle powyzszego zestawienia mozna stwierdzi¢, ze najbardziej godna
rekomendacji do dalszego stosowania okazata si¢ metoda Ortowskiego (porzadek
M)). Zdecydowanie gorsza od dwoch pozostatych — z punktu widzenia kryterium
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zgodnosci z porzadkiem U, - okazata si¢ metoda addytywna (porzadek S). Opisane
testy statystyczne przeprowadzono przy wartosciach parametrow p = g = 0,75
zastanego rozktadu beta wspotczynnikow korelacji rangowej. Dlatego nie mozna
wykluczy¢ tego, ze w omawianym wnioskowaniu statystycznym wielokroc
popetniliémy biad drugiego rodzaju. Za takim przypuszczeniem przemawia to,
ze przy niewielkim zwigkszeniu bledu pierwszego rodzaju i zmniejszeniu tym
samym bie¢du drugiego rodzaju uzyskalismy radykalnie lepsza oceng zgodnosci
porzadkow B, z adekwatnymi porzadkami U..

Dazac do polepszenia jakosci wnioskowania statystycznego wyznaczono

ponownie wspotczynniki W korelacji rangowej dla kazdego z ciagow par

MU ] ST a4 1

LS5 U ai=s] 132 S04 4

{(Ball)ite= 1525 5Sd 4
W ten sposob, ze kazda z wymienionych par (X, U) (gdzie X € {M, S, B})
zostata potraktowana jako powtdrzenie obserwacji zgodnosci porzadkow X 1 U.
Uzyskano ta droga statystyki z rozktadem beta o warto$ci parametréw p = g =
= 54,50. Gwarantuje to, przez zmniejszenie bledu drugiego rodzaju przy zacho-
waniu wartosci bledu pierwszego rodzaju, poprawe jakosci wnioskowania staty-
stycznego. Otrzymano nastgpujace wartosci wspotczynnikoéw korelacji rango-
wej:

dla metody Ortowskiego (porzadek M) - 0,881;

dla metody addytywnej (porzadek §) -~ 0,606;

dla metody Blina-Whinstona (porzadek B) — 0,803,

Wszystkie trzy wymienione warto$ci statystyk daja podstawe do stwierdze-
nia, ze badane metody wyznaczaja uporzadkowania zgodne z porzadkiem wzor-
cowym. Z punktu widzenia tego kryterium wszystkie trzy metody okazuja sig
godne rekomendacji do dalszego stosowania. Wyniki uzyskane w pierwszym eta-
pie analizy statystycznej pozwalajg jednak snu¢ obawy, ze stosowanie metody
addytywnej w przypadku matlej liczby obiektow moze prowadzi¢ do uporzad-
kowan niezgodnych z og6lnymi zapatrywaniami respondentow.

4. Przechodnio$¢

Przedmiotem naszych zainteresowan byly tez czynniki wplywajace na stopien
spetniania przechodnio$ci. Rozwazano tutaj wptyw trzech czynnikow:

- respondent (czynnik A);

~ para porownywanych obiektow (czynnik B);

— rodzaj przechodnio$ci (czynnik C).

Dla kazdej kombinacji poziomoéw czynnikow A4, B, C wyznaczono warto$§¢
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2 :
y=—-arcsin,/p,
gdzie s

_n(X,Y,Z)
PN Y. 2)

para (X, Y) — para porownywanych obiektow wlasciwa dla danego poziomu
czynnika B;

n(X, Y, Z) — liczba takich trojek obiektow, ktore sa uporzadkowane przez
respondenta odpowiadajacego poziomowi czynnika A4 i spetniajg
warunek przechodnios$ci wlasciwy dla rozpatrywanego poziomu
czynnika C;

N (X, Y, Z) — liczba trojek obiektow ogotem.

Do zbadania wzajemnych zaleznosci pomigdzy tak wyznaczonymi liczbami

zastosowano trojczynnikowa analizg¢ wariancji (zob. [18]) dla modelu klasyfikacji
krzyzowej bez replikacji. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Troéjczynnikowa analiza wariancji
Czynnik S}'(f::c;?aigfv‘a Sitz‘;';';y Statystyka | Poziom istotnosci
A 0,182 43 4,272 1,000
B 0,0246 9 0.576 0,000
G 34,2 4 804,021 1,000
AXB 0,0218 387 0,513 0,000
AxC 0,349 172 8,197 1,000
BxC 0,225 36 5,297 1,000
Blad 0,0425 1548

Wyniki te pozwalaja stwierdzi¢, ze zmienno$¢ wywotana zmianami czynnika
B (porownywane pary obiektow) jest mniejsza od zmiennosci losowej. W ta-
kich sytuacjach — zgodnie z zalozeniami analizy wariancji — zmienno$¢ pomigdzy
poziomami czynnika B nalezy potraktowac jako czg$¢ zmiennosci losowej 1 wig-
czy¢ do oceny bl¢du losowego. Prowadzi to w przypadku naszych badan staty-
stycznych do prowadzenia dwuczynnikowej analizy wariancji dla modelu klasy-
fikacji krzyzowej. Replikacjami sa tutaj poziomy pomijanego czynnika B (pary
poréwnywanych obiektow). Uzyskane ta droga wyniki zostaty przedstawione
w tabeli 2.

Zebrane w tabelach 1 i 2 wyniki pozwalaja stwierdzi¢, ze przy badaniu
przechodnio$ci rozpatrywanych w tej pracy empirycznych relacji mozna poming¢
wplyw rodzaju porownywanych obiektow. Wplyw pozostatych czynnikéw (zindy-
widualizowany opis relacji przez respondenta i rodzaj przechodniosci) jest istot-
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Tabela 2
Dwuczynnikowa analiza wariancji
g Srednia suma Stopnie e o
Czynnik wddratbw swobody Statystyka F Poziom istotnosci
A 0,182 43 4,355 1,000
G 34,2 4 819,489 1,000
AxC 0,349 172 8,355 1,000
Blad 0,0417 1980

ny 1 wspotzalezny. Z tej przyczyny nie moze by¢ pomijany w dalszych studiach
nad wlasno$ciami empirycznych relacji.

Aby ustali¢, ktore z wlasnosci przechodniosci (1)-(5) sa w najwigkszym stop-
niu spetniane przez analizowane preferencje, badano rézne trojki wariantow posta-
ci {X, Y, Z} (razem jest ich dla danego zbioru 10). Moéwimy, ze tréjka ta spetnia
dany warunek przechodniosci, jesli relacja R ograniczona do zbioru {X, Y, Z}
speinia ten warunek. Natomiast relacja R spetnia dla danego respondenta dany
warunek przechodniosci, jesli wszystkie trojki spetniaja ten warunek dla tego
respondenta. Liczba tréjek i liczba respondentow spetniajacych dany warunek
przechodniosci sa przedstawione w tabeli 3 (uwzgledniono tam a-przechodnio$¢
tylko dla o = 0,5).

Tabela 3
Rozklad roznych rodzajow przechodnio$ci w zbiorze tréjek
i w zbiorze respondentow

NRodzaj przechodnio$ci | Liczba trojek % Liczba respondentow | %
| Max-przechodnio$¢ 309 70,2 4 9,1
0,5-przechodnio$é 381 86,6 17 38,6
| Min-przechodnio$¢ 412 93,6 25 56,8
Przechodnio$¢ 430 9751 35 7959
Staba przechodnios¢ 438 99,1 42 95,5

Z przedstawionych danych wynika, ze jedynie staba przechodnio$¢ jest
wlasno$cia, ktora spelniajg praktycznie wszystkie trojki i praktycznie wszyscy
respondenci (z wyjatkiem dwoch). Jesli chodzi o przechodnio$¢, to na ogot wszyst-
kie trojki sq przechodnie, ale az co piaty respondent przedstawil preferencje nie
przechodnie. Mozna tez zauwazy¢, ze wlasno$¢ max-przechodnio$ci jest speiniona
przez wigkszoséé trojek, ale jednoczesnie przez zdecydowana mniejszosé
(okoto 9%) respondentéw. Mozna powiedzie¢, Zze na og6t trojki sa max-przechod-
nie, ale jednocze$nie na ogot kazdy respondent przynajmniej dla jednej trojki
wykazal preferencje, ktore nie sa max-przechodnie.
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Whioski koncowe

Uporzadkowania wyznaczane przez metody Orlowskiego, addytywng i Blina-
-Whinstona sg — statystycznie rzecz ujmujac — zgodne z porzadkami wzorcowy-
mi i z tego wzgledu polecane do stosowania w przypadkach wyznaczania
uporzadkowan liniowych na podstawie macierzy relacji empirycznych.

Jesli chodzi o przechodnio$¢ analizowanych relacji rozmytych, to na podstawie
przeprowadzonego eksperymentu mozna wyciagna¢ wniosek, ze jedynie zatozenie
o stabej przechodnio$ci moze by¢ uprawnione jako dobrze opisujace preferencje
rzeczywistych decydentow. Nie wyklucza to mozliwosci, ze rowniez na przyklad
przechodnio$ci lub min-przechodnio$ci moga sig okaza¢, migdzy innymi na pod-
stawie innych badan, zalozeniami mozliwymi do przyjecia. Natomiast wydaje
sig, ze max-przechodnio$¢ jest wlasnos$cia zbyt czgsto nie spetniona, aby mogta
by¢ przyjeta jako podstawa jakiegokolwiek modelu opisujacego rzeczywiste pre-
ferencje decydentow.

Przy modelowaniu relacji preferencji nie nalezy tez pomija¢ wptywu osoby
decydenta na rodzaj spetnianej relacji.
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