Marian Matloka

CALKA Z ODWZOROWANIA ROZMYTEGO

1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie cazki z odwzorowania rozmy-
tego. GZdéwny nacisk polétono w pracy na zagadnienie istnienia catki z od=-
wzorowania rozmytego. Z uwagi na ograniczenia objgtosSciowe pracy zrezyg-
nowano z przedstawienia wXasnosci zdefiniowanej cazki. Na uwage zasiugu-
Jje fakt, ze przedstawiona w pracy definicja cazki Jést catkowicie rdzna
od propozycji Sugeno [12], Dubois i Prade [1,2], Klementa [6], Ralescu
L10], Yagera [14], Zhao Ru~huai [15], Song Renminga L11] i Wanga [13].
Przedstawiona w pracy definicja cazki jest uogdélnieniem cazki Riemanna.

2. Pojecia podstawowe

W pracy pod pojeciem interwazu rozumieé bedziemy domknigty, ograniczo-
ny zbidr liczb rzeczywistych

[a,p] = {x: a{xb} .

Interwaty oznaczaé bedziemy duzymi literami alfabetu..Il tak, jezeli A
oznacza interwak, to jego korce oznaczaé bedziemy przez A i X, tzn. A =
= [‘lox]'

Dwa interwaly nazywaé bedziemy réwnymi, jezeli odpowiednie korice tych
interwatéw bedg réwne. Ponadto bedziemy méwié, ze interwax A jest mniej=-
szy lub réwny od interwatu B, A { B, wtedy i tylko wtedy, gdy A{B i A
B~.

Sumg dwéch interwaidéw A 1 B definiowaé pbedziemy jako interwax

A+B=[A+3B,K+8],

natomiast iloczyn jako interwak A*B o nastepujgcych koifcach
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AB = min (A-B, A-B, X°B, A-F) ,
X°E = max (A-B, A-B, K-B, A-B) .

Odlegto$é miedzy interwazami A i B definiowad bedziemy jako liczbe
d(A,B) = max(|A - B|, |X - E|) .

W literaturze dotyczgce] zbioréw rozmytych pod pojeciem liczby rozmy-
tej rozumie sig wypukiy i normalny podzbidr rozmyty zawarty w zbiorze
liczb rzeczywistych R.

Niech L(R) oznacza zbidr wszystkich liczb rozmytych w R takich, Ze dla
dowolnej liczby rozmytej X € L(R)

- X jest péxcigga z géry,

- supp X jest zwarty.

4 przyjetych zaXozer wynika, ze jezeli X € L(R), to dla dowolnego &€ [0.1],
X% jest interwatem, gdzie

& t: X(t) ) dla o« € (0,1],
-{tzx(t)>0 dla oGm0

Zdefiniujmy teraz D: L(R)xL(R) — R U {O} w nastepujgcy sposéb

D(X,Y) = A(X S TRY St
(x,Y) O\(st;po( )

Zauwazmy, ze D jest metryka w L(R), [9].

W zbiorze L(R) wprowadimy relacje \< w sposdéb nastepujgcy:
X \< Y wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego « € [0,1]

vt TN

Niech X oraz Y oznaczajg dwie liczby rozmyte z L(R). Wtedy

15 Sumg liczb rozmytych X i Y nazywamy liczbg¢ rozmytg X+Y takg, Ze
. oc €T 03]SR (XFT) S Bmix O R ply CURNET 1] B8

22 Iloczynem liczb rozmytych X i Y nazywamy liczbg rozmytg X+Y takg, zZe
Mo L0 51| N (XeX ) Stm EX OCH ity OCRNEE /4] HFe

Z powyzszej definicji wynika, Ze dla dowolnej liczby rozmytej X € L(R)
i dle dowolnej liczby rzeczywistej k€ R, keX jest liczbg rozmytg taks, ze

be (%) dla kK £0

(kX) (t) = 1 dla t =0
dla k=0

0 dla t £0

t€ R,

Méwimy, %e zbiér D liczb rozmytych z L(R) jest ograniczony z géry
(z dotu) jezeli istnieje liczba rozmyta C taka, e dla dowolnego X € O ,
xg¢ (C( X). Liczba rozmyta C nazywaé sie bedzie odpowiednio liczbg gér-
ng (dolng) wzgledem zbioru &.

Liczbg rozmytg C nazywamy kresem dolnym zbioru O , ozn. inf.d, (kre-
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gem gérnym zbioru L, ozn. sup L), jezeli C jest liczbg dolng zbioru
(1iczbg gbérng) i nie istnieje liczba rozmyta C’ bedgca liczbg dolng (licz-
ba gérng) taka, ze ¢ { C? (c*{C).

Niech TPC R. Odwzorowanie F: T—> L(R) nazywaé bedziemy odwzorowaniem
rozmytym.

Odwzorowenie rozmyte F nazywamy ograniczonym z géry (ograniczonym z do-
Tu) w zbiorze T jezeli zbidr {F(t): t € T} jest odpowiednio ograniczony
z géry (ograniczony z dozu).

Odwzorowanie rozmyte ograniczone z do%zu i z gdéry nazywad bedziemy
ograniczohym.

Stgd wynika, zZe jezeli F jest odwzorowaniem ograniczonym, to istniejg
liczby rozmyte L i U takie, ze L { F(t) .U dla dowolnych t€T.

3. Cazka z odwzorowania rozmytego

Pod pojeciem podziaiu przedziaiu La,b] rozumieé Dbedziemy skoriczony
zbidr liczb By tyaeee,t, taki, ze a=t°<:t1§:....<tn=b. Podziat przedzia-
tu [a,b] oznaczaé bedziemy przez P = {ti: is= O,1,...,n} .

Niech F oznacza ograniczone odwzorowanie rozmyte okreslone w [a. b].
Zdefiniujmy

Uy (F) = sup {F(t)s t€[t;_40t,]}

L(F) = ing {F(t): t€ [ti_1,ti]} :

a nastepnie

n
L(F,P) = 3 Ly(F) « (t;-%5_4) ,
i=1

n
U(F,R) = 3 U (F) * (g4=5_q) -
i=1

Niech ? oznacza zbiér wszystkich podziaxéw odcinka [a,b]. Wtedy

F=pgup { L(F,P): PEP]

Pl

oraz

b

J P =int {U(FP): PERP} .
a
nazywamy odpowiednio catkg dolng i gérng odwzorowania F.

Niech P = {tiz iaO,...,n} 18P {tix 1-0,...,n} oznaczajg dwa po=-
dziaty przedziatu [a,b], natomiast PC P’ oznacza, %e kazdy punkt t; po-
dziaZzu P nalezy do P’ .
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Lemat. Jezeli PC P’ to L(F,P){ L(F,P’) i U(F,P’) { U(F,P).

Dowdéd. Gdy P=P’ to lemat jest prawdziwy. Zaxdézmy, ze P#P’ 19 P.CIPLT
Niech ti be¢dzie pierwszym punktem z P’, ktdéry nie nalezy do P. Wtedy,
dla pewnego k, t, ;4 ¢ ts { %) oznaczmy przez

P

1= (Borbpaeenatyg s thtgeeennty}

L%(F) = int { P(t): t€ [t 4, t3]}

oraz

™(F) = inf { F(t): te[t], 1 1} .

Z definicji Ly (F)wwynika, ze L, (F) 'Y L*(F) oraz L (F) £ 1*™®(F). Dlatego
L(F) * (=t q) =
= L(F) » 3=ty ) + L(F) - (513 <

C THE) o (s3-ty ) + IN(B) o (fyt3)
a stad

n
L(F,P) = 3 L,(F) * (ty=t;_,)  Ly(F) * (t,-t)) +
i=1

4 LZ(F) . (tz-t1) A Lk_.](F) . (tk_1-tk_2) +
+ TRE) » (8=t q) + D) « (-83) +
+ D (B) o (B q=ty) + eee + D (F) * (tp-t, o) =

= L(F,P.‘) o

Powtarzajgc to postepowania skornczong ilosé razy mozemy dodaé do P wszyst-
kie punkty z P’, ktére do P nie nalezg i otrzymamy, ze L(F,P) \<L(F,P’).
W podobny sposéb mozna pokazaé, ze U(F,P) ) U(F,P’).

Definicja. Odwzorowanie rozmyte F okreslone na [a,b]nazywamy catko-
walnym jezeli F jest ograniczone na [a,b] oraz

b ']
fF-;F.
a a

b
Jezell F Jest catkowalne na [a,b] to catke z F od a do b, asn.  Ji F,
a

definiujemy w sposéb nastepujgcy

b b b
fP-!F-,fF.
a a a
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Iwierdzenie 3.1. Ograniczone odwzorowanie rozmyte F jest catkowalne na
[a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego £ ) O istnieje podziak taki,
%e D(U(F,P), L(F,P))< € .

or
Dowdéd. Zaxézmy, ze dla dowolnego & » O takie P istnieje. Wtedy z fak-
tu, ze
b b Po
o(f 7 [® DduEp), L(F)<E
a a
b b
wynika, ze f F = f F i F jest caxkowalna na La,b]. Zaxdzmy teraz, ze F
a a b b b b
jest catkowalna na [a,b]. Wtedy f F = J. P = J' F. Dlatego f F jest kre-
a a a a
sem gérnym zbioru [ L(F,P)} i kresem dolnym zbioru {U(F,P)} 3 Stad,
dla dowolnego & ) O istnieje P, takie, Ze
b
([ F, L(F,R))) < €/2
a
o P2 takie, ze
b
Z
D(U(F,P,), J'F) Rer/2F, 2
a P
Zatem
b
i-
D(U(P,P,), L(F,P,)) < D(U(F,B,), [ ®+
a
b
Po
+ D(L(F,R,), J‘ P)I<EET,
a
Niech P=P1x,P2. Poniewaz P1C BT P2 ¢ P zatem
: st
D(u(®,p), L(F,B)S D(U(F,P,), L(F,P,))< € .
Twierdzenie 3.2. Dowolne odwzorowanie rozmyte ciggte w [a,b] ze wzgle-
Ta

du na metryke D jest catkowalne w [a,b].
Dowéd. Poniewaz F Jest ciggte to jest ograniczone na [a,b]. Oznacza to,

%e dla dowolnego podziatu P, dla dowolnego € [0,1] istniejg t], t': €

[t 10ty 14 £7, t3™ € [t;_,,t, ] takie, %e
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F(ti)o‘ = L (H)™ i F(ti‘) = Li(p)"‘
oraz
P(F3 iUy (R S F(t3™)> = U (M) .
Ponadto
A(U (RS L (7 R ) 5 e
= max (JU(F,P)* - L(F,P}*| |, | T(F,P® - I(F, )% |) =
n n
“ el Ui(p)m Sty =t5t ) =S Li(F)a ° (ty=ty_q) P
1:1 i=1
n
L3 U0 o ity ) = X T o (ks ) [) -
i=1 i=1
n . n
= max (0] DER(EP) A cn(t okt ) o G SIRE(E) e (1=t00) [
i=1 i=1
n n
| X PGP®Y - (t4-t,_q) - F(£19)% o (4=t )| )
i=1 i=1

Z ciggosci F wynika, ze dla dowolnego € » O istnieje & ) 0 takie, ze
r,s€[a,b] 1 |r-s|<¢ & implikuje D(F(r),F(s)) { &/(b=a). Zatem dobierajac
P o $rednicy podziatu [P |{ § mamy

[P = P+ [ &7/ (b-a)

(263" ™) =B | < €7/ (b-a) .

Poniewaz |P| < & zatem dla dowolnego o« € [0,1]

’ "
max( €7 € )

NET ./ (ti-ti—1) = g

d(ULR;PY S, ¢ L(F,B) XY e & Y)
i=1

stgd wynika, Ze
D(U(F,P) , L(F,P)) < € .

Tak wigc na podstawie twierdzenia 3.1 jest catkowalne na [a,b]
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