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CAŁKA Z ODWZOROWANIA ROZMYTEGO 

1. Wstęp 

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie całki z odwzorowania rozmy— 
tego. Główny nacisk położono w pracy na zagadnienie istnienia całki z od- 

wzorowania rozmytego. Z uwagi na ograniczenia objętościowe pracy zrezyg- 
nowano z przedstawienia własności zdefiniowanej całki. Na uwagę zasługu- 
je fakt, że przedstawiona w pracy definicja całki jest całkowicie różna 
od propozycji Sugeno 2], Dubois i Prade 1,2], Klementa [6 ], Ralescu 

[10], Yagera [14], Zhao Ru-huai [15], Song Renminga [11] i Wanga [13]. 
Przedstawiona w pracy definicja całki jest uogólnieniem całki Riemanna. 

2. Pojęcia podstawowe 

W pracy pod pojęciem interwału rozumieć będziemy domknięty, ograniczo- 

ny zbiór liczb rzeczywistych 

[a,b] = (x: a<x<b| c 

Interwały oznaczać będziemy dużymi literami alfabetu..I tak, jeżeli A 
oznacza interwał, to jego końce oznaczać będziemy przez A i £, tzn. A= 
= [4,4]. 

Dwa interwały nazywać będziemy równymi, jeżeli odpowiednie końce tych 
interwałów będą równe. Ponadto będziemy mówić, że interwał A jest mniej- 
szy lub równy od interwału B, A © B, wtedy i tylko wtedy, gdy AĆB i AC 
B'. 

Sumę dwóch interwałów A i B definiować będziemy jako interwał 

A+B=[A+B,A+B] , 

natomiast iloczyn jako interwał A*B o następujących końcach 
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A+B s min (A-B, A-B, A*B, A-B) , 
A*F = max (A-B, A*B, K*B, A-5B) . 

Odległość między interwałami A i B definiować będziemy jako liczbę 

d(A,B) =» max(|A - B|, |A- E|) . 
W literaturze dotyczącej zbiorów rozmytych pod pojęciem liczby rozmy- 

tej rozumie się wypukły i normalny podzbiór rozmyty zawarty w zbiorze 
liczb rzeczywistych R. 

Niech L(R) oznacza zbiór wszystkich liczb rozmytych w R takich, że dla 

dowolnej liczby rozmytej X€ L(R) 
- X jest półciągła z góry, 
- Bupp X jest zwarty. 

ź przyjętych założeń wynika, że jeżeli X € L(R), to dla dowolnego a€ [0,1], 

X* jest interwałem, gdzie 

yX t: x(t) ja dla « € (0,1], 
«| 3 0 dla «a «0. 

Zdefiniujmy teraz D: L(R)xL(R) — R, U to) w następujący sposób 

D(X,Y) «= alx* ,Y*%) , (x,Y) odci M ) 

Zauwążmy, że D jest metryką w L(R), [9]. 
W zbiorze L(R) wprowadźmy relację Ś w sposób następujący: 

X Ć Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego «€ [0,1] 

x* 4 Y5. 

Niech X oraz Y oznaczają dwie liczby rozmyte z L(R). Wtedy 
19 Sumą liczb rozmytych X i Y nazywany liczbę rozmytą X+Y taką, że 

Va€ [0,1], (X+Y)" »=X* +Y*, [4] , 
29 Iloczynem liczb rozmytych X 1 Y nazywamy liczbę rozmytą X*Y taką, że 

wa € [0,1], (X:Y)* = X + y* , [4] . 

Z powyższej definicji wynika, że dla dowolnej liczby rozmytej X € L(R) 
i dla dowolnej liczby rzeczywistej kER, k-X jest liczbą rozmytą taką, że 

x ($) dla kźo 
(k-X) (t) » 1 dla t.=o0 

dla k=0O 
(o) dla vo 

te R. 
Mówimy, że zbiór © liczb rozmytych z L(R) jest ograniczony z góry 

(z dołu) jeżeli istnieje liczba rozmyta C taka, że dla dowolnego X€©D , 
X4C (cć X). Liczba rozmyta C nazywać się będzie odpowiednio liczbą gór- 
ną (dolną) względem zbioru ©. 

Liczbę rozmytą C nazywamy kresem dolnym zbioru OD, ozn. inf. 0, (kre- 
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sem górnym zbioru ©, ozn. sup ©), jeżeli C jest liczbą dolną zbioru 
(liczbą górną) i nie istnieje liczba rozmyta C” będąca liczbą dolną (Licz- 
bą górną) taka, że C 4 C? (c-<c). 

Niech TER. Odwzorowanie F: T—> L(R) nazywać będziemy odwzorowaniem 
rozmy tym. 

Odwzorowanie rozmyte F nazywamy ograniczonym z góry (ograniczonym z do- 

łu) w zbiorze T jeżeli zbiór (F(t): tET ł jest odpowiednio ograniczony 
z góry (ograniczony z dołu). 

Odwzorowanie rozmyte ograniczone z dołu i z góry nazywać będziemy 

ograniczohym. 
Stąd wynika, że jeżeli F jest odwzorowaniem ograniczonym, to istnieją 

liczby rozmyte L i U takie, że L < F(t) ŚU dla dowolnych ten. 

3. Całka z odwzorowania rozmytego 

Pod pojęciem podziału przedziału [a,b] rozumieć będziemy skończony 

zbiór liczb t,, t,,...,t, taki, że a=t Ct, £.-. Ct,=b. Podział przedzia- 
łu [a,b] oznaczać będziemy przez P = (ty: i = 0,1,...,n) z 

Niech F oznacza ograniczone odwzorowanie rozmyte określone w [a, b]. 
Zdefiniujmy 

U,(F) = sup (FG): t€ [t;_4st4]) » 

L;(F) = inf (F(t): t€ [64 _4:%4]] ; 
a następnie 

n 

L(F,P) = ), L, (F) + (tj-t5_,) » 
i=1 

n 

U(F,P) = 2; U(F) * (tą”ty_4) * 
i=1 

Niech P oznacza zbiór wszystkich podziałów odcinka [a,b]. Wtedy 

F = sup ( L(F,P): PE?) 

pi<=o 

oraz 
b 

J ? = int (u(PF,P): PEJ] . 
a 

nazywamy odpowiednio całką dolną i górną odwzorowania PF. 

Niech P = (ty: i=0,...,n) iP? = f tj: 1=0,...,n) oznaczają dwa po- 
działy przedziału [a,b], natomiast PCP* oznacza, że każdy punkt t; po- 
działu P należy do P* . 

Ni 
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Lemat. Jeżeli PCP* to L(F,P)X L(F,P*) i U(F,P*) © U(F,P). 
Dowód. Gdy P=P* to lemat jest prawdziwy. Załóżmy, że PzźP* 4 S8P. CBS 

Niech ti będzie pierwszym punktem z P*”, który nie należy do P. Wtedy; 

dla pewnego k, ty_, © tj <ty oznaczmy przez 

P> (tortqrecestyoą > tjstysctstn) » 
L*(F) = int | F(t): t€ [ty_,, tj]) 

oraz 

L**(F) = inf ( F(t): te [tj, ty]] . 

Z definicji L,(F)mynika, że L,(F) £ L"(F) oraz L,(F) £ L*"(F). Dlatego 

LL(F) * (tysty1) = 

= L4(F) + €3-ty_,) + LL(F) * (ty-t3) © 

Ś I*(P) * (tj-ty_,) + L*"(P) « (tyotj) , 
a stąd 

n 

L(F,P) = 2, L.(F) * (ty-t;_,) < L,(F) * (t,-t5) + 
ia] 

+ Lo(F) * (to-t4) + +++ + Ly_„(F) * (ty_ąrty_2) * 

+ L*(P) * (tj-ty_4) + L*"(P) « (ty-tą) + 

+ Ly1(7) . (ty17ty) IN TA > L„(F) $ (tnstn_4) = 

m L(F,P,) . 

Powtarzając to postępowania skończoną ilość razy możemy dodać do P wszyst- 

kie punkty z P*, które do P nie należą i otrzymamy, że L(F,P) £ L(F,P*). 
W podobny sposób można pokazać, że U(F,P) > U(F,P*). 

Definicja. Odwzorowanie rozmyte F określone na [a,b] nazywamy całko- 
walnym jeżeli F jest ograniczone na [a,5] oraz 

b 2 
Je=Je- 

a a 
b 

Jeżeli PF jest całkowalne na [a,b] to całkę z F od a do b; ZN. l F, 
a 

definiujemy w sposób następujący 

b b b Jr-fr-[>r. 
a a a 
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Twierdzenie 3.1. Ograniczone odwzorowanie rozmyte F jest całkowalne na 

[a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego LD 0 istnieje podział taki, 
że D(U(F,P), L(F,P))<E . 

Dowód. Załóżmy, że dla dowolnego £ > O takie P istnieje. Wtedy z fak 
tu, że 

b b 

D(f?, [P £ Dlu(F,P), L(F,P))CE 
a a 

b b 

wynika, że J Fz= J F i F jest całkowalna na [a,b]. Załóżmy teraz, że FP 

a a b b» b b 

jest całkowalna na [a,b]. Wtedy [ Pz= J PF = J F. Dlatego J F jest kre- 

a a a a 
sem górnym zbioru ( L(P,P)) i kresem dolnym zbioru (u(F,P)) . Stąd, 
dla dowolnego £)20 istnieje P, takie, że 

b 

D(f P, L(F,?P,)) € €/2 
a 

i P> takie, że 

b 
D(U(F,P.), Jo <e€/e. 

a 

Zatem 

b 
D(U(F,P.), L(F,P,)) < D(U(P,P,), Jn+ 

a 
b 

+ D(L(P,P,), J FP) CEŁ. 
a 

Niech PaPiv Po. Ponieważ P,C P i Pa GP zatem 1 

D(U(F,P) , L(F,P))Ć D(U(F,P„) , L(P,P,) ) < Ł » 

Twierdzenie 3.2. Dowolne odwzorowanie rozmyte ciągłe w [a,b] ze wzglę- 
du na metrykę D jest całkowalne w [a,b]. 

Dowód. Ponieważ F jest ciągłe to jest ograniczone na [a,b]. Oznacza to, 

że dla dowolnego podziału P, dla dowolnego « € [0,1] istnieją tj, tq € 
(ty_prty JA ti”, ty” € [ty_;,ty] takie, że 

or 

Po 

Po 

st 

Ta 
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a 
F(ti)" = L,(F) i P(ti") = L;(P)* 

oraz 

P(tj0 = Uz(P)Ć | 1 P(ty")* = U.(P)Ć*.. 
Ponadto 

d(U(F,P)* , L(F,P)*) = 

max (|U(FP,P)*> - L(F,PÓ*| , |U(F,P)" - L(F,P)S |) = 
n n 

= max (| U;(PŹ + (rypety = © 4GÓ * (tyt), 
i=1 i=] 

n 

l U4(B + (ty-t;_) - 2 LS * (tjet,_„) |) = 
iz] 1-1 

n « n 
= max (| Ż Fltp) * (ty - ty_) - 2 Pt” * (ty-ty_)| 

i=1 i=1 

n n 

| 2 Pltą" 0 * (ty-ty_,) - P(t;) © (ty-tz_4)|) . 
i=1 i=1 

Z ciągłości F wynika, że dla dowolnego €£ > 0 istnieje 5) 0 takie, że 
r,s€[a,b] i |r-s|X6 implikuje D(F(r),F(a)) < e/(b-a). Zatem dobierając 
P o średnicy podziału |P |( 6 mamy 

|F(tg)” - F(ty)” IKC e'/ (bea) 

|e(tg"*) - POŁY | € 77 (ba) . 
Ponieważ |P| X 6 zatem dla dowolnego « £ [0,1] 

max( Ł» € ) 
d(U(F,P)" , L(F,P)* ) < ) zz 

is] 

stąd wynika, że 

D(U(F,P) , L(F,P)) Ć £ . 
Tak więc na podstawie twierdzenia 3.1 jest całkowalne na [a,b] 
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