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Emil Panek

OPTYMALNE TRAJEKTORIE WZROSTU
W DWUSEKTOROWYM MODELU GOSPODARKI

W pracy przedstawiono rozwiazanie trzech zadenn sterowania wzrostem w
dwusektorowej (jednoczynnikowej) gospodarce z autonomiczng Sciezks wzro-
stu ludno$ci. Dwa pierwsze zadania réznig sig tylko kryteriami wzrostu.
W trzecim zadaniu dodano pewien blok warunkdw eliminujacych ,skoki" w
podziale inwestycji miedzy sektory ujawnione w rozwiazaniaqh poprzednich

Zadari.
1. Sformutowanie zadania sterowania optymalnego
Oznaczenia:
R - przestrzer Euklidesa n-wymiarowa; R1 - 08 liczbowa rzeczywistaj;

T=[t,,t 1] - przedziak czasu domkniety w R' (horyzont czasu);
int T - podzbidr punktéw wewnetrznych zbioru T w R
CoEﬂ] - klasa ciggiych funkcji wektorowych f: T ———-R H
c8 [z] = ¢ [r] (klasa ciagtych funkeji skalarnych f: T b
53[@] - klasa przynajmniea przedziatami ciggiych funkcji wektorowych
f: T —» R® o co najwyzej skoiczonej liczbie punktéw niecig-
grosci pierwszego rodzaju na int T, w punktach nieciggXosci
ciggtych prawostronnie;
¢2 (1] = G2 [2];
U(e;t) - € - otoczenie punktu t w R1;
U-(e3t) = { t? e U(E;t): t? < t} (lewostromne € - otoczenie punktu t
w R1).
ZakXadamy, ze:
(i) Funkcjonowanie giadkiego, stacjonarnego systemu dynamicznego W
horyzoncie czasu T opisuje ukiad réwnan




£ x(8) = 2(x(t),uls)), (1.1)

w ktérym £ = (f1,...,fn), x(t) = (x1(t),...,xn(t)), u(t) = (ug (£)eees
...,um(t)),

\
u(t) € U c R® Mt e (1.2

oraz f, 9£;/0x = ( 0£;/0xy,+..,0£,/0% ) € C2 [R®x U] (i=1,2,...,0)¢

Zbiér U nazywamy zbiorem dopuszczalnych wartosci sterowai, a kazdd
funkcje u:T —» U z klasy C; [P] - trajektorig sterowad lub krétko
sterowaniem w horyzoncie czasu T.

(ii) W momencie poczatkowym t, horyzontu czasu T system znajduje si¢

w stanie poczgtkowym x°:

x(t,) = x° (1.3)

Rozwigzanie x: T —» R® réwnania (1.1) z warunkiem poczatkowym (1.3)
odpowiadajace danemu sterowaniu nazywamy trajektorig standw systemu °
W dalszym ciggu dane na T sterowanie i odpowiadajgacg mu trajektorie sta-
néw krétko oznaczamy przez un, Xpe Pare (u,x)T spetniajaca warunki
(1.1) = (1.3) nazywamy dopuszczalnym procesem sterowania.

(iii) WskaZnikiem jako$ci funkcjonowania systemu jest wartosé funkcjo”
naxu catkowego

3 [ rpk [ £,6:(0),u00)) at (1.4)
3t

okreslonego na wiazce dopuszczalnych procesdéw sterowania. O funkcji pod-
catkowe] fo: REHT R1 zakt*adamy, zZe ma te same wtasnosci, co funkcje
fi w (1.1). Zedanie wyboru procesu maksymalizujgcego wartosd funkc jo~
natu (1.4) 2z wigzki dopuszczalnych procesdw sterowania (spetniajacych
warunki (1.1) - (1.3)) nazywemy zadaniem sterowania optymalnego sta-
cjonarnym systemem z kryterium caXkowym i swobodnym prawym koricem trajek”
torii standéw. Zapisujemy je w nastepujgcej postaci:

max j £, (x(t), u(t)) at (1.5)
P

3£ x(t) = 2(x(8), ut))

u(t) € U, u € €O [1] (1.6)

x(to) = x%

Proces (ux,x*)T bedacy rozwigzaniem tego zadania nazywamy procesem

optymalnym, u? - sterowaniem optymalnym, x¥ - optymalng trajektorig

standéw systemu.

1 > % Ak :
Rozwigzanie rdwnania rézniczkowego pojmujemy w sensie catkowym.

- 30's
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Zagsada maksimum Pontriaginaz. Viprowadzmy funkcje H (hamiltonian) zmien-

Nych x,u i dodatkowej zmiennej wektorowej th= ( %1....,tpn):
n
H(4,x,u) = £ (x,u) + ST oy £ ().
i=1

Jezeli proces (u*,xx)T jest rozwigzaniem zadania (1.5)=(1.6), to ist-
Dieje takie rozwigzanie tn = (hg,.ee, mn)T réwnania

*x
() a% h(t) = — aH(‘*’(‘ba);{X,u () & Fiy

(H/0x = (OH/AX {00y aH/axn)) 2 warunkiem koricowym
(8) H(ty) =0,
Zes

max  H(4$ (t),x*(t),u) =
uel

(c) H(t (£),x%(t),u®(¢))

i

conste > (0] Nt e 1.

2. Model wzro“tu3

Oznaczenia:

mj(t) - wielko$é trwatego majatku produkcyjnego w j-ym sektorze gospo-
darki w momencie czasu t (zaséb, wymiar: 22X ), =152

Yj(t) - wielko$é dochodu (intensywno$é strumienia dochodu) wytwarzanego
w j=-ym sektorze w momencie czasu t (produkcja koricowa sektora -
- gtrumied, wymiar: 2z*/R, R - ustalona jednostka czasu, np.
RE=t1role ) st aie1 S0y

ij(t) - wielkosé inwestycji (intensywnos$é strumienia inwestycji) w j-ym
sektorze w momencie czasu t (strumied, wymiar: z%/R), j = 1,2;

¢(t) - konsumpcja (intensywnoéé strumienia konsumpcji) w momencie cza-
su t (strumied, wymiar: z%/R);

1(t) - liczba ludnodci w momencie czasu t (zaséb, np. w mln. oséb-L).

ZakXadamy, ze:
(i) Wzrost majatku produkcyjnego w sektorach w horyzoncie czasu T opi-

Suje para rdéwnan:
d Sy 4
i mj(t) = 1j(t) }Amj(t) (2.1)
J=1,2, gdzie p jest dodatnim wskainikiem deprecjacji majatiu®.

—_—

2Zob. np. [1] , rozdz. 4, twierdzenie 4.10.
3por. [2], rozdz. 4, DP. 4.2.

4Dla uproszczenia zekiadamy, 2ze obu sektorach wskaznik ten jest taki
sam.
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(ii) Produkcja w sektorach wytwarzana jest w stakej propbrcji do wiel” [
kosci majatku funkcjonujgcego w tych sektorach: ,

yj(t) = ajmj(t), {(2.2)

gdzie aj jest dodatnim wskaZnikiem efektywnosci majatku w sektorze j.
(1ii) Sektor 1 wytwarza tylko dobra inwestycyjne, a jego produkcja ¥
caxosSci przeznaczana jest na inwestycje w obu sektorach gospodarki:
71(8) = 1,(8) + 4,(8)  (4,(8), 1,(¢) >0) (2.3)
Sektor 2 wytwarza tylko dobra konsumpcyjne. dJego produkcja w caZXosci
kierowana jest na spozycie:
c(t) = y,(t). (2.4)

(iv) Liczba ludnoéci w horyzoncie czasu T rofnie wyktadniczo ze sto0’
P AR>S E0 s

ATt
1{%) = 15 °), (2.5)

gdzie TS0 jest liczbg ludnosci w poczgtkowym momencie to.
Oznaczmy przez m° = (m?, mg) wielkos¢ majatku produkcyjnego w sek-
torach w momencie poczagtkowym to horyzontu czasu T
m(t)) = m° S0 (2.6)
(m(to) = m1(to), mz(to)) i wprowadZmy wskaznik
i, (%)

() =
- 1,(8) + 1,(8)

(= 1,()/y,(£))

podziatu inwestycji migdzy sektory (struktury sektorowej nakaddw in-
westycyjnych, wielko$é niemianowana). W ukXadzie (2.1)-(2.3),(2.6) wa-
runek (2.3) mozna zastapié nastepujacym:

i,(8) = s(t)y, (¢)
i(t) = (1 - s(£)) y,(¢) 2 5571
s(f) e FoMil

przy czym s € C°[T ] wtedy i tylko wtedy, gdy i = (1,,1,) € Eg BT .
W dalszym ciagu zamiast ukZadu (2.1)-(2.3), (2.6) bedziemy rozpatrywaé
réwnowazny uktad warunkéw (2.1), (2.2), (2.6), (2.7). SpeZniajace ten '
ukzad funkcje opisujace wzrost majgtku produkcyjnego, inwestycji, pro- |
dukcji (dochodu) itd. w sektorach gospodarki w horyzoncie czasu T nazy-
waé¢ bedziemy trajektoriami (majatku produkcyjnego, inwestycji,produk-
cji itd.) i oznaczad: mg = (m1,m2)T, ip = (i1,i2)T, ¥p = (yq,55)p ita-
UkZad warunkéw (2.1), (2.2), (2.6), (2.7) uzupeinimy poza tym o
warunek niemalenia w czasie konsumpcji w przeliczeniu na osobe c(t)/1(t). |
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Zuezywszy na (2.4}, (2.5' warunek ten oznacza, 2e w horyzoncie czasu T
%inna by¢ speiniona nierdwnosé”:

L, ———> . (2.8}
75(t)

Warunek ten jednak tylko pozornie ,sprzyja" konsumentom. Nie wyklu-
c2a on takiej ,maksymalnie korzystnej" dla nich sytuacji, kiedy cata
produkcja korcowa sektora inwestycyjnego bedzie przez diuzszy okres cza-
su kierowana wyacznie na doinwestowanie sektora 2 wyiwarzajacego dobra
konsumpcyjne. Na poczatku wywoka to nawet szybki wzrost produkcji w tym
sektorze. lizrost ten odbywac szie bedzie jednak kosztem sektora inwesty-
cyjnego,  ktdérego produkcja zacznie spadac¢. Po pewnym czasie sektor ten
zubozeje do tego stopnia, ze nie bedzie w stanie dostarczy¢é nawet inwe-
stycji na odtworzenie zuzywajacego sig majgtku w sektorze 2, co uwidoczni
sig, oczywiscie, w spadku produkecji réwniez w tym sektorze.

Jie poprawi istotnie sytuacji postulat, aby tak dzielié inwestycje
miedzy sektory, by przynajmniej nie malai majgtek produkcyjny w sektorze
inwestycyjnym. Odsuniemy tylko nieco krytyczny moment, od ktdérego zacz-
nie sie spadek produkcji w csektorze 2. Na diuzszg mete (w ,dXugim" ho-
tyzoncie czasu T: wzrost produkcji koicowej w sektorze 2 ze stopg > A
zapewnia dopiero taki podzia%* inwestycji miedzy sektory, przy ktdrym tak-
Ze produkcja kosicowa sektora inwestycyjnego bgdzie mogka rosngé przynaj-
mniej z ta stopa. Nawet skrajnie ,prokonsumpcyjna" polityka wzrostu
preferujgaca w cazxym (dowolnie d¥ugim) horyzoncie czasu T maksymalne
doinwestowanie sektora 2 nie spowoduje wtedy nigdy spadku stopy wzrostu
produkcji koncowej w sektorze 2 ponizej A .

Twierdzenie 1. Jezeli w procesie wzrostu spexniajgcym warunki (208
(2.2), (2.6), (2.7) stopa wzrostu produkcji korfcowej w sektorze  inwe-
stycyjnym bedzie nizsza od stopy wzrostu ludnosci:

(%) £y —— < a-¢,
yq ()
gdzie & oznacza dowolnie matg liczbg dodatnig, wtedy w diuzszym okresie
czasu niemozliwy bedzie wzrost produkcji ddébr konsumpcyjnych ze stopa
> A (poczawszy od pevmego momentu nie bedzie speiniony warunek (2.8)).

Jowéd. Przyjmujac oznaczenia: qi(t) = (1/1°) yi(t) exp { - A(t-to)}
(j = 1,2) i uwzgledniajac (2.2) otrzymujemy nastepujacy ukkad réwnan
réwnowazny z (2.1):

& o, (8) = (ays(8) = p=N) q; ()

(1)
£ a,(t) = ay(1.= s(t)) g () = (p+ A) gy(t).

2y ewentualnych punktach T €int T nieokres$lonosci pochodnej funkcji

y; € &' [T]przyjmujemy: d y;(t)/at|, o= lim  dy;(t)/at, i=1,2.
1 i T t—»T+0 :
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Warunek (&) jest przy tym rdéwnowazny z warunkiem

d 1
qq(t) ——— £ - ¢.
at % q1(t) )

z (1), (2) otrzymujemy: s(t)< (p+A -€)/ay, qq(t) éq? exp {- 5(1;-1:0)}
Yt >t,, gdzie qf = ¥J/1° > 0. Zatem

(o]
qy = &-t,)

! < e -}J-)\ ‘v‘t>to

d
(t) —— (1 - s(t))
e I e el T oL E T

ZaXxézmy, Ze zachodzi warunek (2.8). Wtedy q2(t) ;=qg Mt >t ol

L g, (%) —1(—t—)- <0, czyli g} y,(t) spy/at KAV £ >t + O
a5 2
gdzie:
1 o
8= max {0, ¢ 1n[a2q1/(y*-A)qg]}-

Dalej interesowaé nas bedg tylko te procesy wzrostu, ktdre umozliwiaja
wzrost dochodu, a tym samym wzrost majatku produkcyjnego w otu sektorach
gospodarki przynajmniej ze stopa A y @& wiec procesy spekniajgce warunki
(2.1), (2.2), (2.6)-(2.8) i warunek®

1
vy (%)

& v, () S (2.9)

Warunki (2.1), (2.2), (2.6)=(2.9) moga okazaé sie jednak sprzecz-
ne. Wyjasnimy to bliZej. Aby speinione byiy powyzsze warunki, nalezy
zapewnié inwestycje na odtworzenie majgtku i wzrost produkcji w obu sek-
torach ze stopa > A , & zatem w kazdym momencie czasu powinien zacho-
dzié warunek: a1m1(t) > (p+A) (m1(t) + mz(t)). W szczegdlnoscl
wiec (w momencie poczatkowym):

(a1 - p =A) m? - (}J+2\)mg > 0.

(Poniewaz m?,mg 80 S wigc aby speiniony byx ten warunek, musi by¢
spetniona nierdwnosé: a; - [ - A > 0). Zatwo pokazaé, ze jest to
nie tylko konieczny, ale i wystarczajacy warunek niesprzecznosci ukZadu
(2.1), (2.2), (2.6)-(2.9). Speiniaja go np. trajektorie mg, yq:

A(t-to)
m1e

mq (t)
- plt=t,) > Alt=t)

mz(t) d e

(mg -d) e

y1(t) = &y my(t), y,(t) =&y m,(t),

gdzie 4a = m? (ay = p =AM (p+A), odpowiadajace sterowaniu sq :
s(t) = (p+A)/a; w kazdym momencie czasu t € T. Jezeli warunek

6Zob. przypis 4.

» 4




135

(a1 - p - A) m? - (p+ A) mg >0 speiniony jest z rdéwnoscia, wtedy po-
Wyzszy proces jest ;zdynym procesem speniajacym warunki (25105 (2220,

(2.6)-(2.9), przy czym d = mg. W tym szczegdlnym przypadku warunki

poczatkowe determinujg podziat inwestycji miedzy sektory w cazym hory-

zoncie czasu T. Poniewaz jest to sytuacja nietypowa dla realnej .gospo=-
darki bedziemy zak*adaé, Ze w momencie poczgtkowym to istnieje ,rezerwa"

inwestycyjna umozliwiajgca wzrost produkcji konicowej w sektorach ze sto-

DEIESEN S

Zakozenie 1. (aq - M - A) m? - (p+A) mg N0,

W dalszym ciggu wygodne bedzie wprowadzenie zmiennych

A(t-to)

fj(t) = mj(t)/lo e (2.10)

(j = 1,2; majatek produkcyjny w sektorach w przeliczeniu na osobg, wy-
miar: z%/L). Po podstawieniu nowych zmiennych do (2.1), (P52 S (Peh )=
~(2.9) otrzymujemy nastepujacy ukkad réwnowazny:

{1}

f1(t) (a1s(t) - p- A)f1(t)

2le

fz(t) = a1(1—s(t)) f1(t) - (p+ A) fz(t)

2le

5 1 (23115
It f1(t) S50k az (E)e >0

s(t) e [o,ad, + & e c°[]
(£,(t,), £,(6)) = (£9,£3) )(=(mf/1% m3/1°) > O).

Réwnowazno$é rozumiemy w tym sensie, ze funkcje fp =(f1,f2)T, Sn wtedy
i tylko wtedy speniaja warunki (2.11), gdy warunki (PR (%2 ) e (2eh)=
-(2.9) speiniaja funkcje mqp,¥psSp mj(t) = fj(t)lo exp { A(t-to)} s

yj(t) = 8y fj(t) 1° exp {A(t-t)}; 3§ = 1,2.

3, Dwa zadania sterowania optymalnego wzrostem

Rozpatrzmy nastepujgce dwa zadania sterowania optymalnego:
a) maksymalizacji konsumpcji (produkcji koricowej sektora 2) na osobe

w ustalonym horyzoncie czasu T

max fa2f2(t) at
i
przy warunkach (2.11)

b) meksymalizacji konsumpcji w momencie okoncowym ustalonego horyzon-
tu czasu T
max a,f,(t,)
przy warunkach (51D
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Ponizszy lemat ustala rdéwnowazng postaé warunku (2.11) (umozliwiajzca
wykorzystanie sformutowaenej w punkcie 1 zasady maksimum w celu rozwiaza~
nia zadai (a), (b))7

Lemat. Jezeli speinione jest zaktozenie 1, wdwczas:
(i) Jezeli para {s,£), speinia uktad {2.11), to istnieje dokZadnie
Jedna take funkcje & : T — [0,1] 2z klasy 2° ]

() p+A o {t) p(£(t!:

s{t) = + :
a4 a,f,{t) 2

gdzie @ (£(t)) = (ai - p=A f1(t) - (}4+ AR fz(t);

(ii) Para (s,f)n wtedy i tylko wtedy speinia warunki (2.11), gdy pa-
ra (x ,f)T speinia uk*ad rdéwnar

F £(8) = o (8) ¢ (£(t])
{3)
B s ‘
3t fp{t) = (1 —ole)) @2t
e} o » Y
gizie oft)e [0,1], oael® [1], (¢ ) = (£, (8 ), £5(t, 1) =

o (o]
(6o £5) > 0.

Dowéd. (i}. 2 (2.11) otrzymujemy

A A ({0
(1) S(tnes gl SR o gt e
2, ay a1f1(t)

czyli w kazdym momencie czasu t € T istnieje taka liczba o (t)e[o,1],
ze s(t) = (p+A)ay + «(t) g(£(t)}/a,£,(t). Podstawiajac (%) do ukka-
du réwnad w (2.11) otrzymujemy (s%). Poniewaz

F 9 (2(8)) = (a, o (£ = p=A) g (=(8)
(prawie wszedzie na T), oraz ¢(f(to)) > 0 (przy zatozeniu 1), wiec
¢ {2(2) 1= 0 e tient, ‘Prays ARUBISS 0, iple (2135 0° Mieq i1,

9(£(t)) ec® [T]) 2z se "° [T] wynika oe 2° [T], przy tym funk-

cja Onp jest okreslona jednoznacznie.

(ii). (Koniecznosé). liykazalisSmy faktycznie w (i); jezeli para (s,f);
speinia warunki (2.11), to istnieje taka funkcja &« : T —» [0,1],
%€ C° [1], ze para (a,f)T jest rozwiazaniem uktadu (x).

(Dostatecznos$é). WeZmy funkcje x: T —[0,1], o € ° T 5 ol -
powiadajace jej rozwiazanie fT uk¥adu (x%) 2z warunkiem f(to) = fo > 0.
Pokazemy, ze para (s,f)p =z funkcjg sq postaci () spexnia uktad (2.11).
Poniewaz ¢ (£(t)) >0, £,(t)>0 oraz x(tde [0,1] MteT, zatem
funkcja Sp speknia warunek (1). iiprowadzajac te funkcje zamiast A do

7Aby méc zastosowac¢ warunki o%tymaln05c1 Pontriagina w celu rozwiaza-
nia zadai (a), (b) nalezy uktad (2.11) doprowadzié do takiej rdwnowaz-
nej postaci, w ktdrej nie wystapia warunki typu nierdwnosci.

df
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(%%) otrzymujemy uktad rdéwnai rézniczkowych w (2.11). IJatomiast warunek
df£(t)/dt > 0 wynika z (1).

Warunki (2.11) sa zatem réwnowazne z nastgpujgcymi:

L2 (8) = o (8) [ (o= p-Ney (1) - (peN2,(8) ]

& 1,(6) = (=a(8)[(ag- p=N1; (8] - e 2, (8) ]
(2.11°)
alt) € [0,1] , « € C°[T)

e
(£,(t,), £,(8,)) = (7, £3) (>0).
Zwazywszy, 2ze kryterium max a,f (t1) w zadaniu {(b) jest rdwnowaz-
ne z kryterium max j'a2(1-<x(t)) [(a-p =Nz, (t) - (p+A)£5(t) ] at
i w
otrzymujemy nastepujaca pare zadah réwnowaznych z zadaniami (a), (b):
(a2) max J‘aZfz(t) at

przy warunkach (2.11?),
(v*) max [ ay(1-a(8)) [ (o= p=1;(8) = (e N2, (8) | at
y
przy warunkach (2.11°).

Réwnowaznos$é rozumiemy w tym sensie, ze proces (o, f*)T bedzie roz-
wigzaniem ktéregokolwiek z zadad (a’), (b’) wtedy i tylko wtedy, gdy
rozwiazaniem odpowiadajacego mu zadenia (a), (b) Dbedzie proces (s*,f")T,
w ktérym s (t) = (p+A)/ag + () [(9.1-}-\-)\) ff(t) - (p+A) f’;(t)]/
/a, f’f(t). Role sterowania w zadaniach (a’), (b’) gra funkcja oqp  po-
dziatu miedzy sektory ,nadwyzki" inwestycyjnej ponad t¢ ich wielkosé,
ktéra jest niezbgdna, aby majgtek produkcyjny w sektorach mdégt rosngé ze
stopa A .

Twierdzenie 2. Przy zatozeniu 1 rozwigzaniem zadai (a?), (b*) jest
nastepujacy proces (¥, fx)T:

1 e sidla it gafif 5z]

o F(t) =
0, dla te[t, ty]
' (a-}a-)\)(t-t )
(£9855a70) el °+d,, dla te [t,T
() f’f(t) i x1 1148 1 ) [ o v)
f1('t‘) ShadlaEt e [T,td
£ e A B St R T
£5(t) = & [tor v )

(£3 - ay (e P AEg (), a1a ve [1,t]

Podstawienie takie jest dopuszczalne, poniewaZ przeksztatcenie (=)
przy zaXozeniu 1 jest wzajemnie jednoznacznes.
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d; = (p+ )\)f‘g/(a1 -~ p=A, a5(1) = (a, =~ p =A) ff(’t’)/f).a+)\), przy |
czym T= t, - 9(>to}, jezeli t, - t > 8, gdzie w zadeniu (a2} @ jest | ¢,
dodatnim pierwiastkiem rdéwnania

1
(xx) 1= (p+ )\)(1 -UL)-‘> (g ot Gk |
1 &
L
natomiast w zadeniu (b’) 8 = (p+ A te In |: 1+(P+)\)/a2(a1-}_\-7\)].
Jezeli horyzont czasu T jest krdétki, U < 0, wdéwczas optymalny | J
proces redukuje sie do postaci: v
a
il RO R (TR
N c
= - : ~ (it A) (3-8 3
£55(8) = (£ - a,(t ))e EEa (o]
w kazdym momencie czasu t €T, gdzie d,(t_ ) = d,(v) dla 7=t . l°
) 2 o h
Dowdd. Z zasady maksimum sformutowanej w punkcie 1 otrzymujemy naste- o
pujgce warunki optymalnosci procesu \'.O(K,fK)T w zadaniu (a’): b
Istnieje takie rozwigzanie ¢, = (4, df’Z)T uk*adu rdéwnar :
i
: T (8) = = oF(5) (ag=p =Mty () = b () = (ay-p=2) & (+)
(1
d x® \ | E
3t 0 () = T (P )y (8] = (D) + (p+ A) iy (2) - a, ] ;
|
z warunkiem koricowym .
* 2 ?
(2) ho(ty) = dhy(ty) = 0, j
zes ;
= o CE ) =M e e 1 0 ()57 05 A
3
ot} = 0" Jezell ~u(t) < O, :
gdzie:

@lt) = by (8) = 4,(8).
Poniewaz cp(t1) =80, ' d (p(t)/dtlt=t1 >0, zatem o™(t) =0 Mt e

U?e;t1), gdzie € jest pewna liczba dodatnia. Tak wiec albox®(t) = |
=0 Mt el jezeli ¢(t) <0 na int T, albo istnieje  punkt 1
Teint T, w ktérym ¢(v) = 0, ¢(t) <O N tRen(T] ty). Rozwigzujac
uktad (1) z warunkiem korcowym (2) i sterowaniem 0(%: o®(t) = 0 w lewo-
stronnym otoczeniu punktu t, otrzymujemy ¢(t) <0 Nt e (v,t,), gdzie
T=1t, -0, O - jest dodatnim pierwiastkiem réwnania (xx). ZaXézmy, ze i
t1—to > 0. Wowczas T >t i w punkcie T funkcja ¢ jest rdzniczkowal- | y
na, . a Ly(t)/dt|t=,t,<0, zatem o> (t) = 1 ¥Vt e Ule; T\t gdzie ¢ | |
jest pewng liczba dodatnia. Rozwigzujac ukkad réwnan (1) z warunkiem

b, (V) = '1:2(’7) i sterowaniem <>(¥ + o®(t) = 1 w lewostronnym otocze-
niu punktu 7T otrzymujemy ¢ (t) >0 (czylia®(t) = 1) Nt € [ty T )e
Tak wiec jezeli t.] - to SO T O
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zyt: %% dla  te [t,,T)
& () X (t) =
, O, dla te [ V.t s
|
‘ gdzie:
| T=1t, -6, O jest dodatnim pierwiastkiem réwnania (x%).

1
o Jezeli ty-t, < 8, wtedy a®(t) = 0 V't € T. Rozwiazujac uktad rdwnan
| v (2.11?) ze sterowaniem postaci (4) otrzymujemy proces (%), ktdry re-

| dukuje sig do postaci (xxx), Jjezeli t;-t < 6.

‘ Podobnie, korzystajac z warunkéw optymalnosci sformutowanych w punk-

| cie 1 i stosujac analogiczng procedurg dowodzenia otrzymujemy rozwigza=-
| nie zadania (b’).

‘ Optymalne trajektorie majatku produkcyjnego w sektorach oraz produk=-

w cji koficowej sektoréw otrzymujemy na podstawie (2.10), (2.2). ¥ krétkim
horyzoncie czasu cate ,nadwyzka" inwestycji ponad ich wielkos¢é niezbed-
ng dla zapewnienia wzrostu produkcji w sektorach ze stopg A skierowana

| zostaje do sektora 2. Majatek produkcyjny i produkcja tego sektora ros-
ng ze stopga > A . Majatek produkcyjny i produkcja sektora inwestycyj-
nego rosng ze stopg A « Konsumpcja na osobg rosnie gasnaco.

W d¥ugim horyzoncie czasu pojawiaja si¢ dwie fazy wzrostu. W fazie
pierwszej, inwestycyjnej, szybko rosnie majatek i produkcja sektora in-
westycyjnego (ze stopa aq= r4>-A). Majatek i produkcja sektora 2 rosng
w tym czasie tylko ze stopg A (konsumpcja na osobe utrzymuje sig¢ na wyj-

| Sciowym poziomie yg/lo). W fazie drugiej, konsumpcyjnej, nastepuje
zahamowanie szybkiego wzrostu majatku w sektorze inwestycyjnym (majatek
i produkcja sektora 1 rosng w tej fazie tylko ze stopag AR Wizrastaja
inwestycje w sektorze 2, rosnie szybko majatek i produkcja tego sektora
(jednak z upywem czasu coraz wolniej). Rosnie takze (gaszaco) konsump-

6=

| cja na osobg.
Przy przejs$ciu od fazy inwestycyjnej do fazy konsumpcyjnej (w momen-
cie T ) obserwujemy gwattowny spadek inwestycji w sektorze 1 ich wzrost
| w sektorze 2 (rys. 1a - 1b).

F a) )

e

*—
: yZT A

.
— >
20 S
&o +A ///////// P 3
b3 '34' B

N

§ Rys. la. Optymalne trajektorie produkcji w sektorach - rozwiszanic

: zadai (a’, (b’g

Rys. 1b. Optymalny podzia inwestycji (udzia* inwestycji kierowa-

nych do sektora 1 w catkowitych nakadach inwestycyjnych) - Troz=-
wigzanie zadan (a’), (b?)




4. CiggXosc trajektorii inwestycji w sektorach.
Trzecie zadanie sterowania optymalnego

i praktyce gwaztowne zmiany w strukturze inwestycji, zwtaszcza w ich
podziale migdzy sektory wytwarzajgce Srodki produkcji i dobra konsump-=
cyjne s3 zjawiskiem niepozadanym. Inercyjnosé proceséw inwestycyjnych
powoduje, ze za reelne mozna uznaé tylko takie procesy wzrostu, w ktd-
rych trajektorie inwestycji w sektorach beda funkcjami ciggtymi i dosta-
tecznie gadkimi. W zadaniach (a'), (b’) warunek ten zajdzie wtedy i
tylko wiedy, gdy analogiczne wlasnosSci bedzie miaXa funkcja Xpe Nie be-
dzie ona jednak mogta wéwczas painié roli ,steru", poniewaz przypisujgc
Jej te role zakadamy automatycznie, ze nalezy ona do klasy funkcji prze-
dziatami ciggiych. Jezeli pozadane jest, by podziax inwestycji miedzy
sektory opisywaky funkcje dostatecznie gadkie, np. ciggte i przedziata-
mi rézniczkowalne, to funkcje Xp nalezy potraktowaé jako kolejng wspdi-
rzedng trajektorii standw systemu przypisujgc role wSteru" takiej in-
nej funkcji, wprowadzonej dodatkowo i majacej okreslong interpretacje
ekonomiczng, ktdérej nieciggtosé nie budziaby zastrzezeir. Mozna tego
dokonaé wieloma sposobami. Jeden z nich przedstawimy dalej dokonujgc
prostej modyfikacji zadania (b?).

Oznaczmy przez ﬁP > 0 minimalny, a przez p1 > ﬁo - maksymalny
udziat inwestycji kierowanych do sektora 1 w ich wnadwyzce" ponad te
wielkos$é, ktdéra jest niezbedna, aby majatek w obu sektorach résk ze
stopa A ( b1 < 1). Niech funkcja Xp bedzie rozwizzaniem réwnania

F o) = w(pt) -als) (3.1)

(w>0) z warunkiem poczatkowym aft)) = o8 e[[}o, (51] i funkcjg
p €C°[] z wartosciami w [P°, p'] Mt eT. Woweczas o« €cO[T 1,
D) 1= [ﬁo, p1] na T. Rozpatrzmy zadanie sterowania:

max a, f,(t;) (3.2)
af 10 = o (®) [lag=p=) £,(6) = (ued) £,(8) ]
& (1) = (1= (8)) [(ay-p-N2, (+) = QrN1,(1) ]
& 00 = @ (Pt) = o(t)) (3.3)

B e [p%p].  ped[r]

(£(85)s  £5(8,), &lt,)) = (19,13, a®) (£,23>0, oep®,p'])

Role sterowania w zadaniu tym gra funkcja fe c° [4E8]3 za ktdéra
wnadgqza® zgodnie 2z (3.1) trajektoria « € cS [T]e W celu rozwiaza-
nia zadania (3.2) - (3.3) przedstawimy je w prostszej postaci (zreduku-
jemy jego rozmiary). Przyjmujac oznaczenie:




|
|
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glt) = (8.1 = ?\)1‘1(t) - (p+ A)f'z(t) (8347

(inwestycje w przeliczeniu na osobge pozostajace po odliczeniu tej ich
czeséci, ktdéra jest niezbedna dla zapewnienia wzrostu majgtki. w sektorach

Ze gstopg A , wymiar: z¥/ReL) otrzymujemy nastepujace zadanie rowno-

wazne z zadaniem (3.2) - (3.3):

max fa2(1—o((t)) glt)dt 3.53
(L
£ g(t) = (a,a(t) - p - A) glt)
Lolt) = wplt) - o(t)

{3.6)
plxye [p% pli pecdIrl

(g(ty), & (t,)) = (&% 0% (>0, a®¢[p’ p'])

(g° = (8 = p - A)f? - (p+ A) fg > 0 przy zakozeniu 1). Zadania (3.2)-

-(3.3) i (3.5) - (3.6) sg réwnowazne w tym sensie, ze proces ( ﬁ*, g%,

q*)T bedzie rozwigzaniem zadania (3.5)-(3.6) wtedy i tylko wtedy, gdy

rozwigzaniem zadania (3.2)-(3.3) bedzie proces ([3x,f*,qx)T, gdzie zwig-
zek trajektorii f? 1 g? okresla rdéwnanie (3.4) oraz para rdéwnan:

£,(t) = o (t)g(t)

(357

&l &l

fe(t) = (1-x(t))eglt).

Proces dopuszczalny w zadaniu (3.5)-(3.6) tworzy kazda tréjka (3,8,
0‘)T spetniajaca ukxad (3.6). Proces optymalny - trdjka ( ﬂx,gx, q*)T
maksymalizujgca funkcjonax (3.5). W procesie dopuszczalnym trajektoria
&np jest wszegdzie dodatnia. O parametrach zadania bedziemy zak}adaé, ze

spekniajg warunki.
Zalozenie 2. pe> t‘aﬂ : w>a P - p-A.
1

W realnej gospodarce warunki te sg praktycznie zawsze speinione, a
omewiane zadania sterowania mozna rozwigzac¢ i bez tego zaXozenia, z tym
ze trzebaby wowczas kolejno rozpatrywaé przypadki: E

{502>(F+}\)/a1,w§ 9,1(51__"\-)\.

Twierdzenie 3. Przy zatozeniu 2 rozwigzanie zadania (3.5)-(3.6) jest

nastepujgce:
Istnieje taka liczba © > O, 2ze jezeli horyzont czagu T jest diugi,

t1-t0 > ©, wtedy rozwigzaniem zadania ejest proces (ﬁx, g*, ax)T:




p dla ¢ e [tg,7]

p° dla t e [T,]
(t)

Helihd dla e fit5,v)
2&(t) =

= cpz(’t;t)

g () e dla ¢ [T,%;]

- w(t-t)

(o - pl)e S e AT tet T )
x -
Gl K (- o 'w(t'to) 0

©*(T) - p°) e +P% dla t [7T,%]

z momentem ,przekaczenie" gterowania T ¢ int T, gdzie f.p.](t) =

= a, WA= BY (= exp {-w(t-—to)} )+ (a1[51 -p- A (LR to),

9, (T5t) = ay W™ @®(®) = B2 (1 - exp { ~w(t-1)}) + (a,p° = p = A)(t-T).
W krdétkim horyzoncie czasu T, tzn. gdy t1-to < 0, proces optymalny re-
dukuje sie¢ do postaci

¢yt 5t) -w(t-to)+

(xx) [_’)x(t) = [50, g(t) = g° e y o () = @°-pe

)
£
w kazdym momencie czasu t € T (tutaj: (p2(to;t) = (pz(’t’;t) dla T-= to).

Dowéd. Z zasady maksimum (punkt 1) otrzymujemy nastepujace warunki
optymalnosci procesu ([5x,gx,q*)T w zadaniu (3.5)-(3.6):
Istnieje takie rozwigzanie thy = ( f15 4"2)T ukXadu rdéwnar

b (8) = =(a; o *(£)-p-A) thy (t) - a,(1-aF(¢))

8

(1)
ho(t) = —ay &5(t) hy(£) + wib,(t) + a, g°(v)

&l

z warunkiem koncowym

(2) by () = w,(t,) = 0,

ze

& pE() = p',  jezeli h,(£) > o,
pE(t) = p°  Jezeli  4y(t) <o.

Poniewaz #,(t,) = 0, df,(t)/at|, _ , zatem [F(t) = P° Mte
2\t 2 t=t, >0 p P

(—,U-(E,;t.,), gdzie € jest pewng liczbg dodatnig. Biorac drugs pochodng
funke ji 4)2 i przyjmujac oznaczenie ¢(t) = d h,(t)/at z (1) otrzymu-
jemy rdéwnanie

dit' o(t) = wolt) + ae(a.,-y—)\) g(t),

ktére prawie wszedzie na T speinia ciggka funkcja ¢ « W jego rozwigza- 3

niu

e B = - -~ vy

o~
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4
w(t-t1)l: - w(B-t,) }
g(t) = e w(t1)-a2(a1-}.l-/\) e g(e)ae
t

funkcja podcaikows jest zawsze dodatnia, zatem wyrazenie w nawiasie
kwadratowym jest funkcjg rosngca i (0] ros$nie na T. Istnieje zatem nie
wiecej niz jeden punkt T € int T (poza punktem t1), w ktérym ¢2(T)=O.
Tak wiec, albo mz(t) <0 Mt eint T i warunki optymalnosSci speinia
proces (xx) ze sterowaniem [*(t) = B° na T, albo 7Te int T i warun-
ki optymalnosci speinia proces (%) ze sterowaniem

F S s s Bepy
pE(t) =
POty fodidie e el s

Przy za%ozeniu 2 rozwigzanie uk*adu rdéwnan

&5 (1) = =(ap° - p =2 & (8) - ay(1 = ph)
(a,p'= p= A ) (t-t,)

5% &,(t) —a1g°§1(t)+a)€2(t) + azgoe

ro%

z warunkiem koricowym &,(t,) = 52(t1) = 0 speXnia warunek E; (t) <
gtbi(t) Mt €T, §i(t) —» + oo przy ty=t, —e + ‘oo {({3E10)5
Istnieje wigc taka liczba 6 > 0, ze wz(to) > 0 oraz &2(Tﬁ = 0 dla
pewnego T>t, -0 (T < t1), jezeli tylko t,-t > ©. Rozwigzaniem
zadania jest wtedy proces (%) z punktem ,przekaczenia" 7T € int T. Je-
zeli t;-t, < 6, wtedy rpz(t) <Ot e TR i rozwigzaniem
zadania jest proces (®x).

Optymalne trajektorie majgtku produkcyjnego na osobg w sektorach
otrzymujemy z rozwigzania réwnai (3.7), natomiast trajektorie majatku
i produkcji - z (2.10), (2.2). Wszystkie trajektorie za wyjatkiem
trajektorii q? sq funkcjami rosnacymi, niezaleznie od dzugosci ho-
ryzontu czasu T. Postaé trajektorii <x¥ zalezy od stanu poczgtkowego
o i dtugosci horyzontu czasu T.

(1) o° e (p° P'). Jezeli horyzont czasu T jest krétki, wtedy  w
¥gcznych nak*adach inwestycyjnych stale rosnie udziax inwestycji - kiero-
wanych do sektora 2 wytwarzajgcego dobra konsumpcyjne @X% Jest funkcjg
malejgca). Z czasem majatek i produkcja sektora 2 (konsumpcja) zaczyna-
ja rosngé szybciej, niz majgtek i produkcja sektora 1.

W dtugim horyzoncie czasu T, w fazie pierwszej (inwestycyjnej), w
Ygcznych nak*adach inwestycyjnych rosnie udziax inwestycji kierowanych
do sektora 1 wytwarzejgcego dobra inwestycyjne. Majgtek i produkcja
tego sektora rosng coraz szybciej. W fazie drugiej (konsumpcyjnej) za-
czyna wzrastaé udziaz inwestycji kierowanych do sektora 2, co powoduje
przyspieszony wzrost jego majgtku i produkcji (konsumpcji). Majatek i
srodukcja sektora 1 rosng wolniej, niz w fazie pierwszej (rys. 2a-2b).




n +

o { -{:,1

Rys. 2a. Optymalne trajektorie produkcji w sektorach - rozwigzanie
zadania (3.5)=-(3.6)

Rys. 2b. Optymalny podziaZ inwestycji (udziax inwestycji_ kierowa-
nych do sektora 1 w caxkowitych nakZadach inwestycyjnych) - Troz-
wiazanie zadania (3.5)-(3.6

(ii) a® = BO {podziat inwestycji w fazie poczgtkowej ,korzystany"
dla sektora 2). Jezeli horyzont czasu T jest krétki, wtedy w caiym ho-
ryzoncie zachowany zostaje wyjsciowy podzial qo. Majgtek produkcyjny i
produkcja sektora 2 (konsumpcja) rosng szybciej, niz majatek i produk-
cja sektora inwestycyjnego. i d¥ugim horyzoncie czasu, w pierwszej fa-
zie ro¢nie udziakx inwestycji kierowanych do sektora 1, co wywoiuje naj-
pierw wolny, potem coraz szybszy wzrost jego majgtku i produkcji. Majg-
tek i produkcja sektora 2 (konsumpcja) rosna najpierw szybko, potem
coraz wolniej. . drugie]j fazie zaczyna rosngé udziakx inwestycji kiero-
wanych do sektora 2 co powoduje szybszy wzrost jego majgtku i produkcji
(konsumpcji). fzrost majgtku i produkcji sektora inwestycyjnego Jjest w
tej fazie wolniejszy, niz w fazie pierwszej.

(i1i) o° = ﬁ1 (podziat inwestycji w fazie poczatkowej ,korzystny"
dla sektora 1). % krdétkim horyzoncie czasu T rosnie udziat inwestycji
kierowanych do sektora 2. Jego majgtek i produkcja (konsumpc ja) rosng
najpierw wolno, potem coraz szybciej. W sektorze inwestycyjnym, prze-
ciwnie, przyspieszony wzrost majgtku produkcji na poczgtku zostaje nie-
co zahamowany pod koniec horyzontu czasu T. W diugim horyzoncie czasu,
w fazie pierwszej dynamicznie ros$nie majgtek i produkcja sektora inwe-
stycyjnego, wolniej - majatek i produkcja sektora 2 (konsumpcjal). ¥ fa-
zie tej zachowany zostaje wyjsciowy, korzystny dla sektora 1, podzia%

inwestycji. W fazie drugiej rosSnie udziaX inwestycji kierowanych do sek- |

tora 2. Najpierw wolno, potem coraz szybciej rosnie majgtek i produkcja
sektora 2 (konsumpcja). Majgtek i produkcja sektora 1 rosng wolniej,
niz w fazie pierwszej.

|
|
|
|
|
|
|

Trajektorie majatku produkcyjnego i produkcji w sektorach sg funkcjami |

g¥adkimi na T. Te came wtasnosSci ma, oczywiscle, takze trajektoria kon-
sumpcji. Trajektorie inwestycji w sektorach, ktdére w rozwigzaniach za-

dai (a’), (b’) byty funkcjami nieciagiymi, obecnie sa funkcjami ciagiymi, |

przedziaxami gtadkimi.
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5. Uwagi koncowe

Jek wiele innych dziaxéw matematyki, teoria sterowania optymalnego
PowstaXa jako narzedzie badawcze zjawisk fizycznych, znacznie prostszych
i ¥atwiejszych do opisu matematycznego od zjawisk ekonomiczno-spotecz-
nych. Nie nalezy sie¢ zatem zbyt dziwié, Ze podejmowanym przez ekono-
metrykéw prébom wykorzystania aparatu teorii sterowania do rozwigzania
Szeregu gklasycznych" zagadnienn wzrostu (np. 2zagadnienia podziazu
dochodu narodowego na akumulacje i konsumpcje, czy podziatu inwestycji
miedzy sektory) towarzyszy pewien sceptycyzm.teoretykéw ekonomii pod=-
kreslajgcych nierealnos$é rozwigzad otrzymywanych na gruncie tej teorii.
Sprébujmy przyjrzeé sie temu blizeje.

W kazdym zadaniu sterowania wyodrg¢bnione zostajg zmienne charaktery-
Z2ujgce ,stan wewnetrzny" modelowanego obiektu oraz zmienne grajgce Io-
l¢ ,steréw". PFunkcje wartosci tych zmiennych w pewnym okresie czasu
nazywamy trajektoriami. Postaé trajektorii standéw(przy ustalonym sta-
nie poczatkowym) zalezy od postaci trajektorii sterowa’. Formuiujgc za-
danie sterowania optymalnego musimy rozstrzygnadé, za pomocg jakich
zmiennych opiszemy modelowany obiekt, jakie begdg zaleznosci matematycz-
ne miedzy tymi zmiennymi oraz ktére zmienne bedg w takim zadaniu stero-
waniami. Trajektorie sterowad majg bowiem bardzo wazng ze wzgledu na za-
stosowania wtasnodé: moga byé zardwno ciaggiymi, jak i przedziatami cig-
gtymi funkcjami czasu, w szczegdlnodci funkcjami typu ,wigcz-wyzacz".
Zjawiska takie, czesto dopuszczalne w procesie sterowania obiektami fi-
zycznymi, bywajg nie do przyjecia jako rozwigzania najlepsze W sferze
sterowania procesami ekonomicznymi.

W rozwiazaniach zadad (a’), (b’), w ktérych role ,steru" przypi-
salismy funkcji O (podziaXu miedzy sektory ,nadwyzki" inwestycyjnej
ponad te ich wielko$é, ktdéra jest niezbedna, aby majgtek w obu sekto-
rach mégt rosnaé ze stopg A ), stwierdzamy gwaXtowny skok w strukiturze
i poziomie inwestycji w sektorach w momencie przejs$cia od inwestycyjnej
do konsumpcyjnej fazy wzrostu. Tymczasem z obserwacji zjawisk ekonomicz-
nych wynika, ze ich ,skokowy", nieregularny przebieg jest tak ze spo-
*ecznego, jak iz czysto technicznego punktu widzenia niepozgdany, & Czg-
sto wrecz niedopuszczalny. Postulat natychmiastowego, gwaitownego wzro-
stu nakladdéw inwestycyjnych jest niewjkonalny, poniewaZz w krdétkim czasie
technicznie niemozliwa jest ich nadmierna akumulacja. Podobnie, co naj-
mniej nieracjonalna jest gwattowna redukcja inwestycji ze wzgledu na
inercyjny charakter proceséw inwestycyjnych. Powstaje pytanie, czy wobec
tego aparat teorii sterowania optymalnego moze mieé wieksze znaczenie ja-
ko narzedzie badawcze zjawisk ekonomiczno-spoxecznych? Rozwigzanie za-
dania (3.5)-(3.6) pokazuje, 2ze tak, a zarzuty o nierealnos¢ rozwigzad
nalezy kierowaé¢ pod adresem za¥ozen modeli, a nie teorii sterowania. Pod-
stawy wigkszosSci modeli wzrostu opracowane zostaty bowiem, zanim powsta-
¥a teorie sterowania optymalnego, & z zastosowaniem jej metod w ekonomii
matematycznej wigze sie konieczno$é weryfikacji ,tradycyjnych" zaXozen
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modeli w Swietle ich nowej interpretacji ekonomicznej. nwMechaniczne" uo-
gélnienia prowadza bowiem z reguly do rozwiazah nie do przyjecia w Swie-
tle naszej wiedzy o wzroscie, jak to pokazujg rozwigzania zadai (a’)s
(o285

Srodki przedsiewziete w celu wyeliminowania nieregularnych proceséW
wzrostu w zadaniu (3.5)-(3.6) nie zmieniy jednej generalnej wkasnosci
tych proceséw. W rozwigzaniach wszystkich trzech zada®i, w praktycznie
ciekawych sytuacjach, jako poczgtkowas w optymalnych procesach  wzrosti
wystepuje faza inwestycyjna, w ktdérej ograniczony zostaje strumied in-
westycji kierowanych do sektora 2 wytwarzajacego dobra konsumpcyjne (w
granicach, ktdére okreslaja za*ozenia modeli) na rzecz zwiekszonych in- f
westycji w sektorze 1 wytwarzajacym $rodki produkcji. We wszystkich bez :
wyjatku zadaniach optymalne procesy wzrostu konczg sig faza konsumpcyjnés
w ktdérej rosnie strumien inwestycji kierowanych do sektora 2 i tym samy®
zasob majatku produkcyjnego i produkcja tego sektora.

Dlaczego w rozwiazaniach wszystkich trzech zadad optymalne procesy
wzrostu rozpoczynajq sie od fazy inwestycyjnej i koncza fazg konsumpcyi
ng? Jezeli kryterium wzrostu bykaby nie maksymalizacja konsumpcji (pro -
dukcji sektora 2), lecz na przyktad maksymalizacja produkcji ddébr inwe-
stycyjnych (produkcji sektora 1), wtedy w Zadnym procesie optymalnym,
niezaleznie od dXugosSci horyzontu czasu T, nie pojawitaby sie faza kon-
sumpcyjna. Samo wystepowanie konsumpcyjnej fazy wzrostu w procesach op-
tymalnych jest zwigzane z ,konsumpcyjnymi" kryteriami wzrostu, co oczy”
wisScie nie wyjasnia jeszcze, dlaczego w rozwigzaniach faza ta zamyka ho-
ryzont czasu T.

Zaxdzmy, Ze faza konsumpcyjna nie korfczy procesu wzrostu, lecz poja-
wia sig¢ wczesniej. Tak wiec po fazie konsumpcyjnej wystapi jeszcze innsg
nie koneumpcyjna, faza, w ktdrej moznaby zwigkszyé produkcje débr  kon-
sumpcyjnych, ale nie czyni sig¢ tego - mniejsza o to, z jakich powoddw.
W Swietle ,konsumpcyjnych" kryteridw wzrostu faza ta nie bedzie w peini
wykorzystana, a wigec proces taki nie bedzie optymalny. Rdéwnoczesnie brak
w ogble fazy inwestycyjnej oznacza na diuzsezg mete kurczenie sig majg-
tku, a w konsekwencji spadek produkcji i konsumpcji. Nieopkacalne jes?
réwniez ,przesunigcie" tej fazy, a wiec poprzedzerie jej jakakolwiek
inng faza wzrostu. Oznaczazoby to bowiem rezygnacje z mozliwosci szyb-
kiego doinwestowania gospodarki w okresie poczgtkowym i stworzenia od-

powiednio wysokiego potencjatu wytwdérczego pozwalajacego na zwiekszenie
produkcji débr konsumpcyjnych w okresie nastepnym.
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Optimal trajectories of growth in two-sector model of the economy

Summary

Solution of the three tasks of optimal control of growth in two-sec-

tor,

one-factor economy with autonoumous path of population growth was

Presented in the paper. The first two ftasks differ from each other only

in the criterion of growth. In the third task a certain block

of condi-

tions was added which eliminate rapid changes - unreal from the economic

Point of view - in the distribution of investments between the
which were revecaled in the solutions of the previous problems.

sectors




