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TWIERDZENIA O ZANURZANIU 
DLA PRZESTRZENI Fy,i Pq 

Celem pracy jest przedstawienie pewnych twierdzeń o zanurzaniu dla 
przestrzeni Fpa i Bpa (por. definicje 3.1 i 3.2 w pracy [2]). 

1. Definicje i oznaczenia 

Jeżeli P = (p;;Po>*+*,P„)> 1 4P; Śso dla i = 1,2,...,n, to przez 
L, oznaczać będziemy przestrzeń funkcji całkowalnych z mieszaną normą 
(por. [1]). 

Jeżeli W(x,y) jest relacją między zmiennymi x i y oraz P i Q są n-wy- 
miarowymi wektorami to W(P,Q) oznaczać będzie n relacji W(P4 +94) i s 
= |zlyeco;N> 

1.1. Definicja. Przez 1 oznaczać będziemy przestrzeń ciągów zespo- 
lonych z normą 

|], (2 298|4.|01/8, 4la 1<qKeo;-0o 4 s <a 
q życ 

oraz 

It] „ = sup 23* |+, | dla q =0 , -0o <Ss<we 

18 k 
1.2. Definicja. Jeżeli E i E, są przestrzeniami unormowanymi takimi, 

że EC E., oraz jeżeli 

xl B, <elxllp; 
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=GEpiŻ AEO PA BAC" są normami w przestrzeniach .: i «,, a stała © 
nie zależy od elemer tu 12, to będziemy mówić, że przestrzeń « jest za- 
hurzona w przestrzeni 243 Żiszemy wtedy «: —— 4: 

3:8. z8mdts. J1A=ico| 4 Sakioo MA JRC ITWAST cos MAMY, 

©) s s s l dg "lp 1; „0taz o |t|.. <ltf,s SIĘL: £I*];s* 
q 1 

Dowód. Jeżeli 1<q<r > oo , to na podstawie nierówności Jenssena 
> ska Ib, < |+| |: Mamy 

stąd dla 1 Kq<w 

| (23* tefe-ol 1 [257 tykso || LŚ 2” tyjk=ol1ą<1 (27* ty]k-o | so 

Zatem 

| (Feliezo | 1: < | (xli=o 15 < <| fe] ic=0 | 1 <| [* k|ic=o | 13” 

co kończy dowód. 

1.4. Lemat. Dla | Kq © ; *o<S< i dla EE >0 

LP] Lież0 00 q 1 

Dowód. Pokażemy najpierw, że dla €>0O, 1€ —BISZ 
= q 

Niech t = (tylo e 1$**.. Mamy wtedy 

; ską 1/ą (1.1) IGI 2 ty | a) = 15 kzo k 
q s0 Z 

( AC ea |, D97/4 < sup zk(s+€) | | ( Z "SIE z 

a k(s+€) | g7ke Ę + ? sup 2468+0) |, | [f2*) | 2,5 5 El yaze 
Dla dowodu drugiej części lematu pokażemy najpierw, że dla € >0 

15 zk 1. zRL4T% 5 coo 

oraz 

oo URSZZURCZNE 
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Niech t = [tyji.g € lą: emy 

(1.2) || 13-07 JE 2k(s- €) [ży | -N ZARZ I £ 
k=0 k=0 

< sup sk |+,| e 2kE =c sup g5k |t | < 
k k=0 k 

(24 

BOS PRAWIEJEDKE 5 6 | © k=0 1 

1.5. Lemat. Jeżeli -o0 <Uu<s< , 1 Kq<w;, to i = Ę i 
RIERSSGAUET 

1ą 
Dowód. Niech u = s-€, €>0. Dla 1 X q < % mamy 

txjzzo ja = 1EGISA, II SSE (o AH [,.|221/8 » 
q 

pk — oo 

A e |: |a 27 Skay1/a <o eż, z8ką |, [91/8 «c Jen] | 1a” 

Dla q=» 

Hżeieo | „= I feełto | js- e = sp 25€*|ę, |- 
= e zr. ek zp EGRI< Sa . 1. JE, 1 

09 

1.6. Lemat. Jeżeli 1 Kq <T<©0; -oo<XU<S<so, to 15 zę 

: |tlm <e I*l,s* q sę 

Dowód. Niech t = tr li=o € 13; czyli ZĘ ty] = -0 € 1,* Wtedy dla 
q <r mamy (2 ska |ę Jej, c1,, , bowiem 

k A kąq(r/q) (r/ą)yq/r _ NORJEARA = (2, zstalz/a | +, |a(7/a)ya/r _ 
GO 

A oz 26 kODRŻE = | ltchczo | Ha Soo + 
hai 

Oznaczmy r/q = a > 1 i niech b będzie liczbą sprzężoną, 1/a + 1/b = 1. 
Wtedy na mocy nierówności Hdbldera 

o0 oo 

jA (s-e)kq|. |qy1/q _ ską q 27 €kqy1/q I1„-Iel,..- (Z 29a j01/a - (7) zstaję, ja ze €xaj1/a< q k=0 k=0 
oO oO 

=( zy |+[38)01/820/a) ( 2, 27 Ekqb y1/(qb) Ż 
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= | [27 KAJEG | l ( Qi KIT = c | (elo | 15 * 

gdzie u = s-€, €> 0, co kończy dowód. 

1.7. Hniosek. Dla - o <S<>o;, €E>0, 1<Kq<TK©; 

8+€ FS1I8ETSPŹ AB Sa -s8=C 1 lae ap bo z Li 
8-4,_157€ 1, 1a 

2. Twierdzenia o zanurzaniu dla przestrzeni Fpa i Bpa 

Przypomnijmy najpierw definicje przestrzeni Fpa i Bpa (por. [2]). 

2.1. Oznaczmy przez M. i Mo następujące zbiory 

|<2*7, j.x JY2, 003 

Niech [24] 520 będzie ciągiem dystrybucji temperowanych, a, € s? (RZ), 
j = 0,1;...; takim, że supp Faj CM; dla j = O,1;ee>3 

2.2. Definicja. Niech -— oo<s Lo; 1<4<P<wo; 1<q <w i 
niech f2;|j20 będzie ciągiem jak w 2.1. Przez FP oznaczać będziemy 
przestrzeń liniową tych dystrybucji f€S? (RZ), które można przedsta- 
wić w postaci 

g 90 

(2.1) f= DĄ a„(x), 
j=0 

oraz wprowadzimy w przestrzeni Fpa normę w następujący sposób 

oo 
(2.2) | £ | pS w inf | ta; |szo | (25) 

Pq h s Upolą f= j=00; 

2.3. Definicja. Niech -% <s<» , 1<P<w, 1<a<o i 
niech la; ]5=0 będzie ciągiem jak w 2.1. Przez Bp oznaczać będziemy 
przestrzeń liniową tych dystrybucji 1 €S? (RZ), które można przedsta- 

wić w postaci 

nc 

Ż aj(x), 
j=0 

(2.3) £ 

oraz wprowadzimy w przestrzeni Bpa normę w następujący sposób 

1f=3)520 | (2.4) g 00 s $ 
Fpq f=Z aj tą (17) E 
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2.4. Definicja. Dla dowolnej liczby naturalnej N, oznaczymy przez 

Uy zbiór wszystkich układów funkcji [9,0] yo» które mają następujace 
własności: 

) A. 9,(x) e s(x0), U gy it. > dla *ka0,1;2;.003 

B. supp Fg,Cft ER: 2 < |t| < AS), 
supp F g, C(t ERZ: |t| <2'*); 

c. istnieje liczba c, >0 taka, że 

0 
I 

c; < 2 (Pyy)(t) ; 

D. dla dowolnego wielowskaźnika a istnieje liczba Co zależna od a 

taka, że c(x) > O oraz 
ę ; ' lal D* (Fg,)(t) < czla)/ Itl dla k=0,1,2,...$ 

o0 

Oznaczymy przez U sunę U = cy Uy* 
N=1% 

Istnienie takich układów funkcji jest konsekwencja twierdzenia o rozkła- 

dzie jedności. 
« dalszym ciągu posługiwać się będziemy następującym przykładem pocho- 

dzącym od H. Triebla [4]. 
Niech (Fy)(t) >0 dla funkcji ge S(RZ2, przy czym przekształcenie 
Fouriera Fy funkcji 9 spełnia następujące warunki: 

supp fo C ft: ZA Z It < 2"), 

dla pewnej liczby naturalnej N, oraz 

(rf )(t) > 0 dla 1/Y2<lt| < y2. 

Kładąc (FP gy)(t) = (Fo )(27"t) dla k=1,2,...; oraz wybierając odpo- 
i i je 1amt e F 00 1 wiednio funkcję 99 otrzymujemy układ funkcji (9x]k=o € Ux. 

Jeżeli dodatkowo weźmiemy: 
co : 

(yhy)(t) = ciFg,)(t) >, (Fo)(2 Wt) dla c>0 ks1,2,.--3 
j=-co 

to wybierając w odpowiedni sposób funkcję Wo otrzymamy inny układ 

funkcji (byl k=0 € Uy dla którego spełniona jest tożsamość 
00 

(Fy)(t) z c. 
2.5. Twierdzenie. Niech 1 4P£K4<%, 1£4rK=, -0o 4t< 

Ks « . Jeżeli 

s - Q, 1/p; = t- 2, 1/q,> 
L=f t=f 
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Dowód. iiiech (9x l2)]x0 €E J oraz fvzh=o €-, gdzie (rpy'lt'=1 
gdy t € supp F 9, dla k=0,1,2,...; Niech fe EA wtody ? xqy E l 
Jeżeli dla R = (P4sPzs 12,7 > spełniony jest warunek n 

1/P + 1/R = 1 + 1/4, 
to na podstawie nierówności founga (i. Benedek, R. i'anzone u]: 

I*9x r 5 Tdk r <lóxl u, Iregl. . 4 i " SE 

Z konstrukcji funkcji bę (nor. definicja 2.4), mamy (: py) (ti = 
= (Pip) (27*t), zatem: 

(x) = 260 dy (2kx dla k=1,2,s.23 
k 

"tedy 

I. |= L27 ee], 
/ p/ 1/ -2m(f( Cf|4(2/x,,...25x) | Pla) 2 Tax... P LAU "m, 

Ra 4... Ra 

k k Niech 2 X4 = t41:4:,2 Xp = LO n 

tedy 
-k/p kn 1 k k. - z | + | ą 7 20 2 | dh (2%x,1..,27x) | blzgyssarzy) © 77 Ć 

=k(Ż,1/r.) k(n-21/>7,) 
kn i i =2 2 = 2 . KIE 14 [ 2: 

Zatem 

k(n-21/r,) k(n-2,1/r,) 
| tegy]r<* 44 Ly | 2] "ad e, | Ly” 

n n 
Z założenia mamy s - >, 1/p; = t- Ż, 1/q, oraz 1/r;=1-1/p;+1/q;,. 

t-1 i=4 
Z równości tych oraz z twierdzenia o normach równoważnych "por. [3] ), 
otrzymujemy: 

£ £ co - = — 2tkr fk r 1/2 
I |: <elf * Sybiżo | zg) c 2 | | L, 

ar 

go k(n-=2,1/r,)r 
<o(227F 2 1 |txo, | t 

so, (n-Ż1/r ) " 

e (3, (2% 2 Łyz |exę|i. 7 
2 (t+Ż,(1/p.-1/q,)) kr =e( 2 2 * Pr 34 IEŁCZA| LJ 



+ o (Ż; 2 |ewoy] 5)" = e | (zegzjzo | EGO 17 (15) 

Wobec ostatnich nierówności Bp, — BO» co kończy dowód, 

© 

2.6. Twierdzenie. Niech 1 <P<Q<w i -oo<lt «8 K oo: 
Jeżeli | <r<zęwi 

s- 51 1/p, > t- 2 1/9, 

to L=1 t=1 

s t Bp," BQz . 

Dowód. Niech f€ Bp,* Wtedy dla ($x]|k=0 mamy jak w twierdzeniu 2.5 

, k(n-2,1/r;) 
SZAPSSŁ |**2| 1, dla 1/P + 1/R = 1 + 1/Q. 

Zatem na podstawie twierdzenia o normach równoważnych (por. [3]) i na 
podstawie lematu 1.6 otrzymujemy: 

TARKIOENNCIEAMIE z(14) k=0 
EL <e| ffE%]x0 ll 

Qz 
- k(n-Ż1/r, )z tkz i Z-y1/z _ <o (2,27% If*sx| i)" = 

2 _(+2(1/p,-1/q4)) kz 17 (22 1 |f*ex| 1) z 

(t+2,(1/p4-1/q,)) k 
= c | (2 IF*e.]2, |eo. 1a, < 

2sk 4 t go = t 00 , <*lF H**w l zliso 1, e |(7 *4x)izo js 2(1,) Ś © 1%], m5, 

co kończy dowód. 

2.7. Lemat. Niech -o0 <S<o, P-= (Pąs++*Py)» 1 KĄ<Pi< o 

dla 1 = 1,2,...,n; Jeżeli |a.|jżg € 1g(19), to fa.|jeg € Lp(1g) 
oraz zachodzi nierówność 

Ifesli=0 | Lp(13) <l f*s]5-0 | lą(Lg) 

2.8. Twierdzenie. Jeżeli P = (P4r++-+P) oraz 1 <q <p; < so dla 
i = 1,2,2.:,N5 to Bp — Fpą* 

Dowód. Należy pokazać, że jeżeli £f€ Bpą* to istnieje stała c, nieza- 
leżna od f taka, że spełniona jest nierówność 

If] y3 <eltlzs 
Pą ą 
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Niech (gy]yag € U oraz fe Bp . Na podstawie twierdzenia o normach 
równoważnych (por. [3]) oraz na podstawie lematu 2.7 mamy 

£ f Z < Il A <e|ff*9x]x=o |s(a5) 

co należało udowodnić » 

c|ff*9yli=o I Y <e|fl zs > 
L P 14 p) q 

2.9. Lemat. Niech -oo<S <, P= (P+: ***+P„) oraz 1 < p; 44 40 
= Ą CZ 3 CZ) S dla i = 1,2,«.2,n; Jeżeli [a;]520 € L(15), to fs] 520 € 1ą(19) oraz 

(2.5) a cp a rę” . 
J jj=0 8 < jjj=0 E If *%)5*0] 150,) < If*3]5*0 | 1-08) 

2.10. Twierdzenie. Jeżeli P= (pjs+**,P) oraz 1 4p; Ś9 w; 
s s to Ppą ? Bpą* 

Dowód. Należy pokazać, że jeżeli fe Fpą? to istnieje stała c, nieza- 
leżna od f taka, że 

Iel_s <oltl -- 

Bpq Pq 

Niech (94)i=0 € U, wtedy na podstawie twierdzenia o normach równoważ= 
nych (por. [3]) oraz na podstawie lematu 2.9 mamy 

It].s < cl (74*9xeli=o l <e|ff*9xfi=o | <e|f]_s > Bpa 1ą (Lp) Lp(1) PRA 

co należało wykazać. 

2.11. Twierdzenie. Jeżeli P = (Pjs***5Pn)> 1 <p; 4oo oraz 1< 
<q<r<, to Ppą * FPr* 
Dowód. Jeżeli q £4T, to na mocy lematu 1.3 14 —1 i 

I tezljzoll,s < I fez)ś=0 js" 
r q 

Zatem na podstawie twierdzenia o normach równoważnych (por. [3]), mamy 
EJ dla £EFp, 1 dla fyy|żeg EU 

I*| za, Ć c] (£*rfie=o | <*| ff *9elizo | 19015) Ś? I*I r,” s L14(17) 

co należało udowodnić » 

2.12. Twierdzenie. Niech 1<P4KQ<X%; | AP;iKTĘĄKTUYG <%; 
- oo Kt 48 <oo» Jeżeli 



Dowód. Na mocy twierdzenia 2.10 mamy FB, Bp,» następnie z twier- 
sE) zt > t mt dzenia 2.5 Bzp PBX" ra" oraz z twierdzenia 2.8 otrzymujemy B, Ząr* ł 

Zatem FPS _—zt gy» C0 kończy dowód. 

2.13. Twierdzenie. Niech 1<P<XQ4<w, q1 < Pi; £TKq; <©, 
oraz |<p;<T<z <q; 4so. Jeżeli 

n n 
s- >. 1/4 t- >Ż. 1/9; 

t=1 i=1 
to 

rr sr 

Dowód. 2 twierdzenia 2.10 mamy Pp >Bp_» z twierdzenia 2.6 Bp, > 
t , ż t zt s t — „e D 

Boz” san z twierdzenia 2.8 Baz Fąz* Zatem Fpz Fąz” co 
kończy dowód. 
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, ę s s Theorems On Embedding For the Spaces Ppą and Bpa 

Summary 

In this paper some theorems on embedding for the spaces Pp and Bpa are 

given. Por various relationships between the indices P, Q, p, q, r; 8; 
etc., the following results are established: 
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> s s 1. If P = (P4+P2s **+>Pn)> 1 Kq<P; oo , then Bpą —* FPq* 

2. If II CPIGĄ Sgo, MGM koo, "wo codio a <SeoFand 

ak: > A: yo DŻ dy 
lai GE tef0W5 

t Fi then ik Bąr and, for suitable indices, also = Fix” 

3. For suitable relationships between indices involved P,Q,r,z,s,t, 
s t s t Byirazi BQz and PAST Foz* 


