Stanistaw Gorzenski

TWIERDZENIA O ZANURZANIU
DLA PRZESTRZENI F:,qi ;,q

Celem pracy jest przedstawienie pewnych twierdzen o zanurzaniu dla
przestrzeni ng i ng (por. definicje 3.1 i 3.2 w pracy [2]).

1. Definicje i oznaczenia

Jezeli P = (py,Ppseeespp)y 1Py oo dlai=1,2,...,n, to przez
L, oznaczaé bedziemy przestrzen funkcji catkowalnych z mieszang norma
(por. [1]).

Jezeli W(x,y) jest relacja migdzy zmiennymi x i y oraz P i Q sa n-wy-
miarowymi wektorami to W(P,Q) oznaczaé bedzie n relacji W(pi,qi), sl
= 1,250005n0

1.1. Definicja. Przez 12 oznaczaé bedziemy przestrzend ciggdw zespo-
lonych z normg
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1.2. Definicjae. Jezeli E i E1 sg przestrzeniami unormowanymi takimi,
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gazi el Rem it sg normami w przestrzeniach ! i 3;, a staia c
| tie zalezy od elemer tu 1;—:, to bedziemy méwié, ze przestrzed X jest za-
Qurzona w przestrzeni -;1. Piszemy wtedy i# —» ':31.
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1.4, Lemate Dla 1 g oo 43 =o0<s<o0 i dla & >0

ey ] s

o=
oo q 11

Dowdd. Pokazemy najpierw, 2ze dla € > O, lize —>13.

Niech t = [t }pg € 1Y€ | lamy wtedy
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Dla dowodu drugiej czesci lematu pokazemy najpierw, ze dla € > O
s s S=€
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1.5. Lemat. Jezeli =-oco<u <s<oo , 1 Lqoo, to 1:
LI L1
q q

Dowdéd. Niech u = s=€, €£€>0. Dla 1 < q < oo mamy
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1.6. Lemat. Jezeli 1 q T <co, -oco<u<s<oo, to 1f,—>lq
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Dowéd. Niech t = {tk};‘;o € 1§, czyli {25‘k tk};‘lo € 1. Wiedy dla

g <r mamy {ESkq | tqu};{:o (= lr/q’ bowiem
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Oznaczmy r/q = a > 1 i niech b bedzie liczbg sprzezona, 1/a + 1/b = 1.
Wtedy na mocy nierdwnosci H8ldera
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-1z e by, (2 ™Y = o | {udio | e s
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gdzie u = s-¢&, €> 0, co koriczy dowdd.
1.7. Wniosek. Dla - oo <8 <s0, €>0, 1Lq<reo,

s8+€ 8. g s g 8=
Toeec el 1o i1l — 1

S=g, .8=¢
1. *—lq

2. Twierdzenia o zanurzaniu dla przestirzeni ng i B;q

Przypomnijmy najpierw definicje przestrzeni F;q i ng {por. [2]).

2.1. Oznaczmy przez Mj i M, nastepujgce zbiory
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Mj={t€Rn: 2421 M flad Y PR ) e S

M, ={t eR;:s |t| < 2}
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Niech {aj}gio bedzie ciggiem dystrybucji temperowanych, aj € S? (Rn),
9= 0y1,eee3 "takim, Ze supp Faj C'Mj dLasga=R0 sl fotes

2.2. Definicja. Niech = co<8 <oco, HE<OPEScO 1alciqicaicoanl
niech {ajkgzo bedzie ciggiem jak w 2.1. Przez F; oznaczaé bedziemy
przestrzed liniowa tych dystrybucji £ € S? (Rn), ktdére mozna przedsta-
wié¢ w postaci
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oraz wprowadzimy w przestrzeni ng norme w nastepujacy sposdéb
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2.3. Definicja. Niech =0 <s<o0 , 1<P<o0, 1Lqgo0 i
niech {aj} -0 bedzie ciggiem jak w 2.1. Przez B% oznaczaé bedziemy
przestrzeri liniowa tych dystrybucji £ € S’ (R ), ktdére mozna przedsta=-
wié w postaci
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2.4. Definicja. Dla dowolnej liczby naturalnej N, oznaczymy przez

UN zbidr wszystkich ukXaddw funkcji {npk(x:}zo. ktdre maja nacstepujace
wtasnosci:

13 (pk(x,‘; € .’;(;(n), {1 @k?(t) >0 dlalemk=0; 10

B. supp g C{t €R: 2 Ll -hiad

S diad GLEREs
supp 1’cpoc[teRn: gz‘}

C. 1istnieje liczba c4 > 0 taka, ze
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D. dla dowolnego wielowskaZnika o istnieje liczba cs zalezna od X
taka, ze c2(0() >0 oraz
. x|
DX q)k)(t) < c2(q)/ |t AT e c= 0F T80 0,
o0
Oznaczymy przez U sume U = U U'\I'
N=1 °

Istnienie takich ukkadow funkcji jest konsekwencja twierdzenia o rozkza-
dzie jednosci.

Y dalszym ciggu posugiwa¢ sie bedziemy nastepujgcym przyktadem pocho-
dzacym od H. Triebla [4].

Niech (F¢)(t) >0 dla funkcji @€ S(Rn}, przy czym przeksztakcenie
Fouriera F¢ funkcji ¢ speinia nastepujace warunki:

supp Fg C {t: 27N < [t] < 2T},
dla pewnej liczby naturalnej N, oraz
{Eos kTl =S 0 a T avl 0 2 S IR G 2

Ktadac (P &pk)(t) = (Fq))(Z-kt) dla k=1,2,...; oraz wybierajac odpo-
wiednio funkcje ¢, otrzymujemy uk¥ad funkcji {(pk}‘f{"zo € Uye
Jezeli dodatkowo weZmiemy:

(2 ih 3t = {7 g ) (¢ Z (Fo)(279t) dla ¢ >0 k=1,2,...3
j'—w
to wybierajac w odpowiedni sposdb funkcje 4;0 otrzymamy inny ukked

funkcji M’k}k:O € Uy dla ktérego speiniona jest tozsamosé
5
{3 dyicg () S aic,
k=0 %

2.5. Twierdzenie. Niech 1 <P £ 4 < oo, {e & ST esy -oco <t K
<8 < oo . Jezeli
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Dowdd. Niech {qlk(x)};ozo € U oraz {q>k(x)}:__o € i, gdzie (g, 2l =1
gdy t € supp F Py d1aSk=03152"'vs's’s Niech f € B, wtedy £ ®¢, € Lioe
Jezeli dla R = (ry,r,,e..,r;} speiniony jest .varunek

1/P + 1/R = 1 + 1/43,

to na podstawie nierdwnosci Younga (A. Benedek, R. Panzone Ak

5 ho, = DEx@erduc Do, <Dl o, Dexgd, .

I

Z konstrukcgl funkcji W, (por. definicja 2. 4), mamy (¥ 4)k) (L
= (Fdh)(27%¢), zatem:
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7 réwnodci tych oraz z twierdzenia o normach réwnowaznych  f{por. [3] ),
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Wobec ostatnich nierdwnosci B;r — Bzr, co kodczy dowdd.

2.6. Twierdzenie. Niech 1 <P L Q <o0o i =o00<t <8 <ocoe.
dezell e <ircizicdioo ]

n 0
S = Z 1/pi B G R Z 1/q19
to s St
8 t
BPI'_’BQZ °
Dowdd. Niech £ € BPr Wtedy dla {“th?:o:O mamy jak w twierdzeniu 2.5
: k(n-21/z;)
|]f*q7k||ngc2 ”f*tpk”LP, AYai Sy /p +tfn = 1ty

Zatem na podstewie twierdzenia o normach réwnowaznych (por. [3]) i na
podstawie lematu 1.6 otrzymujemy:

co = Ltk 1
121, <cl{tradol ey , = (2 2™ | txq ) 1)% <
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tkz i 1/z
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2.7. Lemat. Niech =oco <s <oo, P = (p1,...,p ik <9 Pj< oo

dlgiiy S= 1T T ez 11! {aj}j';o €lq(LP), to | jw,ggo eLP(lq)
oraz zachodzi nierdwnosé

ekt 1o 8 <Hes15%0 1ra,

2.8. Twierdzenie. Jezeli P = (pyyeerPy ) oraz 1 <gq <p; < oo dla

d ol 2 ey N3 L0 BPq_"FPq

Dowéd. Nalezy pokazaé, ze jezeli f € BP to istnieje stata ¢, nieza-
lezna od f taka, Ze speiniona jest nleréwnosc

£1 5 <olfl -

Pq




155
Niech {¢, )y €U oraz fe B; . Na podstawie twierdzenia o mnormach

réwnowaznych (por. [3]) oraz na podstawie lematu 2.7 mamy

I£]

<cf{txeehido | <cl{fxo}ilol <e ]t s
F;q BP(lZ) 13(Lp) Bpq

co nalezaXo udowodnic.

2.9. Lemat. Niech —o0<s <o0, P = (p1,...,pn) oraz 1 < p; <q<oo
1 o oo E) S
dla i =1,2,...,0; Jezeli {a3}32, GLP(lq), to {aj};go € lq(LP) oraz

(2.5) P 5152 >
I { 3}5=0 | 15 (xp) < | {%h5=0 | Lp(13)

2.10. Twierdzenie. Jezeli P = (p1,...,pn) oraz 1 <p; g < o,
s 8
to FPq—P BPq'
Dowdd. Nalezy pokazaé, zZe jezeli f € ng, to istnieje stata c, nieza-
lezna od f taka, ze

d o o= cllfllFB .
Pq Pq

Niech {‘Pk}?ko:O € U, wtedy na podstawie twierdzenia o normach réwnowaz=
nych (por. [3]) oraz na podstawie lematu 2.9 mamy

s f o a¥ .
"f“ sqg °|H“‘Pk}k=o|[ 13(LP)<0“{ *‘Pk}k=O“LP(lg)<°“ "ng

co nalezaXo wykazad.

2.11. Twierdzenie. Jezeli P = (p1,...,pn), 1<p; <cooraz 1<
< qEcari<iooR Bl L0 ng——’F;r.
s

s
q_’lr i

Dowéd. Jezeli q £ r, to na mocy lematu 1.3 1

I {as1520 0 s < 1 {25152 1,8
r q

Zatem na podstawie twierdzenia o normach réwnowaznych (por. [3]), mamy
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|| 3 " F;r< CI {f*cpk}k=0 " LP(]'?‘) < . ” {f *‘Pk};'ou LP(]'(sl) < “f “ ng’

co nalezaXo udowodnié.

2.12. Twierdzenie. Niech 1 <P £Q<oo, 1 <p; T gy <9
-00<t <8 <oco. Jezeli

S - Z": 1/Pi=t"' 21/0.1,
i=1 L=1




S oL : »
Py 20 o & Ifln,t <cl'll.,,s'
“Qr Pr
Dowéd. Na mocy twierdzenia 2.10 mamy b‘;r——-» Bls;r. nast¢pnie z twier-
dzenia 2.5 323 g oraz z twierdzenia 2.8 otrzymujemy Bt e Ft .
¥ P ST Qr SO

Zatem P —wF

ar®  ©° korczy dowdd.

2.13. Twierdzenie. Niech 1< P £ Q <oo , q1 < p; KT gy <o,
oraz 1<pi<r<z <q; <eo. Jezeli

n n
S-Z 1/Pi L= Z 1/qi’

=1 L=1
to

S T

i —> ":,;z‘
Dowéd. 2 twierdzenia 2.10 mamy e*ls,r—>3§_,, z twierdzenia 2.6 Bi‘ir—r

t : ¢ t =5 s t

—>B‘Qz’ oraz z twierdzenia 2.8 Bo—" Prpe Zatem Fp—» FQz’ co

koniczy dowdd.
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. : o s s
Theorems On Embedding For the Spaces qu and qu

Summary

In this paper some theorems on embedding for the spaces F?q and Bf;q are

given. For various relationships between the indices P, Q, p, q, TS

etc., the following results are established:




157

1. If8P = (p1,p2,...,pn), 1<qgp; <oo , then B;q-—ng.

2. T lfcEPREE <ecoH 1 <r <o, oot <8 < co and

ey P
3 SIS L,
=1 P1 =1 it
t

s < 1 5 s t
then BPr—» BQr and, for suitable indices, also FPr_’ FQr'

3. For suitable relationships between indices involved P,Q,r,z,s,t,
s t s t
BPr—> BQz and FPr—> FQz'




