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Wojciech Sikora

ALGORYTM WYROWNYWANIA
KOSZTOW KRANCOWYCH DLA PROBLEMU
TRANSPORTOWO-PRODUKCYJNEGO
Z WYPUKLA FUNKCJA KOSZTOW

1. Wstep

W pracy interesowa¢ nas bedzie problem transportowo-produkcyjny z wy-
pukia funkcja kosztéw produkcji. Zadania transportowo-produkcyjne z li-
niowymi funkcjami kosztéw znalazly zastosowania W rozwigzywaniu wielu
probleméw gospodarczych, Problem, ktéry nas interesuje moZe znaleil za-
stosowanie w przetwérstwie surowcéw, zwiaszcza pochodzenia rolniczego.
Analizujemy nastegpujaca sytuacje. Surowiec znajdujacy sig u dostawcéw
(producentéw) nalezy dostarczyc¢ do zakadéw przerabiajacych go. Wiemy

Jaka jest podaz kazdego dostawcy, znamy jednostkowe koszty transportu od

kazdego dostawcy do kazdego zakadu. Wiemy jakie -sa koszty przerobu su-
rowca w kazdym zakladzie, Koszty te beda rézne w poszczegélnych zakla~
dach, w zaleznodci od ich wielkoéci i nowoczesno$ci, Przyjmujemy, 2e
kazdy zaklad ma okreslong nominalna wydajno$¢. Natomiast nie ogranicza
my.iloéci surowca, ktéra ma on przetworzy¢, Zakladamy bowiem, 2e zaklad
Zzawsze moze zwigkszy¢ ilosc¢ przerabianego surowca pracujac na  wydkuzo-
nych zmianach, w wolne soboty lub wydiuzajac czas trwania kampanii. Po-
woduje to jednak znaczny wzrost kosztéw, ktdére rosna szybciej niz wiel-
ko$¢ przerobu, Stad przyjmujemy, Ze koszt przerobu da sig opisac wypukia
rosnaca funkcja zalezna od wielkosci przerobu.

W kosztach przerobu ujete bgda tylko te elementy catkowitych kosztéw
produkcji, ktére bezposrednio zaleza od wielko$ci przerobu. Wszystkie
elementy kosztéw niezalezne od wielkodci produkcji, a bedace wynikiem
decyzji wczeséniej podjetych (np, amortyzacja) s pomijane. Zakiadamy, ze
caty surowiec znajdujgcy sig u dostawcéw musi byc¢ dostarczonv do zakla-
déw i tam przetworzony.
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Interesujacy nas problem polega na ustaleniu takiego planu transportu
i przerobu surowca, aby %aczne koszty transportu i przerobu byty mini-
malne.

Szczegélnym przypadkiem tego problemu moze byc¢ zagadnienie rozdziau
burakéw miedzy cukrownie minimalizujacego zaczne koszty transportu i prze-
robu. Rozdzial burakéw migdzy cukrownie minimalizujacy straty cukru byk
rozpatrywany w pracach [2],[4]. Problem transportu burakéw od producentéw
do cukrowni analizowano w pracy [5]. Problem stawiany w niniejszej pracy
pozwala obydwa elementy uwzglednic w jednym rachunku optymalizacyjnym,

W pracy sformuiowano model postawionego problemu w postaci zadania be-
dacego szczegdlnym ‘przypadkiem zadania programowania kwadratowego. Poda-
no warunki optymalnos$ci jego rozwigzania oraz przedstawiono algorytm po-
zwalajacy uzyska¢ rezwigzanie problemu z zatozong dokiadnoscia.

2, Sformulowanie problemu

Zatézmy, 2e mamy m dostawcéow i n zakladéw. Dane sa jednostkowe ko~
szty transportu surowca od dostawcéw do zakiadéw oraz podaz surowca u
_kazdego dostawcy. Dla kazdego zakitadu znamy funkcje opisujaca zaleznosc
migdzy kosztem przerobu a wielkoscig przerobu. Nalezy ustalic¢ taki plan
transportu i przerobu surowca, aby taczne koszty transportu i przerobu

byly minimalne. - 2
Oznaczmy przez:
ciJ - jednostkowy koszt transportu od i-tego dostawcy do j-tego zakladu,
ay - podaz surowca u i-tego dostawcy,
Xy - ilo$¢ surowca przerabianego w j-tym zakladzie,
Xjy - ilo$¢ surowca wysylanego od i-tego dostawcy do j-tego zakladu,

fJ(xJ) - koszt przerobu w j-tym zaktadzie xJ jednostek surowca.

0 funkcji fJ(xJ) zaktadamy, 2e jest funkcja wypukig postaci
fj(xj) = CJXJ + bei. gdzie cJ, bj>-0.1

Problem rozdzialu surowca miedzy zakiady sprowadza sig do rozwigzania
nastgpujgacego zadania: znalez¢ takie wartosci zmiennych decyzyjnych x

ab
Xy. aby

i

m n n
(1) Z Zcijxij + Z fJ(xJ) = min, !
=1 j=1 j=1 ,
n
(2) Z Xyy = 8y (AT 0r R )
j*1 ;

1 por. [4]. zob.np [6]
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(3) inj = Xy (I=15.0%0),
(4) xgy 30, x>0 (isl,....;ijsl,....n).

Poniewaz caty surowiec, jaki otrzymuje zaklad, jest w nim przerabiany,
wigc mozna dokona¢ redukcji zadania (1) - (4) eliminujac zmienne xJ.Sto-
sujac podstawienie (3) do funkcji celu (1) otrzymujemy nastepujace za-
danie:

2
m n n ™m
(5) Z Zdijxij + Z bJ (inj) = min,
i=1 3'1 jl1 =1 '
n
(6) inj “a,  (i=1,...,m).
i
(7) "13>° (la 1ot me e )
gdzie diJ = cij + CJ.

Zadanie (5)' - (7) jest zadaniem programowania kwadratowego o specjalnej
strukturze. Mozna je rozwigzac stosujac jednga z ogélnych metod  programo-

wania kwadratowego np., metode Beale’a [1] lub metodg Wolfe’a [7].  Ze
wzgledu na rozmiary zadania (5) - (7) oraz jego specjalng strukture
takie postgpowanie nie bytoby celowe. Zagadnier transportowych w pro-

gramowaniu liniowym nie rozwigzujemy stosujac np. metodg simpleks. Mozna
Jednak pewne wlasnosci Jakimi charakteryzuje sig rozwigzanie optymalne
zadania programowania kwadratowego wykorzystac dla sformulowania - pro-
cedury rozwiazywania zadania (5) - (7).

Dla ogélnego zadania programowania kwadratowego moZzna utworzyc  zada-
nie dualne oraz zadanie Kuhna-Tuckera okresélajace warunki optymalnosci
rozwiagzanh zadania prymalnego i dualnego.2 Sformutujemy obecnie  zadanie
dualne i zadanie Kuhna-Tuckera dla zadania (5) - (7), ktére dalej na-
Zywac bedziemy zadaniem prymalnym.

Niech yy oraz y;.20 beda mnoznikami Lagrange ‘a zwigzanymi z wa=
runkami (6) i (7). Utwérzmy funkcje Lagrange’a dla zadania (5) -~ (7):

ST n m <
(8) L(x340¥geYyq) = Z Zdijxij : Z bJ(Z xiJ) :
i1, 41

i=1 . L=
m n m n_1
Q3 Vi("i T xiJ) ‘Z D Yag¥ay -
i=1 =1 =3yl
Funkcja Lagrange’a (8) jest 'rézniczkowalna, wigc znajdujemy jej po=

chodne czastkowe i prz?réwnujemy je do zera:

s e e

2 Jaka jest postaé tych zadah zobacz [3] rozdz. 13.7 lub 14.2,
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L &
(9) =d,, +2b ( X, )-yi-yi =0 (i=1,...,m:
axiJ 3 : ._Zq : : AR ml )

Otrzymujemy w ten sposéb warunki zadania dualnego. Z warunku (9) wynika

3 m
: o

(10) 'k ghie diJ + 2bj ( zinJ) -y .
i=1

Podstawiajac do funkcji Lagrange’a (8) zamiast Yy Prawg strong réwna-
nia (10) i dokonujac odpowiednich uproszczer uzyskujemy, ze:
=

(11) L(xi;j’yi) =i a;yy -i b_j(i"ij) s
j=1

i=1 j= i=1
Zadanie dualne wzgledem prymalnego (5) .- (7) bedzie nastepujace:
znajdz takie Yie xij' aby

2

m » n 110
(12) Z a;¥y = Z bJ <Zx“> a max
i=1 j=1 i=1
(13) Y3 -2bJ (inj)<dij (Ama it my ey L n) e
i=1

Mozemy teraz poda¢ warunki Kuhna-Tuckera okredlajace optymalnosé roz-
wigzah zadania prymalnego (5) - (8) i dualnego (12) =~ (13). Znajdz ta-
kie Xjj0 Yie Yije aby

(14) ]i’xij = a; (=280 m) %

(15) Yy - 2bj(§j1xij) + ¥y = gy (;:‘:;
(16) Xgq * Yig ® 000 (e w 2 g M W LR T 1 )
(17) Xj30 Y13 20  (i=1,...,m; J=1,...,n),
Niech

(18) kiJ(xJ) = d1J + zbJ (tZ:xU)

m

gdzie xJ. = Z xiJ' a kij(xj) jest kosztem krafcowym transportu i prze-
=1

robu w zaktadzie j surowca pochodzgcego od i~-tego dostawcy przy pro-

dukcji na poziomie X . Surowiec ten jest dostarczany na trasie <i,J> 3
stad o ki (x,) bedziemy krétko méwili jako o koszcie kranhcowym trasy
{i,3). Przyjmijmy ponadto, ze

(19) ky = min {kiJ(xJ>].

i
Al enn
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Z warunkéw Kuhna-Tuckera wynika natychmiast nastepujace twierdzenie,

Twierdzenie 1, Jezeli znajdziemy takie rozwiazanie dopuszczalne [iij]
zadania (5) -~ (7), ze
(20)

X33 >0 = kyy(Xg) = ky o

to rozwigzanie tp jest rozwigzaniem optymalnym. ¥
Dowséd., Aby udowodnic¢ twierdzenie 1 wykazemy, Ze dla rozwiazania [iij]
mozna wyznaczy¢ taki ukad [ﬁi] oraz [gij]’ Zze lacznie spelniaja warun-.

ki Kuhna-Tuckera. Niech

(21) Yy = ky (1=1,...,m).

Wéwczas na mocy definicji (18) i (19) mamy

m

1.<5d;3 + 2bJ ( §:§ij ) (1 rny a e =18 ie et n)

=1

-~

Wprowadzajac zgodnie z wzorem (10) zmienna yiJ > 0 warunek ten mozemy
Zapisac

m

(22) ;1 - ZbJ (Z’-‘ij> + ;ij = diJ (a1 im a1t n )l
i=1

Z warunkéw (20),(21),(22) wynika, ze jezeli

;ij> 0 =;>§1 = kij(ij), a tym samym iij = 0,

Ukiad [iij]' [?i], [§1J] spelnia wigc warunki Kuhna-Tuckera (14)-(17).

Z twierdzenia 1 wynikaja nastepujgce wnioski dotyczace rozwigzania op-
tymalnego:

Wniosek 1. Jezeli trasa <i,j>» jest trasa o najnizszym koszcie krafi=
cowym sposréd tras wychodzacych od i-tego dostawcy, to przewdz na tra-
sie {i,j> moze by¢ dodatni,

Wniosek 2, Jezeli trasa <i,J> nie jest trasa o najnizszym koszcie
kraficowym spoéréd tras wychodzgcych od i-tego dostawcy, to przewdz na
trasie (i,j) musi byé zerowy .

Wniosek 3. Surowiec pochodzgcy od i-tego dostawcy przerabiany jes: po
tym samym koszcie kranfcowym przez wszystkich jego odbiorcéw.

3. Algorytm wyréwnywania kosztéw krancowych
Idea procedury, ktéra proponujemy dla rozwigzania zadania (5) - (7) po-
lega na:
(a) wyznaczeniu mozliwie najlepszego rozwigzania wyjéciowqgo.
(b) poprawie kolejnych rozwigzan poprzez wyréwnywanie kosztéw krarnco-
wych.
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Ciag rozwiazan, jaki uzyskujemy poprawiajec kolejne rozwigzania nie
musi byc skoniczony, chociaz powinien by¢ zbiezny, czyli granica tego
ciggu powinno byc¢ rozwigzanie optymalne. W przypadku, gdy kolejne roz- .
wigzanie nie speinia kryterium optymalnosci, musimy przerwa¢ obliczenia k
zadowalajac sig rozwigzaniem przybliZzonym. Chcielibys$my wéwczas jednak
wiedzie¢, jaka jest dokladno$c¢ rozwigzania przybliZzonego. Poniewaz nie _J
znamy rozwigzania optymalnego, mozemy tylko podac¢, o ile maksymalnie
(w najgorszym przypadku) odbiega wartos$¢ funkcji celu dla rozwigzania k
przybliZzonego od wartosci funkcji dla rozwigzania optymalnego. Z zalez~-
nosci zachodzacych migdzy wartosciami funkcji celu dla rozwigzarh  zada-
nia prymalnego i dualnego wynika, Ze k
(23) w[xgj] > w[xgj] >vEth,‘yg],
gdzie: w[}gj] - wartos$¢ funkcji celu dla przybliZonego rozwigzania
P
(4] -
w[}EJ] - wartosc funkcji celu dla optymalnego rozwigzania s
[*o ]' Ne
i3 Ci
v[%gj,yg] ~ warto$¢ funkcji celu dla przybliZonego rozwigzania
[%EJ'YEJ sprzgzonego z rozwiazaniem.[xEJ] .
Z nieréwnoéci (23) otrzymujemy, ze of
o
wPd] - wpey] < 4s] - vPhE)-
Oznaczmy przez dB [xQJ] - dok%adnos¢ bezwzgledna rozwigzania przyblizo-
nego [ng]. Mamy zatem
Bt P s PRl Rz PyyB
dB[xij] ""["i;] V["u'yi:l Z (kig = vi)xyy o
L3)ER,
gdzie Rp - zbiér tras o przewozach dodatnich w rozwigzaniu [ng].
v y
Dla odrzucenia lub przyjecia rozwigzania przyblizonego lepiej stosowac
dok%adnosc wzgledna, wediug wzoru:
P
e o]
dw[}ij] = —f——;———;— .
“dst]
Jezeli dwl}EJ}'g 1+€ , to bedziemy mowili, Ze rozwigzanie jest £ - do~ B
ktadne. Z v

Algorytm, ktory proponujemy sprowadza sig do wykonania nastgpujacych
krokow:
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Krok 1. Wyznaczenie dopuszczalnego rozwiazania wyjsciowego.

Krok 2, Sprawdzenie, czy uzyskane'rozwiazanie speinia kryterium opty-
malnosci. Jezeli je speinia, idz do kroku 5. Jezeli nie speinia, idz do
kroku 3,

Krok 3. Sprawdzenie, czy uzyskane rozwigzanie osiggnelo ¢ - dokladnosc.
~Jezeli tak, to przechodzimy do kroku.6, Jezeli nie, idziemy do kroku 4.

Krok 4. Poprawa uzyskanego rozwiazania poprzez wyrdéwnywanie kosztéw
krafcowych, Idz do kroku 2,

Krok 5, Koniec obliczen., Posiadane rozwiazanie jest optymalne.

Krok 6, Koniec obliczen. Uzyskane rozwiazanie Jesf rozwigzaniem £ ~ do-
ktadnym,

Oméwimy teraz dokladniej poszczegélne kroki algorytmu:

Krok 1 - wyznaczanie rozwiazania wyjséciowego.

Najpierw ustalamy poczgtkowe koszty krahicowe wediug wzoru

o
kiJ cij + cJ = diJ

i zestawidmy je w postaci tabeli kosztéw kraficowych (zobacz tabela 1).

Nastgpnie dla pierwszego dostawcy znajdujemy trasg o najmniejszym kosz-
cie kranhcowym, czyli taks trase <{1,r) , ze.

0 ]
k1r = m?n [ki,J}
Oraz cata podaz pierwszego dostawcy kierujemy na trase {1,r), czyli

-

Xip = 84 -
Tabela 1
J
i i 2 n a;
o o o
i kll' k12,.. ' k1n ay
o o 0
2 ‘k21, Kooeeaes kpo | @y
o 0 o
m km,l km'z.... km,n a,

Modyfikujemy wtedy koszty krahcowe tras r-tej kolumny tabeli zgodnie
Z wzorem

.

ir™* kS

K ir

+ 2bral (1'1'--~|m)l
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przyjmujac ponadto,

Kig = kg (1=1,...,0), (§=1,....0AJ#7).

Potem przechodzimy do nastepnego dostawcy i powtarzamy powyzsze zabiegi
modyfikujac po kazdym przydziale koszty krarncowe. Postgpowanie to powta=-
rzamy ogélem m-krotnie.

Krok 2 - sprawdzenie kryterium optymalnosci,

Majac ustalone w t-tej iteracji rozwigzanie dopuszczalne zadania (5) =
(7) dla kazdego dostawcy obliczamy réznice miedzy najwiekszym kosztem
kraficowym realizowanym, a kosztem kraricowym minimalnym wediug wzoru:

bl S ol

gdzie BI jest zbiorem zaktadéw, do ktérych w t-tej iteracji dostarcza
surowiec i~-ty dostawca.

Jezeli /\ zt oe0
. 1 ’
L

to koficzymy postegpowanie, gdyz posiadany plan przewozéw speinia kryte-
rium optymalnosci, czyli jest planem optymalnym.
Jezeli natomiast

\( ZI >0,

to przechodzimy do sprawdzenia doktadno$ci posiadanego rozwigzania.
Krok 3 - sprawdzenie dokiadnos$ci rozwigzania
Jezeli rozwigzanie zadania prymalnego [xiJ] nie speinia kryterium op=-

tymalnosci, to ustalamy sprzezone z nim rozwigzanie zadania dualnego ob-
liczajac y; zgodnie z wzorem:

t 1
y; =-min {k } (N7 )
£ ij

Ustalamy nastepnie

t
b s e
v(xgyev4)

Jezeli
d,[xf] < 1 e,

to rozwigzanie jest & =~ doktadnym i koriczymy obliczenia.
Jezeli natomiast

dwl:xij:l o % L

to przechodzaimy do poprawy aktualnego rozwigzania zadania pierwotnego.
Krok 4 - poprawa _rozwigzania poprzez wyrdéwnywanie kosztéw krahcowych,
Wéréd dostawcéw szukamy takiego dostawcy s, Ze
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oraz formulujemy dla niego rdéwnanie kompensacyjne. Rozwigzanie tego row-
hania wyznacza, ile nalezy przerzucic¢ surowca z trasy o najwigkszym kosz-
cie kraricowym na trasé o najmniejszym koszcie, aby koszty te sig zréow=-
naty, Zatézmy, 2e trasa o najwigkszym koszcie jest trasa <§.l> sratttra-
82 0 najmniejszym koszcie trasa <s,r> . Wéwczas réwnanie kompensacyjne
S-tego dostawcy ma postac:

(Zb1 + 2br)£lx = z;,

gdzie z; - réznica migdzy kosztem krancowym maksymalnym a kosztem mini=-
malnym w t-tej iteracji dla s-tego dostawcy, 2bl - tempo -
wzrostu kosztu kraficowego l-tego odbiorcy, 2b_ - tempo wzro-
stu kosztu krancowego r-tego odbiorcy, Ax =~ ilosS¢ surowca,
ktéra nalezy przerzucic z trasy (s,1) na trase <s,r> ‘

Nastegpnie sprawdzamy, czy

zt
(24) Al TR e
2b1+2br = Ts,l

Jezeli tak, to na trasie <:e,1> zmniejszamy przewéz o Ax, a na tra-

‘sie <s,r> zwigkszamy przewéz o A x oraz odpowiednio modyfikujemy

koszty kranicowe w l-tej kolumnie zmniejszajac je o ka-Zbl, aw kolum-
nie r-tej zwigkszajgc je o Z&x-zbr.

Jezeli natomiast nieréwnos¢ (24) nie jest spekniona, to na trasie
<s.1> likwidujemy przewéz, zwigkszajgc go na trasie <:s,ﬁ> o x; 1 i
’

modyfikujemy odpowiednio koszty krahcowe w kolumnach 1 i s.

Wybér dostawcy, dla ktérego réznice w kosztach kraricowych sa najwiek-
8ze pokazuje nam w jakim kierunku powinnismy sig przesuwac, aby dojsc
Jak najszybciej do rozwigzania optymalnego. Niestety likwidujac te réz-
nicg u jednego dostawcy, zwigkszamy je u nich, chociaz generalnie Zacz-
nNa ich warto$c¢ zmniejeza si@, Dlatego trudno na tej drodze postgpowania
Uzyskac¢ rozwigzanie dokiadne. : 3

4, Przyklad

Przyjmijmy, Zze mamy czterech dostawcéw i trzy zakady. Funkcje kosztéw
Przerobu dla poszczegélnych zakiadéw ée nastgpujace:
f.(x,)=6x, + x2 f,(x,) = 5%, + O 5x2 £l ) ami3xs 4] 5x2
L33, 1 bl it 2 2 it 3 3 23S

Koszty jednostkowe transportu oraz podaz dostawcéw przedstawia tabela 2.
Pokazemy jak stosujac algorytm wyréwnywania kosztéw kraficowych otrzymamy
rozwigzanie € - dokladne, gdzie ¢ = 0,01,
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Tabela 2 Tabela 3
cgj L 2 3 a; ng 1 2 3 ay
3 10 % N 2 1 16 v 14 2
2 9 13 6 8 4 15 18 9 8
%) 4 7 14 4 3 10 1.2 17 4
4 "y 3 2 6 : 4 18 8 -] 6

Ustalamy poczatkowe koszty kraricowe, zgodnie z wzorem:
[
k1J = ciJ + Cy -

Zestawienie tych kosztéw krafcowych zawiera tabela 3. Nastepnie wyznacza-.
my trasy dostaw dla poszczegélnych dostawcéw, modyfikujgc po kazdym przy-
dziale koszty kraficowe., Wyjsciowe rozwigzanie wraz 2z aktualnymi koszta-
mi krafcowymi przedstawia tabela 4. W tabeli tej koszty kraricowe podane

sg w lewym, gérnym rogu kazdej kratki, natomiast w prawym, dolnym rogu
kratki podano dodatnie przewozy. Tabela ta zawiera w ostatnich kolumnach
wartosci z; oraz vy,.

Tabela 4
3
k
ij 1
7 2x1 Xy 3x3 Yi zy
xiJ
1 24 15 38 15 0
|2
5 23 26 33 23 10 |
|8
18 20 41
3 18 0
[+
4 26 16 29 - 16 0
|6
s
X 4 8 8
Al

Poniewaz zé = 10, wiec rozwigzanie wyjséciowe nie jest optymalne 1
sprawdzamy, czy jest £ - dokiadne:
1
dw["ij] = 1,33 > 1,01,
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Przechodzimy zatem do poprawy tego rozwiazania, Dla drugiego dos tawcy
istnieje trasa o mniejszym koszcie kraficowym od kosztu trasy realizuja-
cej dostawy. Na trase <{2,1) trzeba skierowac cze$¢ przewozu z trasy
<?.3> . Réwnanie kompensacyjne dla drugiego dostawcy ma postac

(2 + 3)Ax = 10.

* Mamy wiec

Ax = 2 £8,

Na trasie (2,1) zwigkszymy przewéz o 2, a na trasie <2,3> zmniej-

Szymy o 2. Nowe rozwigzanie wraz z aktualnymi kosztami krarncowymi zawie=-

ra tabela 5. Poniewaz dalej zg 3 zg sa dodatnie, wigc - rozwigzanie

Jest nieoptymalne. Liczymy takze

dw["f;]’ 15085847013

Rozwigzanie nie jest jeszcze € - dokiadne, wiec je poprawiamy.Réwna-
Nie kompensacyjne dla trzeciego dostawcy jest postaci:

‘{1 + 2)Ax = 2,

Wiec
CNKERED /2R
Tabela 5
k2
ij 2 2
Z 2%, X5 3x3 Yi zy
1 A
28 15 32
1 J??- Lo 0
27 26 27
2 3 [g— 26 1
3 22 20 35 20 2
|4
4 30 16 25 16 ]
ré‘ '
2
X 6 8 6
J

Przesuwamy 2/3 jednostki z trasy <3,1)> na trasg {3,2) . Nowe rozwigza=-
Nie z biezgcymi kosztami krarficowymi zawiera tabela 6. Poniewaz

23 = 4/3> 0, a d X lim 1,026, wigc rozwiazanie nie jest optymalne,
2 w{'i]

ani nawet ¢ - doktadne. Rozwigzujac réwnanie kompensacyjne dla drugiego
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\ Tabela 6
k?J 3 2x 3 3
x> . 1 2 A% Yi 2y
ij
: |
1 26 2/3 15 2/3 32 15 2/3 0
Z :
2 25 2/3 26 2/3 27 25 2/3 4/3
[2 [6
20 2/3 20 2/3 35 20 2/3
3 0
10
S 2/3
28 2/3 16 2/3 23 16 2/3 0
4
6
xi 5 1/3 8 2/3 6
Tabela 7
4
K
1 4
x4 2x1 X5 3x3 Yy zy
ij
1 27 1/5 15 2/3 31 -1_,; 15 2/3 0
2
260+ 26 2/3 26 L 26" &
5 5 5 5
> T 5fid
15 15
1 1 2
3 21 ¢ 20 2/3 34 & 20 £ 8/15
10/3 2/3
29 1 16 2/3 22 1 16 2/3 0
4 5 5
&
x‘Jt 5 3/5 8 2/3 5 11/15

dostawcy uzyskujemy Ax = 4/15 L2 i na trasg <2,1> przesuwamy 4/15,

Nowe rozwigzanie i biezgce

koszty krancowe zawiera tabela
nie jest nieoptymalne, gdyz zg'= 2/15, ale dw[%fj] = 1,005, czyli jest

7. Rozwigza-
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€~ dokladnym., Koficzymy wigc postgpowanie. Rozwigzanie optymalne rozwaza-
nego problemu podano w tabeli 8. Tabela 9 przedstawia doktadnosc kolej-
nych rozwiazah.

Tabela 8
5 ,
k 2% 5 5
ij xs 1 Xo 3x3 Yi 23
ij
10 ~10 10 10
26 12 15 13 30 13 15 12
1 2 0
10 10 10 10
5 25 it 26 it 25 11 25 it 5
26/11 10/11 62/11
10 10 10 10
: 20 it 20 it 33 it 20 it
34/11 g
10 10 10 10
A 28 11 16 it 23 it 16 i1 0
6
st 5 5/11 8 10/11 5 7/11
Tabela 9
Nr it {x t g t
roz. w[xij] V[xij' ‘/1] dB[xij] dw["u:l
t
1 318 : 238 80 1,33
2 08 292 16 1,05
3 207 1/3 299 1/3 & 1,026
4 307 7/15 305 17/45 16/9 1,005
5 307 1/22 307 1/22 0 1,00

5. Podsumowanie

Liczba iteracji niezbednych dla uzyskania rozwigzania & - dokiadnego
Zzalezy od jako$ci rozwigzania wyjéciowego, wartosci jaka przyjmuje & ,
liczby dostawcéw i zakladéw. Rozwigzanie wyjéciowe mozemy wyznaczyC sto=
sujac inne reguty. Gdybysmy chcieli uzyska¢ rozwigzanie dokiadne zada-
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nia (4) - (7) mozemy wykorzysta¢ zredukowane zadanie Kuhna-Tuckera(14)
- (17), w ktérym pominglibysmy wszystkie zmienne Xige Yij zwiazane z
trasami o przewozach zerowych w rozwigzaniu ¢ - dokitadnym. Tras dodat-
nich powinno byc¢ nie wigcej niz n+m-1.

Zaproponowany algorytm rozwigzuje takze problem transportowo-produkcyj-
ny, w ktéorym dostawcami sg zaklady wydobywajace surowiec, ktéry dostar=-
czany jest do odbiorcéw o okreslonym popycie. Koszt wydobycia okreslony
Jeét funkcja wypukia.

Stosowane podejscie mozemy wykorzystac do rozwigzania problemu trans-
portowo-produkcyjnego, w ktérym funkcja kosztu przerobu jest funkcja
wypukta, ale niekwadratowa. Komplikuje sig wdéwczas rozwigzanie réwnan
kompensacyjnych, ktére beda nieliniowe.
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Algorithm of Equalizing of Marginal Costs for the Transport-Production
Problem with Convex Cost Function

Summary

The paper discusses the problem of such distribution of raw materials
between the plants which produce them that joint transport and proces=~
sing costs should be minimal. This problem was formulated as a-quadratic
programming problem of a special structure. The so-called algorithm of
equalizing of marginal costs was suggested in order to solve this pro-
blem, It allows us to obtain & -~ exact solution of the problem, Numeri-
cal example illustrating the algorithm was given.
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