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ALGORYTM WYRÓWNYWANIA 
KOSZTÓW KRAŃCOWYCH DLA PROBLEMU a) 

TRANSPORTOWO-PRODUKCYJNEGO g 
Z WYPUKŁĄ FUNKCJĄ KOSZTÓW Boa 

1. Wstęp 

W pracy interesować nas będzie problem transportowo-produkcyjny z wy- 
pukłą funkcją kosztów produkcji, Zadania transportowo-produkcyjne z li- 
niowymi funkcjami kosztów znalazły zastosowania w rozwiązywaniu wielu 
problemów gospodarczych. Problem, który nas interesuje może znaleźć za- ; 
Stosowanie w przetwórstwie surowców, zwłaszcza pochodzenia rolniczego. - 
Analizujemy następującą sytuację. Surowiec znajdujący się u dostawców OWA a 
(producentów) należy dostarczyć do zakładów przerabiających go. Wiemy 

t jaka jest podaż każdego dostawcy, znamy jednostkowe koszty transportu od 
każdego dostawcy do każdego zakładu. Wiemy jakie są koszty przerobu su- 
rowca w każdym zakładzie, Koszty te będą różne w poszczególnych zakła- 
dach, w zależności od ich wielkości i nowoczesności, Przyjmujemy, że 
każdy zakład ma określoną nominalną wydajność. Natomiast nie ogranicza- 

my.ilości surowca, którą ma on przetworzyć, Zakładamy bowiem, że zakład 
zawsze może zwiększyć ilość przerabianego surowca pracując na wydłużo- 

nych zmianach, w wolne soboty lub wydłużając czas trwania kampanii, Po- 
woduje to jednak znaczny wzrost kosztów, które rosną szybciej niż wiel- 
kość przerobu. Stąd przyjmujemy, że koszt przerobu da się opisać wypukłą 
rosnącą funkcją zależną od wielkości przerobu. 

W kosztach przerobu ujęte będą tylko te elementy całkowitych kosztów 
Produkcji, które bezpośrednio zależą od wielkości przerobu. Wszystkie 
elementy kosztów niezależne od wielkości produkcji, a będące wynikiem 
decyzji wcześniej podjętych (np. amortyzacja) sę pomijane. Zakładamy, że. 
cały surowiec znajdujący się u dostawców musi być dostarczony do zakła- | 
dów i tam przetworzony. DE 
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Interesujący nas problem polega na ustaleniu takiego planu transportu 
i przerobu surowca, aby łączne koszty transportu i przerobu były mini- 
malne. 

Szczególnym przypadkiem tego problemu może być zagadnienie rozdziału 
buraków między cukrownie minimalizującego łączne koszty transportu i prze- 
robu. Rozdział buraków między cukrownie minimalizujący straty cukru był 

rozpatrywany w pracach [2],[4]. Problem transportu buraków od producentów 
do cukrowni analizowano w pracy [5]. Problem stawiany w niniejszej pracy 
pozwala obydwa elementy uwzględnić w jednym rachunku optymalizacyjnym. 

W pracy sformułowano model postawionego problemu w postaci zadania bę- 
dącego szczególnym 'przypadkiem zadania programowania kwadratowego, Poda- 

no warunki optymalności jego rozwiązania oraz przedstawiono algorytm po- 
zwalający uzyskać rezwiązanie problemu z założoną dokładnością, 

2. Sformułowanie problemu 

Załóżmy, że mamy m dostawców i n zakładów. Dane są jednostkowe ko- 
szty transportu surowca od dostawców do zakładów oraz podaż surowca u 

„każdego dostawcy. Dla każdego zakładu znamy funkcję opisującą zależność 
między kosztem przerobu a wielkością przerobu. Należy ustalić taki plan 
transportu i przerobu surowca, aby łączne koszty transportu i przerobu 
były minimalne. : ą 

Oznaczmy przez: 

C1j - jednostkowy koszt transportu od i-tego dostawcy do j-tego zakładu, 

a, - podaż surowca u i-tego dostawcy, 

X; - ilość surowca przerabianego w j-tym zakładzie, 

Xij 7 ilość surowca wysyłanego od i-tego dostawcy do j-tego zakładu, 

f,0) - koszt przerobu w j-tym zakładzie Xi jednostek surowca. 

0 funkcji f,0%) zakładamy, że jest funkcją wypukłą postaci 
2 1 f = BEŁYY: dzi b,>0O, 303) CjXj + 3% gdzie cj» j? 

Problem rozdziału surowca między zakłady sprowadza się do rozwiązania 
następującego zadania: znaleźć takie wartości zmiennych decyzyjnych X1j' 

, ab x, aby 
m n n 

(1) > 2 *1j%14 + dY f4(%3) = min, , 

t=f j=l Js) . 
n 

(2) DA Xig * 84 (i=1,...,m), 
jt 

1 Por. [4]. zob.np [6] 
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(3) > Kij 7 *j (GG=17:2 2.0) 

(4) Xij 20, 24 >0 (1=L7205 „m;j=1,...,n). 

Ponieważ cały surowiec, jaki otrzymuje zakład, jest w nim przerabiany, 
więc można dokonać redukcji zadania (1) - (4) eliminując zmienne X;:Sto- 
Sując podstawienie (3) do funkcji celu (1) otrzymujemy następujące za- 
danie; 

2 

S4 2, 2 41,7 tj 9, £ (Ż:) aan 
t=1 jsf i=1 

n 

(6) ży" = a, (i=1,...,„m). 
=1 

(7) Xij >0 (is1,...,m; jz1,.+.,N) 

gdzie dyj = Cij + cj: 

Zadanie (5)' - (7) jest zadaniem programowania kwadratowego o specjalnej 
strukturze. Można je rozwiązać stosując jedną z ogólnych metod programo- 

wania kwadratowego np. metodę Beale'a [1] lub metodę Wolfe'a [7]. ze 
względu na rozmiary zadania (5) - (7) oraz jego specjalną strukturę 
takie postępowanie nie byłoby celowe. Zagadnień transportowych w pro- 
gramowaniu liniowym nie rozwięzujemy stosując np. metodę simpleks. Można 
jednak pewne własności jakimi charakteryzuje się rozwiązanie optymalne 
zadania programowania kwadratowego wykorzystać dla sformułowania - pro- 
cedury rozwiązywania zadania (5) - (7). 

Dla ogólnego zadania programowania kwadratowego można utworzyć zada- 
nie dualne oraz zadanie Kuhna-Tuckera określające warunki optymalności 
rozwiązań zadania prymalnego i dualnego.* Sformułujemy obecnie ' zadanie 
dualne i zadanie Kuhna-Tuckera dla zadania (5) - (7), które dalej na- 
zywać będziemy zadaniem prymalnyn, 

Niech yą Oraz y; 20 będą mnożnikami Lagrange 'a związanymi z wa-. 
runkami (6) i (7). Utwórzmy funkcję Lagrange'a dla zadania (5) - (7): 

CIĘ m 2 
(8) L(xij 1Y1:Y1) 3 D; Ż, d1j*ij LA ) (> 1) y 

tad j=1 j=1 , Lef 

m n m n 

M va(es :D> 4) p> PddELI ga 
te] j=1 aso f 

Funkcja Lagrange'a (8) jest różniczkowalna, więc znajdujemy jej po- 
chodne cząstkowe i przyrównujemy je do zera: 

—————— 

2 Jaka jest postać tych zadań zobacz [3] rozdz. 13.7 lub 14.2. 
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ÓL p (9) + dj + 20 | z -yą GYgy 00 (181,...,m: Óx4j Ż j=1,....0). 

Otrzymujemy w ten sposób warunki zadania dualnego. Z warunku (9) wynika 

m 
(10) ag * śug © 20, ( ŻY) = 

i-1 

Podstawiając do funkcji Lagrange a (8) zamiast Yj Prawa Stronę równa- 
nia (10) i dokonując odpowiednich uproszczeń uzyskujemy, że: 

mr ń M 2 

(11) L(X151Y4) =) AzY4 - 2 „(Ż>u) . 
i=1 j=1 i=1 

Zadanie dualne względem prymalnego (5) - (7) będzie następujące: 
znajdź takie Y;' ij" aby 

m n 144) 2 

(12) >, A4Y4 7 >, b (Ż7u) = max 
taf jeń is 

(13) Y4 - 2b, ( Żyu)< du (1=1,...,m; j=1,...,n). 
el 

Możemy teraz podać warunki Kuhna-Tuckera określające optymalność roz- 
więzań zadania prymalnego (5) - (8) i dualnego (12) - (13). Znajdź ta- 

kie Xgj' Va! Vij" aby 

(14) Ż su = a, (1s1,...,m), 
je 

(15) Y4 7 20, | 1) + Yrj 7 duj ae. 

(16) Xij * Vij * O (1is1,...,m; j=t,...,n), 

(17) xij' Yuj 20 (ix1,...,m; js=i,...,n). 

Niech 
(18) kęy(śy) * dj + 2b, (Ż x15) 

m 

gdzie xi = $. x1j' a kj 0%) jest kosztem krańcowym transportu i prze* 
tet 

robu w zakładzie j surowca pochodzącego od i-tego dostawcy przy pro- 
dukcji na poziomie x,. Surowiec ten jest dostarczany na trasie <i,j> , 
stąd o ki (x,) będziemy krótko mówili jako o koszcie krańcowym trasy 

Ki.j). Przyjmijmy ponadto, że 

(19) k, = min WU . 
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Z warunków Kuhna-Tuckera wynika natychmiast następujące twierdzenie. 
Twierdzenie 1, Jeżeli znajdziemy takie rozwiązanie dopuszczalne [71] 

zadania (5) - (7), że 

(20) x, > 0 > ką 0%) = k, , 

to rozwiązanie to jest rozwiązaniem optynalnym., 

Dowód. Aby udowodnić twierdzenie 1 wykażemy, że dla rozwiązania [4] 

można wyznaczyć taki układ RZE) oraz RZEJE że łącznie spełniają warun- 
ki Kuhna-Tuckera, Niech 

(21) Yj = K (1=1,,..,m). 

Wówczas na mocy definicji (18) £ (19) mamy 
Mm 

4 < dy + 2b ( DIEFE | (1=:1,...,M; je1,...,n). 

Wprowadzając zgodnie z wzorem (10) zmienną Y1j > O warunek ten możemy 
zapisac 

m 

(22) Y4 - 2b (u) + Y1j = dz (is1,...,m; j=1,...,n). 
i=| 

Z warunków (20) ,(21),(22) wynika, że jeżeli 

Xi > o =>y; = ką j(84) a tym samym Va) =0. 

Układ ERIE RZJE [71] spełnia więc warunki Kuhna-Tuckera (14)-(17). 

Z twierdzenia 1 wynikają następujące wnioski dotyczące rozwiązania op- 
tymalnego: 

Wniosek 1. Jeżeli trasa 41,1) jest trasą o najniższym koszcie krań- 

cCowym spośród tras wychodzących od i-tego dostawcy, to przewóz na tra- 

site Ci,j) może być dodatni, 
Wniosek 2, Jeżeli trasa <t.j> nie jest trasą o najniższym koszcie 

krańcowym spośród tras wychodzących od i-tego dostawcy, to przewóz na 
trasie (i,j)> musi być zerowy . 

Wniosek 3, Surowiec pochodzący od i-tego dostawcy przerabiany jes: po 
tym samym koszcie krańcowym przez wszystkich jego odbiorców. 

3. Algorytm wyrównywania kosztów krańcowych 

Idea procedury, którą proponujemy dla rozwiązania zadania (5) - (7) po- 
lega na: 

(a) wyznaczeniu możliwie najlepszego rozwiązania wyjściowego, 

(b) poprawie kolejnych rozwiązań poprzez wyrównywanie kosztów krańco- 
wych. 
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Ciąg rozwiązań, jaki uzyskujemy poprawiajęc kolejne rozwiązania nia 
musi być skończony, chociaż powinien być zbieżny, czyli granicą tego 
ciągu powinno być rozwiązanie optymalne. W przypadku, gdy kolejne roz- u 
wiązanie nie spełnia kryterium optymalności, musimy przerwać obliczenia k 
zadowalając się rozwiązaniem przybliżonym. Chcielibyśmy wówczas jednak 
wiedzieć, jaka jest dokładność rozwiązania przybliżonego. Ponieważ nie J 
znamy rozwiązania optymalnego, możemy tylko podać, o ile maksymalnie 
(w najgorszym przypadku) odbiega wartość funkcji celu dla rozwiązania k 
przybliżonego od wartości funkcji dla rozwięzania optymalnego, Z zależ- 
ności zachodzących między wartościami funkcji celu dla rozwiązań zada- 
nia prymalnego i dualnego wynika, że k 

o (23) wp, | > wpeg, | > vy |: 

gdzie: wę, | - wartość funkcji celu dla przybliżonego rozwigzania 

|.) [4] 
w [44 - wartość funkcji celu dla optymalnego rozwięzania i 

[-ż,). i ij ci 
yyy ] - wartość funkcji celu dla przybliżonego rozwięzania 

Pp „Pp ; p |1y4] sprzężonego z rozwiązanien [xq, | . 

Z nierówności (23) otrzymujemy, że or 

p - o p - p „p "|8,] 7 "Fis ] <"P] obi194]. 
Oznaczmy przez dg [ę,] - dokładność bezwzględną rozwiązania przybliżo- 
nego ESĘ Mamy zatem 

P |. P - P yP| a Po L yPy,P |<2, | = w|>f, | spryt | Ż (kij 7 Y4)%ij » 

1,3) Ry 

gdzie Rp - zbiór tras o przewozach dodatnich w rozwiązaniu [d,]: 
* 

Dla odrzucenia lub przyjęcia rozwiązania przybliżonego lepiej stosować 
dokładność względną, według wzoru: 

|.) ; wp | 
a, 7, | = ——— "RER . 

[4,4] 
Jeżeli a, pf, | < 1+€ , to będziemy mówili, że rozwięzanie jest € - doe h 
kładne. zy 

Algorytm, który proponujemy sprowadza się do wykonania następujących 
kroków: 
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Krok 1. Wyznaczenie dopuszczalnego rozwiązania wyjściowego. 
Krok 2. Sprawdzenie, czy uzyskane rozwiązanie spełnia kryterium opty- 

malności, Jeżeli je spełnia, idź do kroku 5. Jeżeli nie spełnia, idź do 
kroku 3, 

Krok 3. Sprawdzenie, czy uzyskane rozwiązanie osiągnęło € - dokładność. 
, Jeżeli tak, to przechodzimy do kroku.6, Jeżeli nie, idziemy do kroku 4. 

Krok 4. Poprawa uzyskanego rozwiązania poprzez wyrównywanie kosztów 
krańcowych. Idź do kroku 2. 

Krok 5, Koniec obliczeń. Posiadane rozwiązanie jest optymalne. 
Krok 6. Koniec obliczeń, Uzyskane rozwiązanie jest rozwiązaniem € - do- 

kładnyn, 
Omówimy teraz dokładniej poszczególne kroki algorytmu: 
Krok _1 - wyznaczanie rozwiązania wyjściowego. 
Najpierw ustalamy początkowe koszty krańcowe według wzoru 

o kij C1j + cj = dzy 

i zestawidmy je w postaci tabeli kosztów krańcowych (zobacz tabela 1). 
Następnie dla pierwszego dostawcy znajdujemy trasę o najmniejszym kosz- 
Cie krańcowym, czyli taką trasę C1,r)> , że. 

o o kar = zh (<,] 

oraz całą podaż pierwszego dostawcy kierujemy na trasę (1,r>, czyli 

Xp 5 81 - 

Tabela 1 

j i 1 2 n a; 

o o o 1 k44' kąg:***+ kan 84 

o o o 2 k21* ką2:'*:1 Kan | 82 

o o o m ka,1 ka 2**** kan an 

Modyfikujemy wtedy koszty krańcowe tras r-tej kolumny tabeli zgodnie 
z wzorem 

kj_s Ki, + 2b_ay (i=1,...,m), ir 
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przyjmując ponadto, 

kij 5 kjj (11,...,m), (Je1,....nAjęr). 
Potem przechodzimy do następnego dostawcy i powtarzamy powyższe zabiegi 

modyfikując po każdym przydziale koszty krańcowe. Postępowanie to powta- 
rzamy ogółem m-krotnie. 

Krok_2 - sprawdzenie kryterium optymalności, 

Mając ustalone w t-tej iteracji rozwiązanie dopuszczalne zadania (5) - 
(7) dla każdego dostawcy obliczamy różnicę między największym kosztem 
krańcowym realizowanym, a kosztem krańcowym minimalnym według wzoru: 

Fo wp da Ado” 
gdzie BĘ jest zbiorem zakładów, do których w t-tej iteracji dostarcza 
surowiec i-ty dostawca. 
Jeżeli N ZUAŁO 

. i , 

L 

to kończymy postępowanie, gdyż posiadany plan przewozów spełnia kryte- 
rium optymalności, czyli jest planem optymalnym, 
Jeżeli natomiast 

V z >o, 

to przechodzimy do sprawdzenia dokładności posiadanego rozwiązania. 

Krok 3 - sprawdzenie dokładności rozwiązania 
Jeżeli rozwiązanie zadania prymalnego [4] nie spełnia kryterium op- 

tymalności, to ustalamy sprzężone z nim rozwiązanie zadania dualnego ob-= 
liczając Yi zgodnie z wzorem: 

t t Yą =-min (x (1=1,...,m). ttyy m bad) 
Ustalamy następnie 

t 

apis] - > - v(%441Y4) 
Jeżeli 

d, [ży] <i+t, 

to rozwiązanie jest € - dokładnym i kończymy obliczenia, 
Jeżeli natomiast 

a, [24 | 51%, 

to przechodzimy do poprawy aktualnego rozwiązania zadania pierwotnego, 
Krok 4 - poprawa rozwiązania poprzez wyrównywanie kosztów krańcowych. 
Wśród dostawców szukamy takiego dostawcy s, że 
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WEG ASO DZ CAC 
oraz formułujemy dla niego równanie kompensacyjne. Rozwiązanie tego rów- 
nania wyznacza, ile należy przerzucić surowca z trasy o największym kosz- 
cie krańcowym na trasę o najmniejszym koszcie, aby koszty te się zrów-. 
nały. Załóżmy, że trasą o największym koszcie jest trasa 4s.1) „a tra- 
Są o najmniejszym koszcie trasa 4s.r> .„. Wówczas równanie kompensacyjne 
S-tego dostawcy ma postać: 

(2b + 2b_) dx z zj 

t gdzie z5 - różnica między kosztem krańcowym maksymalnym a kosztem mini- 
malnym w t-tej iteracji dla s-tego dostawcy, 2b; - tempo 
wzrostu kosztu krańcowego. l-tego odbiorcy, 2b, - tempo wzro- 
stu kosztu krańcowego r-tego odbiorcy, /Ax - ilość surowca, 
którą należy przerzucić z trasy (8,1) na trasę Ćs.r> > 

Następnie sprawdzamy, czy 
t 

ja 

(24) Ax = SZCZE 2bj+2b_ © s.l 

Jeżeli tak, to na trasie 4s.1) zmniejszamy przewóz o JAx, a na tra- 
Sie (s,ry zwiększamy przewóz o Ax oraz odpowiednio modyfikujemy 
koszty krańcowe w l-tej kolumnie zmniejszając je o A x-2b,, a w kolum- 

nie r-tej zwiększając je o A x-2b_. 
Jeżeli natomiast nierówność (24) nie jest spełniona, to na trasie 

4s,1) likwidujemy przewóz, zwiększając go na trasie Ks.» o xę 1 u 
, 

modyfikujemy odpowiednio koszty krańcowe w kolumnach 1 i s. 
Wybór dostawcy, dla którego różnice w kosztach krańcowych sę najwięk- 

sze pokazuje nam w jakim kierunku powinniśmy się przesuwać, aby dojść 
jak najszybciej do rozwiązania optymalnego. Niestety likwidując tę róż-- 
nicę u jednego dostawcy, zwiększamy je u nich, chociaż generalnie łącz- 
na ich wartość zmniejsza się. Dlatego trudno na tej drodze postępowania 

uzyskać rozwiązanie dokładne. 

4. Przykład 

Przyjmijmy, że mamy czterech dostawców i trzy zakłady. Funkcje kosztów 
Przerobu dla poszczególnych zakładów są następujące: 

f,(x,)=6x, + x2 f30x5) =SXAP4N0 5x2 f-(X2)=13X +1 5x7 1500. ae OWIES LI ów a, 3 AA A x) mc) "88 póntx. 

Koszty jednostkowe transportu oraz podaż dostawców przedstawia tabela 2. 
Pokażemy jak stosując algorytm wyrównywania kosztów krańcowych otrzymamy 
rozwiązanie € - dokładne, gdzie €s= 0,01, 
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Tabela 2. 

3 c 1 2 WATY 

SĄ ZA SPARE 27 

2 9 | 13 6 | 8 

3 40-70 WILG BIŻ 

ROPA WZ ZAL C 

/ 
Tabela śe 

o Kij 1 2 3 a; 

p 16 v/ 14 2 

Ż 
2 15 18 EJ 8 

if 10 de 17 4 

Zi 8 5 6 
t 

Ustalamy początkowe koszty krańcowe, zgodnie z wzorem: 

Zestawienie tych kosztów krańcowych zawiera tabela 3. Następnie wyznacza- 
"my trasy dostaw dla poszczególnych dostawców, modyfikując po każdym przy- 

dziale koszty krańcowe. Wyjściowe rozwiązanie wraz z aktualnymi koszta- 
mi krańcowymi przedstawia tabela 4. W tabeli tej koszty krańcowe podane 
są w lewym, górnym rogu każdej kratki, natomiast w prawym, dolnym 
kratki podano dodatnie przewozy. Tabela ta zawiera w ostatnich kolumnach 

k? 
ij = Cij + cj . 

wartości z, oraz y,. 

Tabela 4 

1 k ij 1 1 4 2x4 xa 3X3 Ie zy 

Xij | 

1 24 15 38 15 [o) 
k [2 

2 23 26: 33 23 10 
[8 

ł 18 20 41 
3, ra 18 [e) 

4 

4 26 16 29 "106 [o) 
[6 

1 4 8 8 *j 

Ponieważ Z: = 10, 

, sprawdzamy, czy jest 

więc rozwiązanie wyjściowe nie jest optymalne i 

€ - dokładne: 
1 a, | ] = 1,33 > 1,01. 

rogu 



i 3 , 3 A ; 
BErzelhodźiny zatem do poprawy tego rozwięzania, Dla drugiego dostawcy Z 

istnieje trasa o mniejszym koszcie krańcowym od kosztu trasy realizują- 

cej dostawy. Na. trasę Ć2,1) trzeba skierować część przewozu z trasy 
<, 3> . Równanie kompensacyjne dla drugiego dostawcy ma postać ; 

(2 + 3JÓx »= 10. 
" Mamy więc © j 
1 dx BOZIRBI 

Na trasie 42,1) zwiększymy przewóz o 2, a na trasie 2,3) zmniej- 
szymy o 2. Nowe rozwiązanie wraz z aktualnymi kosztami krańcowymi zawie- 
ra tabela 5. Ponieważ dalej E b 23 są dodatnie, więc rozwiązanie 

Jest nieoptymalne. Liczymy także 
; | 

d,, [4 |- 1,05> 1,01. 

Rozwięzanie nie jest jeszcze € - dokładne, więc je poprawiamy. Równa- 
nie kompensacyjne dla trzeciego dostawcy jest postaci: 

(442) Xim 2) 
więc 

MK Ax s 2/3 £4. 
Tabela 5 

kS 
i i 2 2 J 2x1 X2 3X3 Yi zę , 

ij 

28 15 32 / 1 [27 uk: [e) 2 

27 26 27 j 
2 Ta [| 26 . 

| JC! 20 | 35 20 2 Gd 

4 30 16 23 16 0 

e i xi 6 8 6 

Przesuwany 2/3 jediostki z trasy Ć3,1) na trasę (3,2) . Nowe rozwiąza- RDA i 
nie z bieżącymi kosztami krańcowymi zawiera tabela 6. Ponieważ 

zj : = 4/3>0,a dw [eż] = 1,026, więc rozwiązanie nie jest optymalne, 

' ani nawet €- dokładne. Rozwiązując równanie kompensacyjne dla drugiego PY 
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7 Tabela 

k3 
ij 3 3 x3 2x1 Xo 3x3 Yi Zi 

ij 

1 26 2/3 15 2/3 32 15 2/3 o 
. 

2 25 2/3 26 2/3 27 25 2/3 4/3 
EF | 6 

20 2/3 20 2/3 35 20 2/3 
3 0 10 = 2/3 

28 2/3 16 2/3 23 16 2/3 o 4 

6 

x 5 1/3 8 2/3 6 

Tabela 7. 

kż ją i 4 J x4 2x4 X2 3X3 Yj z; 

ij 

AE 27 1/5 15 2/3 31 Ę 1532/74 0/6030 
2 

1 1 1 26 £ 26 2/3 26 £ 26 © ; 
e JĄ zki1 15 15 

1 1 2 3 21 5 20 2/3 34 Ę 20 Ź 8/15 
10/3 2/3 

29 Ł 16 2/3 22 1 16 2/3 o 4 5 5 
u x[6 

x 5 3/5 8 2/3 5 11/15 

dostawcy uzyskujemy 
Nowe rozwiązanie i bieżęce 
nie jest nieoptymalne, gdyż --k! 

Ax = 4/15 <2 i na trasę <2,1) przesuwamy 4/15, 
koszty krańcowe zawiera tabela 

4 2 2/15, 
7. Rozwiąza- 

ale dw [eż] s 1,005, czyli jest 



g 39) BE 

€- dokładnym. Kończymy więc postępowanie. Rozwiązanie optymalne rozważa” 

nego problemu podano w tabeli 8. Tabela 9 przedstawia dokładność kolej- a 

nych rozwiązań. ze 
SASA 

Tabela 8 a 
Ś 

5 j k 2x a 33) | 
4) 5 1 Xa 3Xz Yi zj H 

ij | ŚL 

10 —10 20140 10 s 26 qq 15 qq 30 qq 15 rq a 

1 2 o Aa 
SÓW 

10 10 1 10 ASA 25 26 = 25 z 25 | 
2 11 11 11 al) Ao ; : 

26/11 10/11 62/11 | 

10 10 10 10 
> 20 11 20 iT 33 11 20 1 

34/11 Ę 

10 10 10 10 i | 7 28 TI 16 TT 21 11 16 TT [o) | 

/ 6 Ę | 
p Ę: , Ą 

Ż, 5 5/11 8 10/11 5 7/11 pa 

„Tabela 9 Bri 
i , | A , zd f A 

Nr ut t t t t j » U roz. wą, ] [sty y: | ax, | a,[<ż,] BA | 
t j AĘ 

! 1 318 238 80 1,33 >o BARA j ; $ AN 
2 308 292 16 1,0580 Ą 

3 307 1/3 299 1/3 6 1,026 | 
4 307 7/15 305 17/45 16/9 1,005 KŻ 
5 307 1/22. 307 1/22 o "1,00 | 

z 4 A 

5. Podsumowanie wy | 

Liczba iteracji niezbędnych dla uzyskania rozwięzania € - dokładnego j | 
zależy od jakości rozwiązania wyjściowego, wartości jaką przyjmuje € „ * ERY 
liczby dostawców i zakładów. Rozwiązanie wyjściowe możemy wyznaczyć sto- 
sując inne reguły. Gdybyśmy chcieli uzyskać rozwiązanie dokładne zada- Ę 

A h | 



TER TOWA TWP ZĘ, 

EOT 

[4] Pluta M., Różański T., Nieliniowy model optymalnej kampanii cukrow- | 

= [Z] Wolfe P., The Simplex Method for Quadratic Programming, Quarterly of 

- programming problem of a special structure. The so-called algorithm of 

blem. It allows us to obtain € = exact solution of the problem, Numeri- 

"nich powinno być nie więcej niż n+m-1i. 

[2] Czerwiński z., Matematyka na usługach ekonomii, PWN, Warszawa, 1984. 

nia (4) - (7) możeny wykorzystać zredukowane zadanie Kuhna-Tuckera(14) 

- (17), w którym pominęlibyśmy wszystkie zmienne Xij” Yij związane z 
trasami o przewozach zerowych w rozwiązaniu € - dokładnym. Tras dodat- 

Zaproponowany algorytm rozwiążuje także problem transportowo-produkcyj- 
ny, w którym dostawcami są zakłady wydobywające surowiec, który dostar- © 
czany jest do odbiorców o określonym popycie. Koszt wydobycia określony. 
jest funkcją wypukłą. 

Stosowane podejście możemy wykorzystać do rozwiązania problemu trans- 
portowo-produkcyjnego, w którym funkcja kosztu przerobu jest funkcją 
wypukłą, ale niekwadratową. Komplikuje się wówczas rozwięzanie równań 
kompensacyjnych, które będą nieliniowe. 
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RUEEHIN. of Equalizing of Marginal Costs for the Transport-Production 
Problem with Convex Cost Function 

Summary 

The paper discusses the problem of such distribution of raw materials 
paco the plants which produce them that joint transport and proces-- 
sing costs should be minimal. This problem was formulated as a-quadratic 

equalizing of marginal costs was suggested in order to solve this pro- 

cal example illustrating the algorithm was given. 


