Piotr MACKOWIAK

O ISTNIENIU DODATNIEGO
ROZWIAZANIA ZADANIA .
MAKSYMALIZACJI UZYTECZNOSCI
KONSUMPCJI

Dodatnio$¢ rozwiazania zadania maksymalizacji uzyteczno$ci konsumenta jest
istotna dla badania jego wiaSciwosci za pomoca rachunku rézniczkowego
(badanie wrazliwos$ci rozwigzania, mozliwo$¢ skorzystania z twierdzenia
o funkcji uwiktanej dla wyprowadzenia funkcji popytu i badanie jej wtasnosci').
Standardowym sposobem jej zapewnienia jest odrzucenie sposréd argumentow
funkcji uzytecznoSci tych, ktérych racjonalny konsument nie uwzgledniat
w wybranym, przy danych cenach i dochodzie, koszyku débr lub przyjecie
zalozenia, ze rozwigzanie jest dodatnie?). Ponizej probujemy odpowiedzieé¢ na
pytanie, kiedy problem braku dodatnio$ci nabywanego koszyka si¢ nie pojawia.

Zatozenia:

1) U:X— R, X=R"?, ciagla funkcja uzytecznosci;

2) Vx,yeint X:(x=y,x#y) = Ux) > U®);

3) Vx,yeintX, x#y: Ux)=U@y) = (Vie(0,1): Ultx+(1—1)y)>U®));

4) Vx#y,x>0: (Ux)=U(®y)) =y>0.

! E. Malinvaud, Lectures on microeconomic theory, North-Holland, 1972, s. 29.

2 Ibidem, s. 30; K. Lancaster, Mathematical economics, Macmillan, 1968, s. 121;
E. Panek, Ekonomia matematyczna, Wydawnictwo AE w Poznaniu, Poznan 2000, s. 51.

> Przez R’ oznaczamy zbiér wektoréw o wszystkich wsp6irzednych rzeczywistych
nieujemnych.
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Zatozenia 1) — 3) sa standardowe w neoklasycznej teorii zachowania sie
konsumenta*. Zatozenie 4) zapewnia, ze rozwiazanie zadania maksymalizacji
uzytecznoSci:

x=argmax U(x),{p,x)<m,x=0, p,m>0 (*)

jest dodatnie, choé nie jest to warunek konieczny jego dodatnio$ci®.

Zatozenie 4) stanowi, ze obszary obojgtno$ci wyznaczone poprzez punkty
o wszystkich wspéirzednych dodatnich nie maja elementéw wspdlnych z brze-
giem zbioru X, traktowanego jako podzbidr przestrzeni R". Funkcja spetniajaca
1)-3), a niespetniajaca 4) jest na przyktad

1200012
U(xl,x2)=x1/ +x2/ =0l

Dla powyzszej funkcji rozwigzanie (*) jest dodatnie dla dowolnych dodat-
nich warto$ci parametréw p, m.
Zdefiniujmy

VX e X o= (e ARE=17 el 1.5 n} :x;=0}.

Twierdzenie 1. Niech zalozenia 1) i 2) bedq spetnione. Wtedy spetnienie
zatozenia 4) jest rownowazne zachodzeniu réwnosci B=C, gdzie

B={xe X: U(x)=U(0)}, C={xe X: A_#3}.

Dowoéd
Dostatecznosc¢

Niech B=C. Zatézmy, ze U(x)=U(y), x>0, x#y. Woéwczas x¢B, co
oznacza, ze y¢ B=C, czyli A = @. Ostatecznie y>0.

Koniecznos¢
Zatézmy, ze istnieje xe X : A_#@, U(x)>U(0) (tj. xe C\B; B < C za-
chodzi zawsze). Zdefiniujmy wektor y nastgpujaco: y;:=x; dla j ¢A, Y =g,
dla je A, gdzie £>0 jest pewna liczba. Mamy zatem y>0. Ze Scislej
monotonicznod$ci (na wnetrzu dziedziny) funkcji U mamy U(y) > U(x) > U(0).
Z ciagloéci funkcji U wynika, ze istnieje® y’ € (0, y) takie, ze U(y')=U(x)’. Stad
otrzymujemy sprzeczno$¢ z 4), gdyz y'>0,a A_#@. °
c.n.d.

* D. Katzner, Walrasian microeconomics. An introduction to the economic theory of
market behavior, Addison-Wesley, 1988, s. 44; E. Panek, op. cit., s. 49.

5 Katzner, op. cit., s. 44.

8 Vx,yeX (x,y):={ze X: z=tx+(1—1)y dla pewnego 1€ (0, 1)}.

" W. Rudin, Podstawy analizy matematycznej, WN PWN, Warszawa 1996.
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Przy zalozeniach 1) i 2) warunek 4) jest rOwnowazny temu, ze zbilr
punktow indyferentnych z O jest identyczny z brzegiem przestrzeni X trak-
towanej jako podzbiér R". Warunki 1), 2) i 4) spelnia na przyktad funkcja typu
Cobba-Douglasa.

Jaki jest warunek konieczny i wystarczajacy, aby rozwiazanie (x) X byto
dodatnie dla dowolnych dodatnich p, m, gdy funkcja U spetnia zatozenia 1)-3)?

Twierdzenie 2. Niech zatozenia 1)-3) beda spetnione.

Vp,m>0:5>0=VyidxeX: (p,xd)<m, Ux)=U®), x+3>0,

gdzie y€ X, A.ﬂé@ oraz ye argmax U(z), {p,2)=m,A,#0, z€ X.

Dowéd
Dostatecznos¢

Wezmy wektory x, y speiniajace zatozenie. Jesli U(y)=U(0), to x>0.
Zat6zmy, ze U(y)>U(0). Przy zalozeniach 1) i 2) istnieje taki wektor
x'e (0,x+y), ze U(x")=U(x). Wystarczy zatem ograniczy¢ si¢ do przypadku,
gdy xeint X. Z 1)-3) wynika, ze 3 z € (x, ) takie, ze U(z) > U(y). Uzasadnijmy tg
ostra nieréwno$¢. Zatézmy, ze

Vze (x,9): U <U®G).
Jesli istnieje

26 (%, ¥): U@@=U(),
to z 3) otrzymujemy, Ze istnieje

Z’€(x2): UE)>UX)=UQ),

co prowadzi do sprzecznoS$ci z tym, ze

Vze x3): UR)SUQ).
Zatem

Vze (x,9): UR)<UG®).
Poniewaz przy zatozeniach 1), 2)

Ux+9)>Ux)=UF), a Vzexy:UR@<UQ,
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wigc znéw z 1) i 2) wynika, ze istnieje taki punkt
’ 1 = - . . ’ - 1 -
Z e(i(x+y),x+y) cantEXie & 7e U(z)=U(x)=U(y)>U(§(x+y)].

Z zatozen 1) i 3) wynika, ze istnieja takie punkty

1 1 1 1
v’e(x,i(x+)7)), v”e(i(x+y), )7) oraz ve(i(x—i—y), z’) = (i(x+)7), (x+j)),
ze

U(v’)=U(v”)=U(v)>U(%(x+)7)).

Otrzymujemy sprzeczno$¢ z zatozeniami 1) i 2). Tym samym wykazaliSmy, ze

dze(x,y): UR)>UQ).

Ustalmy taki wektor z € (x, ), U(z) > U(¥). Poniewaz x € int X a X jest wypukly,
wigc z> 08, Z wypuktosci zbioru rozwiazan dopuszczalnych wynika, ze {p, z) <m.
Jednocze$nie musi byé U(%) = U(z) > U(y). Z definicji y wynika, ze X>0.
Koniecznosc

Zatézmy, ze U(y)> U(0).
Z jednoznaczno$ci wektora rozwigzai X otrzymujemy
Vp,m>0: U >U().
Poniewaz U jest funkcja ciagla, zatem
dy'e0,%: UY)=U®).
Jednoczesnie y’ +y>0. Wystarczy przyjac x=y'.
Niech U[@)=U(0).

Wtedy wystarczy wziaé taki wektor x, ze X;=¢, JjE Ay_ oraz x j=0, jé¢ A)., dla
dostatecznie matego ¢>0. !

cnd.

Przy zalozeniach 1)-3) dodatnio§¢ rozwiazania (x) jest zapewniona, gdy
biorac dowolny ,,najlepszy” koszyk z brzegu zbioru koszykéw dopuszczalnych,
lezacych w ptaszczyZnie budzetowej, znajdziemy taki koszyk dopuszczalny,
ktéry ma identyczng uzyteczno$¢ jak wybrany powyzej koszyk i suma po-
szczegblnych wspobtrzgdnych obu koszykéw jest dodatnia. Jest to jednoczesnie
warunek konieczny istnienia dodatniego rozwigzania.

8 H. Nikaido, Convex structures and economic theory, Academic Press, 1968, s. 20.

16 Zeszyty Naukowe
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Kolejne twierdzenia 3 i 4 wyjaSniaja zwiazek miedzy zalozeniem 4)
1 zachowaniem si¢ funkcji U na brzegu jej dziedziny.

Twierdzenie 3. Niech bedzie spetnione zatozenie 1). Jesli spetnione jest
zalozenie 4), to

Vxebnd X: U(x)=U(0).

Dowdéd

Niech yeX, A,#@, U(y)>U(0). Wezmy ciag (x)2, cintX, x'—y.
Istnieje wtedy taka naturalna liczba N, ze jesli i> N, to U(x')> U(0). Ustalmy
dowolna liczbe naturalng i> N, wtedy U(x7)>U(y) lub U(x7)$U(y). W obu
przypadkach

(U(0), U(x")) n(U(0), U®y)) #2.

Stad Jx,y": xe(0,x'), y' (0, y) takie, ze U(x)=U(y"). Ostatecznie otrzymuje-
my, ze x>0 oraz Ay,;éﬁ, co jest sprzeczne z zalozeniem 4).
c.n.d.

Twierdzenie 4. Niech zalozenia 1) i 3) bedq speinione, X=R",, n=>2. Jesli
YV xebnd X zachodzi U(x)=U(0), to spetnione jest zatozenie 4).

Dowéd
Jesli xeintX, to U(x)>U(0), (z zalozenia 3)), kazdy bowiem punkt
z wnetrza X da si¢ przedstawi¢ jako wypukta kombinacj¢ punktéw z brzegu.
Jesli teraz U(y)=U(x) > U(0), to y>0. W przeciwnym razie U(y)=U(0) i tym
samym dochodzimy do sprzecznoSci.
cimd:

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3 nie jest prawdziwe (wystarczy
wziaé funkcje U(x)=0, x>0). Twierdzenie 4 nie jest prawdziwe dla n=1
(kontrprzyktadem jest funkcja U(x) =x(1 —x), x=0).
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