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WYBOR PORTFELA PAPIEROW
WARTOSCIOWYCH NA PODSTAWIE
ROZKEADOW MOZLIWOSCI

Wprowadzenie

Od czasu opublikowania przez Sharpe’a i Markowitza modeli doboru papieréw
wartosciowych do portfela nie stabnie zainteresowanie matematycznym mode-
lowaniem zjawisk zachodzacych na rynku papieréw wartosciowych. W artykule
przedstawiona zostala metoda konstrukcji portfela papier6w warto$ciowych
zbudowana na podstawie teorii zbioréw rozmytych i zbioréw przyblizonych.
Teorie te pozwalaja na przetwarzanie informacji niejasnych, nieprecyzyjnych,
ktére sg zwigzane z ludzkim mys$leniem i postrzeganiem $wiata, a w szczegdlno-
sci takze ze sposobem myslenia inwestoréw oraz ich oceng aktualnego stanu
rynku, spotek gietdowych, gospodarki oraz przewidywaniem stanéw przysztych.
Wychodzac od podstawowych pojec teorii zbiorow rozmytych L. A. Zadeh po-
dat w 1978 roku [5] koncepcj¢ nazwang pozniej teorig mozliwosci (ang. possibi-
lity theory). Dotyczy ona operowania danymi okre$lonymi w postaci liczb lub
wektorow rozmytych przy okreslonej dla nich funkcji przynaleznosci, nazywa-
nej rozktadem mozliwosci (ang. possibility distribution). Jest to podejscie analo-
giczne do analizy danych i predykcji opartej na zmiennych losowych i rozkla-
dach prawdopodobienstwa. Rozklad mozliwosci jest jednak wyznaczany nie
tylko na podstawie informacji z przesztosci, ale jest rOwniez reprezentacja wie-
dzy, doswiadczenia i intuicji (naszej, eksperta), pomagajacej przewidzieé przy-
szte stany rynku.

Wybor portfela jest typowym problemem decyzyjnym z zakresu inzynierii
finansowej. Opinie ekspertéw moga grac tu istotng rolg. Modele oparte na takich
opiniach oferujg wigc nowy sposéb wyboru portfela papierow wartosciowych.
Migdzy modelami opartymi na prawdopodobienstwie a modelami opartymi na
teorii mozliwosci istnieje wigc istotna réznica. Pierwsze sa odzwierciedleniem
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pogquju, ze na przyszly stan rynku ma wplyw czesto$é wystgpowania i wielkos¢
Wahari Pewnych wartoéci w przesztoéci. Drugie, uznajac wplyw przesziosci,
Wprowadzaja jako wazne opinie ludzi. Poniewaz uwazam, ze wiedza ludzi
a C’quto trudno mierzalne opinie) jest wartosciowa przy przewidywaniu zacho-
Wan ludzi, wiec rozsadne wydaje si¢ zastosowanie ponizej przedstawionego
Modelu do badan rzeczywistego rynku papieréw wartosciowych.

Rozklag mozliwo$ci

Niech x bedzie n-wymiarowym wektorem o wspétrzednych rzeczywistych, tzn.
Nk .oe» Xy ]Te R™ Rozktad mozliwosci to funkcja 7z: R” — [0, 1] taka, ze

) Ixe R z(x) =1,

2) zbiér A, = {x: 7(x)>a}, gdzie ae[0, 1], jest wypukly,

3) funkcja 7 jest ciagla.

Czgsto postuluje si¢, aby warunek 1) byt spetniony dla dokladnie jednego
Wektora x R". Szczegdlnym przypadkiem jest funkcja 7z okreslona wzorem

7(x) = exp{—x"Ix}, M

8dzie I jest macierza jednostkowa stopnia »n. Poniewaz I jest dodatnio okreslona,
Aatem 7 (x)€[0, 1], przy czym warto$é 1 osiggana jest wylacznie dla wektora 0,

?iZy. Wanego wektorem centralnym (ang. center vector). Macierz I nazywana jest
Macierzg rozrzutu (ang. spread matrix).

. Na podstawie zasady rozszerzania mozna wykazaé, ze przeksztalcenie li-
Niowe

REAHE S SV Y = 014
okreslone wzorem
y =F:(x-b),

8dzie Foyn jest macierza przeksztalcenia taka, ze rzFF' = m, a b jest pewnym
Wektorem przesunigcia, nie zmienia typu funkcji przynaleznosci z. Dokladniej,
Przeksztalcenie P przypisuje wektorowi x o funkcji (1) wektor y o funkcji przy-
Naleznogei

7i(y) = exp {—(y-Fb)" (FF")"' (y-Fb)}.

Przeksztatcenie liniowe moze wigc zmieni¢ jedynie wektor centralny i roz-

Tzut, a nie typ funkcji przynaleznosci. Ostatecznie kazdy wektor rozmyty A,

¢dacy wynikiem przeksztalcenia liniowego wektora o funkcji przynaleznosci (1)
Moze by¢ okreslony za pomoca funkcji przynaleznosci postaci:

7y (x)=exp{~(x~a)' D (x-a)}, )
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gdzie a=[a; a; ... a,] jest wektorem centralnym, natomiast D, symetrycznd,
dodatnio okre$lona macierza rozrzutu. Dalsze rozwazania prowadzone bgdd
wyltacznie dla funkcji o tej postaci.

Rozwazmy ciag {X;}i-1,..,m wektorow xi=[x; xp ... xin]" stop zwrotu 7
papieréw warto$ciowych w m okresach poréwnawczych. Niech z kazdym wek-
torem x; zwiazany bedzie stopien A (0, 1], okreslajacy wazno$é wektora x; dl
kolejnego stanu rynku. Stopien ten wyraza przekonanie eksperta (decydenta)
o podobienstwie obecnej sytuacji rynkowej do sytuacji przeszlych, a zatem
o mozliwosci wystapienia warto$ci stop zwrotu w przyblizeniu takich jak te,
ktore wystapily w przesztosci. Zatézmy, ze stopnie &; zwiazane sg z pewng funk-
cja przynaleznosci typu (2), czyli moga byé wyznaczone jako wartosci za (X))
takiej funkcji dla pewnych a i D4 albo przyblizone takimi wartosciami. Ustale-
nie parametréw jednej tego typu funkcji jest trudne i mato dokladne, dlateg0
lepsze jest wyznaczanie dwoch funkcji o takim samym wektorze centralnym,
lecz réznych macierzach rozrzutu D, i D;. W tym przypadku funkcje 7, i 7
nazywane sa gérnym i dolnym rozktadem mozliwosci. Muszg by¢ dopasowane
tak, aby

Vxi: (X)) = by > 71(X)).
Wyznaczajac macierz D,, minimalizuje si¢ warto$¢ funkcji celu
FCy= mu(X1): mu(X2) - ... 7y (Xm)

przy warunkach z,(x;)2h; dla i=1, ..., m, natomiast wyznaczajac macierz D
maksymalizuje si¢ warto$¢ funkcji

FC = mx1)  m(X2): ...  m1(Xm)

przy warunku 7(x;)<h; dla i=1, ..., m. Graficznie funkcje 7, i mj mozna przed-
stawic jak na rysunku 1.

Ty

|

= | | S

-

X1 X X3 X4 X Xe X7 Stopy zwrotu

Rys.1. Wykres dolnego i gornego rozkladu mozliwosci
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W tym przypadku rozwazamy jeden walor w siedmiu okresach porownaw-
€zych, przy €zym najwigksze znaczenie dla przysztosci ma x4.
. .VY¥Znaczenie gornego rozkladu mozliwosci polega na znalezieniu minimal-
1) funkcji typu (2), ktérej wartoéci ograniczajg z gory wartosci /; dla kazdego x;.
YZnaczenie dolnego rozktadu polega na znalezieniu maksymalnej funkcji
Ypu (2), ktérej wartosci ograniczaja z dotu wartosci /; dla kazdego x;.

Wybér portrela papieréw warto§ciowych

Niech r= [r1 7 ... r,]" bedzie wektorem wag n papieréw wartos’cim_zvych
X Szukanym optymalnym portfelu. Stopa zwrotu portfela jest wowczas liczbg
;zeczywiStqZ = r'.x, gdzie x jest wektorem st6p zwrotu poszczegdlnych n wa-
ordw,

Zatozmy, ze wektor x zwigzany jest z pewnymi rozkiadami mozliwosci

71u(X) = exp{—(x—a)" D, (x—a)} 3)
Oraz

-1
m(x) = exp{—(x—a)" Dy (x—a)}. 4)
Woéwezas stopa Z zwrotu portfela jest liczba rozmyta, a jako wynik liniowego
Przeksztatcenia wektora x zwiazana jest z rozktadami
Tu(D)=exp{~(Z-r'a)' (r'Dur)" (Z-r'a)}
Oraz
m(Z)=exp{—(Z-r'a)  (r'Dir)" (Z-r'a)},
.gdZTie r'a Jjest wartoscia oczekiwang stopy zwrotu portfela, natomiast r'D,r
1T Dirto liczby interpretowane jako gérna i dolna miara ryzyka tego portfela.

. Przy tych zalozeniach wybér optymalnego portfela sprowadza si¢ do roz-
Wiazania zagadnien

@ min r' D,r  przy warunkach rla=c, > =1, >0

oraz K i=1

(I min r' Dyr  przy warunkach r'a=c, =S OF
r i=l

Wartosé ¢ to wielkosé stopy zwrotu portfela, ktéra ma by¢ osiagnigta.

Jezeli odrzuciliby$my warunki 7,>0, to dopuszczalna byltaby tzw. krétka
SPrzedaz. Zagadnienia (I) i (IT) sa analogiczne do modelu Markowitza, ktdre jest
Zadaniem

n
. T po i
min r’ Qr przy warunkach r'xo=c, > =1, 1,20,
r

i=1
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gdzie Q jest macierza kowariancji interpretowang jako miara ryzyka, natomiast
wektor x, jest wektorem $rednich.

Oba zadania s3 zadaniami programowania kwadratowego. Pozostaje wy-
znaczenie optymalnych rozwigzan zagadnien (I) i (II), ale wczesniej wyznacze-
nie na podstawie danych x; i #; wektora centralnego a i macierzy D, i D,

Ze wzoru (2) dla danych wektorow xi, xa, ..., X, wynika, ze najblizej cen-
trum a jest wektor x;* z najwigkszym stopniem #;, dlatego przyjme, ze wektorem
centralnym a jest dokladnie x;+, tzn.

a=x;+, dlaktérego Ak =kmax he

]S

Mozna teraz dokonaé transformacji y=x—a, przechodzac na nowe, scentralizo-
wane zmienne.
Powoduje to zmiang wzordw (3) i (4) na

m(y)=exp {-y' D,y } ©)
oraz

m(y)=exp {-y' D'y }. (6)

Macierz D, wyznacza si¢ jako rozwiazanie zagadnienia
FC, = m(y1) mu(y2)- ...  mu(Ym) &> MIN przy 7z,(y)2h; dla i=1, ..., m.

Funkcja celu i warunki mogg zosta¢ inaczej zapisane w postaci
> ¥iD.ly, > MAX przy y/D;'yi<-Inh i D,>0.
=1

Zapis D,>0 oznacza, ze D, ma by¢ macierza dodatnio okre$lona.
Podobnie macierz D; wyznacza si¢ jako rozwigzanie zagadnienia

> yiD;'y, > MIN przy yiDi'yi=—In ki D,;>0.

i=1
Poniewaz dla kazdego y jest 7,(y) = m(y), wigc D, =D, zatem D,—D, jest ma-
cierzg symetryczng dodatnio polokreslong, a powyzsze zagadnienia moga by¢
rozpatrywane jednocze$nie jako zadanie:

min { yiDly, =Y y,-TD;‘y,}
1=1 =1

Du)DI
przy warunkach
(W1) yiDyyi<-Inh, i=l,...,m,
(W2) yiDi'yiz—Inh, i=l,...,m,
(W3) D,—-Di 20,
(W4) Di>0.
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Jest to trudne do rozwigzania zagadnienie programowania nieliniowego. Dla
ulatwienia warunki (W3) i (W4) sg zastepowane przez

(W5) yiD;'yi>¢ dla i€k,
(W6) yiD;'y,=0 dla- &4, i,jeE.
W7) yid'-D.)y;20 dla icE
(W8) y/Di'y,=0 dla i#, i,jeE,

g_dFie € jest pewna liczba dodatnia, a E jest zbiorem indekséw n niezaleznych
liniowo wektorow ze zbioru danych m wektor6w (przy czym zaden z nich nie
Moze byé wektorem zerowym). Musi byé oczywiscie spelniony warunek
M2n+1, tzn. liczba okreséw poréwnawczych musi by¢ co najmniej o 1 wigksza
od liczby papieréw wartosciowych, z ktérych budowany jest portfel. W praktyce
Zazwyczaj wszystkie obserwacje Xi, Xy, ..., Xu, zatem i wszystkie y1, y2, ..., Ym-1
(Oprécz wektora zerowego) sa niezalezne.

Nietrudno uzasadnié, ze warunki (W5)—(W8) implikuja (W3) i (W4). Jest
tak, gdyz wektory yi, ¥, ..., ¥» 5 niezalezne liniowo, wigc kazdy wektor w0
Przestrzeni R” mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa ajy; + oy, + ...
oy gdzie oy, ..., a,€R, skad

e Taa-l (We6)
w D, w=(ay1tayst... tanys) Du (ay1taoyat...+@nys) =

(W6) n (W5)
2 .Tny-l
= Za,- Yi 1)u yi 2 09
i=1

€0 0znacza, ze D, jest dodatnio okreslona.
3 Z powyzszej zaleznosci i z (W7) wynika, Ze y,~T D;' yi 2 yiT D, yi > 0 zatem
D, Jest dodatnio okre$lona, czyli zachodzi (W4).
Dodatnia pétokreslono$é macierzy DiE=Ds wynika z tego, ze
Dpe [ T (W)
W (D; —D, )w=(a1y1+ ays+...+a,y,) (Df —Dy) (a1y1+a2y2+...+a,,y,,)(“78)

(W6) n S D_l D_l W7) 0
A o’y = o>
(Ws)glyl( 1 u)yl
Zatem zachodzi (W3).
Konczac uzasadnienie, przypomnijmy fakt, ze jesli macierz M jest dodatnio
okreslona, to M jest rowniez dodatnio okreslona.
Ostatecznie wyznaczenie macierzy D, i D;mozna sprowadzi¢ do zagadnienia

min {z y:Dily, - y; D;‘y,}
i=1 1=1
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przy warunkach
(W1)  yiDiy,s—Ink  i=l,..,m
(W2)  yiDiyi2-Ink,  i=l,..,m

(W5) yiD.yz>e dlaicE,
(W6) y/D;'y=0 dla i, ijek,
W7)  yI(Di'-Dy)y,;20 dlaiecE
(W8) y D y=0 dlai#j, i,jeE.

Guo i Tanaka [4] podaja dowdd twierdzenia, ze rozwigzanie powyzszego za-
gadnienia zawsze istnieje. W celu jego wyznaczenia proponuja uzycie metody na-
zywanej analiza gléwnych sktadowych PCA (ang. principle component analysis).
Wymaga ona przeksztalcenia macierzy wektorow y; za pomoca przeksztalcenia
liniowego macierzy F, ktorej kolumny sg wektorami wiasnymi macierzy

2= [U,‘j 12
gdzie
Z(xki B ai)('xkj =15 )y

— k=l
2

k=1

Oijj

Uzywajac przeksztatcenia F, otrzymujemy wektory z,=F'y, przy czym
wektory te zwiazane sa z funkcja rozktadu mozliwosci (z) = exp {~z' F' D' F z}.
Z whasnoéci PCA wynika, ze F'D™'F jest macierza diagonalna. Oznaczajac
ja przez C,, albo C,, w zaleznos$ci od tego czy wyznaczamy goérny czy dolny
rozktad mozliwosci, a jej elementy na gldwnej przekatnej przez c, albo cj
(=1, ..., n) sprowadzamy zagadnienie wyznaczenia macierzy D, i D, do obli-
czenia iloczyndw FCEIFT= D, i FC._IFT =D, gdzie C, i Cto rozwigzania zagad-
nienia programowania liniowego

min {Z ziTClzi -3 ziTCuz,}
i=1

Cur G izl
przy warunkach
2/ Coz;<-Inh;, i=1,...,m,
z' Ciz;>-Inh, i=1,...,m,
(ot 5 dla pewnego £>0,
Clj> Cyjs G i)

Ostatnie dwa warunki sg rownowazne temu, ze D, i D; sa dodatnio okreslone,
a D, —D, dodatnio poétokreslona.
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Przykiag wyboru optymalnego portfela akcji wybranych spolek
na GPW w Warszawie

Da’ne $3, wyrazone w procentach, tygodniowe stopy zwrotu akcji pigeiu polskich
SPotek gietdowych z szesciu tygodni od dnia 22 pazdziernika 2001 roku oraz
Stopnie 4, ich waznosci dla kolejnego okresu poréwnawczego .

Wprowadzone stopnie A; nie powinny by¢ traktowane jako wzorcowe,
lecz jako przykladowe. Wybér tylko 5 spétek i 6 okreséw poréwnawczych
Z0stat dokonany w celu mozliwosci intuicyjnej kontroli wynikéw.

Stopy zwrotu podane zostaly w tabeli 1.

Tabela 1. Stopy zwrotu wybranych spélek gieldowych

it Spotka

BRE BZWBK CMR CPL TPS h;
1 0,0000 3,7296 | 11,6389 7,2144 1,4545 0,4
2 —4,3062 | —4,6189 2,2222 | -0,9615 9,7222 0,5
3 6,5000 9,6774 1,4957 65796 | R IE=DD876 0,6
4 4,6296 8,3146 | —5,0000 | —4,0000 5,6250 0,7
5 6,6667 1,4675 | —4,3011 2,3474 | —2,1021 0,8
6 3,3333 2,1053 2,6906 | 09174 | —7,6220 0,9

Zrédto: Obliczenia wlasne na podstawie danych z www.bossa.pl.

Obliczenia przeprowadzone w arkuszu kalkulacyjnym Excel i programie
athematica zgodnie z procedura podana w poprzednim akapicie daja rezultaty
Przedstawione w nastepujacych tabelach.

Tabela 2. Wektory stop zwrotu po scentralizowaniu

Ohtes Spotka

BRE BZWBK CMR CPL TPS h;

1 —3,3333 1,6243 8,9483 8,1318 9,0765 0,4

2 —7,6395 —6,7242 —0,4684 —-0,0441 17,3442 0,5

3 3,1667 50721 -1,1949 ;37135 5,3344 0,6

4 1,2963 6,2093 —7,6906 -3,0826 13,2470 0,7

5 3,3334 -0,6378 —6,9917 3,2648 5,5199 0,8

L 0 0 0 0 0 0,9

Zr1 6 d1o: Obliczenia wiasne.
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Optymalne macierze C, i C; to

G

skad D, i D; to

D,

Biorac &= 0,00001 oraz ustalajac pozadana stopg ¢ zwrotu portfela' na po-
ziomie 2, uzyskujemy sktad portfela optymalnego na podstawie goérnego i dol-

0,001757 | 0 0 0 0
0 0,000010 | O 0 0
0 0 0,000010 | 0 0
0 0 0 0,003928 | 0
0 0 0 0 0,000010
0,001757 | 0 0 0 0
0 0,000835 | 0 0 0
0 0 0,006635 | 0 0
0 ) 0 0,003928 | 0
0 0 0 0 0,000010
94508,25 | 15356,28 6541,26 | —12848,70 8589,13
15356,28 | 56220,43 | -21665,90 | 38584,87 | —-15992,60
6541,26 | —21665,90 | 78648,70 | 25979,67 | 22009,84
—12848,70 | 38584,87 | 25979,67 | 61534,29 | —5287,19
8589,13 | -15992,60 | 22009,84 | —5287,19 9912,34
63662,01 |—-19546,20 | 33165,88 | -20980,60 | 18826,24
—19546,20 6730,32 |-10852,50 6531,41 | —6011,59
33165,88 |-10852,50 | 18364,17 |-11142,90 [ 10078,89
—20980,60 6531,41 |—11142,90 7157,71 | —6250,58
18826,24 | —6011,59 | 10078,89 | —6250,58 6258,12

nego rozktadu mozliwosci, o postaci

oraz

r,= [0,1229235 0,4649544 0,3638835 0 0,0482386 ]

' Wprowadzona pozadana stopa zwrotu nie powinna by¢ traktowana jako wzorcowa, lecz
jako przyktadowa.

r,=[0,8782963 0 0 0 0,1217037].
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Przyjmujac, ze stopa ¢ zwrotu z portfela wynosi 1, uzyskujemy inng struk-
turg portfela optymalnego:

r,=[0,0998238 0,4458781 0,3094476 0 0,1448504]
Oraz

r,=[0,7870163 0 0 0 0,2129837],

fatomiast przyjmujac, ze stopa ¢ zwrotu z portfela jest réwna 0,3 uzyskujemy
Portfel o strukturze

r,= [0,083654 0,4325248 0,2713425 0 0,2124787]
Oraz

r,=[0,7231203 0 0 0 0,2768797].

Otrzymane wyniki wskazuja, ze w przypadku gdy spodziewamy si¢ duzych
Wahan stop zwrotu, pozadana jest wigksza dywersyfikacja portfela, natomiast
gd'y Spodziewamy sie, ze wahania wokot najbardziej prawdopodobnego wektora
StOQ zwrotu beda niewielkie, warto zaryzykowac¢ inwestycj¢ wylacznie w dwie
akeje, Wyb6r parametru ¢ w przyktadowych granicach zmienia sktad portfela r,
Przede wszystkim w przypadku akcji CMR i TPS. Natomiast dla portfeli r; we
Wszystkich przypadkach preferowana jest inwestycja wylacznie w akcje BRE
! TP S, przy czym zwickszanie pozadanej stopy zwrotu powoduje przypisanie
Wigkszego udzialu akcjom BRE.
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PORTFOLIO SELECTION BASED ON THE POSSIBILITY
DISTRIBUTION

Summary

This paper deals with a portfolio selection problem based on the possibility theory. Possi-
bility theory is used as a tool for decision-making and specially for the portfolio selec-
tion.

The lower and upper exponential possibility distribution are introduced. Some char-
acteristics of this measure are presented. Also a theoretical approx is proposed with an
example based on data from GPW Warszawa.




