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MODYFIKACJA METODY QUASI-BAZ
DLA NIELINIOWEGO ZAGADNIENIA
POSREDNIKA Z KWADRATOWA,
WKLESEA FUNKCJA CELU

1. Wstep

Przyjmuje sig, ze zjawiska ekonomiczne, w tym systemy dystrybucji, mozna opi-
sa¢ za pomoca modeli liniowych. Ich zaleta jest prostota umozliwiajaca szybkie
odnalezienie rozwigzania optymalnego (np. przy uzyciu metody potencjalow za-
proponowanej w pracy [2] z p6zniejszymi modyfikacjami) oraz fatwa interpretacjg
warto$ci zmiennych i parametréw. Wada modeli liniowych jest nadmierne uprasz-
czanie rzeczywistosci, ktére uniemozliwia albo przynajmniej utrudnia stawianie
poprawnych prognoz i podejmowanie wlasciwych decyzji.

Wiemiejszym odzwierciedleniem rzeczywistosci sa modele nieliniowe. Ich wadg
stanowa jednak trudno$ci w znalezieniu optimum.

Pewnym kompromisem sg modele, w ktorych wystgpuja kwadratowe funkcje
kosztow 1 przychodéw.

Ksztatt wykresu funkcji kosztow lub przychodéw catkowitych jest bardziej zbli-
zony do ksztattu paraboli niz prostej. W zwiazku z tymi zaletami funkcji kwadrato-
wych skonstruowano kilka modeli dystrybucji opierajacych si¢ wlasnie na zatoze-
niu o kwadratowej postaci funkcji celu (jedynie zmienno$¢ kosztoéw transportu
opisuje funkcja liniowa) i liniowo$ci warunkow ograniczajacych.

Ponizej przedstawiony zostanie jeden z takich modeli — wariant nieliniowego
zagadnienia posrednika, wraz ze zmodyfikowana metoda jego rozwiazywania.
Poniewaz metoda ta opiera si¢ w duzej mierze na algorytmie opisanym w pracy
[8], w ponizszym artykule przypomnimy jedynie pokrotce pewne podstawowe
pojecia, takie jak oplyw cyklu, quasi-baza, trasa centralna, czy tez T — pokrycie
quasi-bazy generowane przez dang tras¢. Zaktadamy roéwniez znajomos¢ pewnych
podstawowych technik zwiazanych z algorytmem potencjatéw (wyznaczanie pierw-
szego rozwigzania, wyznaczanie warto$ci zmiennych dualnych, generowanie cy-
klu dla zadanej trasy niebazowe;j).
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2. Prezentacja problemu

Posrednik kupuje towar u m dostawcow i sprzedaje go n odbiorcom. Jest zaintere-
sowany maksymalizacja zysku. Zaktadamy, ze funkcje kosztéw catkowitych zaku-
pu towaru u poszczeg6lnych dostawcow sa kwadratowymi funkcjami wypuktymi,
funkcje przychodow catkowitych ze sprzedazy towaru poszczeg6lnym odbiorcom
kwadratowymi funkcjami wklgstymi, za$ jednostkowe koszty transportu sg state.

Oznaczmy przez:

¢, — jednostkowe koszty transportu od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy;
X, — wielko$¢ przewozu od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy;

a, — maksymalng podaz i-tego dostawcy;

b, — maksymalny popyt j-tego odbiorcy;

¢/ 1 e} — wspolczynniki przy pierwszej i drugiej potgdze wielomianu opisujace-

go catkowity przychdd ze sprzedazy towaru u j-tego odbiorcy;
cf 1e’ — wspolczynniki przy pierwszej i drugiej potedze wielomianu opisujace-
go calkowite koszty zakupu u i-tego dostawcy.
Zadanie przyjmie wowczas postac (por. [14, 20]):
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Zadanie to mozna oczywiscie rozwigza¢ ktora$ z metod ogdlnych rozwiazywania
zadan programowania kwadratowego (lub w ogoéle nieliniowego), jak np. metoda
Wolfe’a, metoda rzutu gradientu lub metoda kierunkéw dopuszcezalnych (metody
te opisane sa na przyktad w pracach [4, 5, 7]).

Bardziej efektywna wydaje si¢ jednak metoda quasi-baz (QB) zaproponowana
w pracy [9].
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3. Podstawowe pojecia

Przypomnimy teraz kilka podstawowych poje¢ zwiazanych z algorytmem quasi-
baz.

Cykl to ciag tras, z ktorych dwie sasiednie leza w jednym wierszu lub jednej
kolumnie, w kazdym wierszu oraz w kazdej kolumnie albo znajduja si¢ dwie trasy
nalezace do cyklu, albo nie znajduje si¢ zadna, za$ ostatnia trasa tego ciagu lezy
w tym samym wierszu lub tej samej kolumnie, co pierwsza.

Quasi-baza nazywamy zbior tras taki, ze w kazdym wierszu i kazdej kolumnie
tablicy transportowej wystepuje przynajmniej jedna nalezaca do niego trasa, a jed-
noczes$nie, jezeli zawiera on jaki$ cykl, to przynajmniej jedna z tworzacych go
tras lezy w ostatnim wierszu lub ostatniej kolumnie tablicy transportowej (w przy-
padku zadania transportowo-produkcyjnego trasa ta musi leze¢ w ostatnim wier-
Szu).

Optyw cyklu to wielko$¢, o jaka zmieniamy warto$¢ przewozow na nalezacych
do niego trasach.

Trasa centralna to trasa wprowadzana do quasi-bazy.

T — pokrycie quasi-bazy to zbidr cykli zawierajacych tras¢ centralna, ktore
w ostatnim wierszu lub kolumnie maja parami co najwyzej po jednej wspdlnej
trasie (przy czym ta sama trasa moze naleze¢ do wigcej niz dwoch cykli).

4. Algorytm

Metoda QB jest w zasadzie uogélnieniem metody potencjaléw na zadania z kwa-
dratowymi, wypuktymi lub wklgstymi funkcjami celu. Jej idea polega na wyzna-
czeniu pierwszego dopuszczalnego rozwigzania quasi-bazowego (w zasadzie ba-
zowego) i jego stopniowe modyfikowanie. Kazda kolejna iteracja przynosi przy
tym poprawe warto$ci funkcji celu, za$ po skonczonej liczbie krokow otrzymuje-
my rozwigzanie optymalne (w przeciwienstwie do metod wyréwnan, zapropono-
wanych w pracy [9], nie jest to wigc metoda przyblizona).

Postawionego zadania nie rozwiazuje si¢ bezposrednio, najpierw nalezy je spro-
wadzi¢ do uproszczonej, chociaz rownowaznej, postaci.

Podstawiajac

T N L R N P Ry Y
UGS cf—cp—cy=2e;d~2elh; (2)

n m
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Wartos$ci funkcji celu obu zadan r6znig si¢ o stala Z elal + Z efb; (warto$¢ funk-
cji celu zadania (3) jest mniejsza). Vs
Zadanie dualne do zadania (3) ma postaé:
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Z warunkéw Kuhna-Tuckera wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1: Rozwigzanie zadania (3) jest optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy
sa spetnione nastgpujace warunki:
a;+f,=u,,x; >0,
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W celu rozwiazania zadania najprosciej jest postugiwac sig, podobnie jak w przy-
padku metody potencjatow, tablica transportowa.

Pierwszym krokiem jest wprowadzenie fikcyjnego dostawcy oraz fikcyjnego
odbiorcy. Fikcyjny dostawca musi mie¢ podaz rowna tacznemu popytowi wszyst-
kich odbiorcow, za$ fikcyjny odbiorca — popyt rowny tacznej podazy wszystkich
dostawcOw. Przewozy na trasach z kolumny fikcyjnego odbiorcy rowne bgda zmien-
nym z,=x, . ibeda reprezentowa¢ niewykorzystana podaz dostawcow. Przewozy
na trasach z wiersza fikcyjnego dostawcy beda rowne zmiennym VEX, i) i beda
reprezentowaé niezaspokojony popyt poszczegdlnych odbiorcow. Przew6z na tra-
siex, ,, ., reprezentuje catkowita wielko$¢ obrotu towarem przez posrednika (jest
réwny sumie wszystkich przewozow).

Zyski krancowe u, w tablicy ustalamy nastgpujaco:
 dla tras poza ostatmm wierszem i ostatnig kolumna wyznaczamy je zgodnie ze

wzorem (2);
¢ dlatrasy <m+1,n+1> przyjmuyemy u,, . =0;

» dla tras w ostatnim wierszu i ostatniej kolumnie korzystamy ze wzoréw:

TP TS LA Y (7)
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(poczatkowe warto$ci wynosza oczywiscie 0). \

Pierwsze rozwigzanie wyznaczamy na jeden z dwoch sposobow. Pierwszy pole- \

ga na skorzystaniu z odpowiednio zmodyfikowanej metody MEM, VAM lub MRM'. \

Nalezy przy tym rozpocza¢ od m pierwszych wierszy i n pierwszych kolumn, trasy ]

w ostatnim wierszu i ostatniej kolumnie, uzupetniajac na koncu. Ten sposob jest |

sugerowany migdzy innymi w pracy [10]. Drugi sposob polega na tym, Zeby cata \
podaz umie$ci¢ w kolumnie fikcyjnego odbiorcy, za$ caly popyt w wierszu fikcyj-

nego dostawcy. W pierwszej quasi-bazie umieszczamy rowniez zmienngx, = 0. |

Niezaleznie od wyboru metody, nalezy pamigtaé o modyfikowaniu zyskéw krar- l

cowych w ostatnim wierszu i ostatniej kolumnie zgodnie z wzorami (7). \

Teraz nalezy wykonywaé cyklicznie nastgpujace kroki: |

1. Obliczamy wartosci kryteriow D, podobnie jak w metodzie potencjatéw (na \

przyktad przez uprzednie wyznaczcme warto$ci zmiennych dualnych a, oraz b ) |

2. Jezeli wszystkie D, sa niedodatnie, to STOP. Rozwiazanie jest optymalnc J uc-

li nie, to przcch0d21my do kroku 3. |

3. Wybieramy trasg <i*, j*> dla ktérej wskaznik D, jest najwickszy. Moga teraz |

zaistnie¢ nastgpujace przypadki: |

» Trasa <i* j*> generuje dokladnie jeden cykl, poza ostatnim wierszem; w tej |

sytuacji postgpujemy identycznie, jak w metodzie potencjatdéw zmodyfiko- \

wanej do rozwigzywania liniowego zagadnienia posrednika; |

|

|

|

|

|

Metoda proponowana w pracy [1].
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* trasa <i* j*> generuje co najmniej jeden cykl, ale wszystkie przechodza przez
ostatni wiersz, wtedy musimy rozwiaza¢ uktad réwnan koordynacyjnych,
dzigki ktérym ustalimy wartosci optywow dla cykli wechodzacych w sktad
T-pokrycia generowanego.przez trasg¢ <i *, j*>; rownania te maja jedna z trzech
postaci:

2¢? D w,+2e’ D w, =Au, ®)
teB,, , 1€B, .4

Ze;,”BZw,-kZe:’BZ:w, =A s 9)

2t Y w, +2et Y w, =Au., (10)
IeBF..,l IEB".",

gdzie w, oznacza optyw dla cyklu ¢, za$ B, to zbior indeksow cykli nalezacych
do T-pokrycia i przechodzacych przez tras¢ <i,/>. Kazde rdwnanie koordyna-
cyjne odpowiada jednemu z cykli T-pokrycia, za$ jego postac zalezy od tego,
czy przechodzi tylko przez ostatni wiersz, tylko przez ostatnia kolumng, czy tez
przez ostatni wiersz 1 kolumng jednoczesnie;

modyfikujemy odpowiednio przewozy na poszczeg6lnych trasach; jezeli na kt6-
rej$ z tras przewdz mialby spas¢ ponizej zera, obliczamy dopuszczalny stopien
realizacji przeptywu zgodnie ze wzorem:

gl 2 (1)

ij ’
2w,

reBy

wybieramy tras¢ o najmniejszym dopuszczalnym stopniu realizacji przeptywu
<g, h>; usuwamy ja z quasi-bazy, kasujemy zwiazane z nig cykle, za$ ich opty-
malne oplywy wyznaczamy zgodnie ze wzorem

WI*:Aghwl' (12)

Postgpujac dalej w ten sam sposob ustalamy ostatecznie dopuszczalny prze-

pltyw; mozna wykazaé, ze ta procedura jest skonczona (dowod zawieraja np.

prace [9, 10]).

 Trasa <i* j*> generuje co najmniej dwa cykle, w tym jeden poza ostatnim
wierszem, za$ pozostale przechodza przez ostatni wiersz; w tej sytuacji zada-
nie nieco si¢ komplikuje;
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pierwszym krokiem jest ustalenie przeptywu dla cyklu nie przechodzacego
przez ostatni wiersz, tak jak w metodzie potencjatow; cykl ten nie bedzie juz
dalej rozwazany; oznaczmy trasg, ktora zostaje usunigta z quasi-bazy przez
<j**® j**>;
mozna teraz wygenerowac nowe T-pokrycie, zawierajace cykle nie przecho-
dzace przez tras¢ usunigty z quasi-bazy; wymagatoby to jednak wygenero-
wanie wszystkich cykli od poczatku; byloby to dosy¢ czasochtonne, za$
w przypadku stosowania indeksowego zapisu quasi-bazy — wysoce utrud-
nione;
mozna jednak postuzy¢ si¢ inng metoda, wykorzystujac juz wygenerowane
cykle; opiera sig ona na idei utworzenia pokrycia analogicznego do T-pokry-
cia, jednak generowanego zar6wno przez tras¢ <i*, j*>, jak tez przez trase
<p** j**> (w zasadzie przez trasy wyznaczone podana nizej metoda); dla
rozroznienia nazwijmy je D-pokryciem; tworzymy je w nastgpujacy sposob:
majac dane T-pokrycie zwiazane z trasa <i* j*> (pamigtajac o tym, ze nie
bierzemy juz pod uwagg cyklu nie przechodzacego przez ostatni wiersz),
wyznaczamy wszystkie cykle przechodzace przez trasg <i ** j**> i nie prze-
chodzace przez trasg <i* j*>; wszystkie te cykle przechodza przez ostatni
wiersz; jezeli sa w ostatnim wierszu trasy nalezace do tych cykli, ale nie
nalezace do T-pokrycia, to generujemy zwiazane z nimi cykle i dotaczamy je
do D-pokrycia; rozwiazujemy uktad rownan koordynacyjnych, pamigtajac
jednak o tym, ze dla cykli nalezacych do D-pokrycia, ale nie nalezacych do
T-pokrycia warto$¢ prawej strony rownania jest rowna 0 (a nie —Ai,j.); jezeli
wyznaczony oplyw jest niedopuszczalny, to postgpujemy tak jak w poprzed-
nim przypadku.
4. Modyfikujemy przewozy na wszystkich trasach oraz koszty kraficowe w ostat-
nim wierszu i wracamy do kroku 1.
Podany powyzej algorytm jest ulepszona wersja metody zaproponowanej w pracy
[8] (modyfikacja metody postgpowania w przypadkach, gdy cz¢$¢ cykli przecho-
dzi przez ostatni wiersz, za$ czgs$¢ nie). Ponizej zaproponowana zostanie jeszcze
jedna modyfikacja poprawiajaca jego dziatanie. Zamiast rozpatrywac jedna trasg
centralng mozemy bowiem rozpatrywacé, przy spetnieniu pewnych warunkéw, kil-
ka tras centralnych jednoczesnie.
Sformutujmy najpierw lemat:

Lemat 1:
Jezeli <i* j*> nie nalezy do quasi-bazy, to kryterium A, spetnia nastepujacy waru-
nek:

A= Zu,j— Zuij : (13)

<i,j>eC* <i,j>eC”
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gdzie C* to zbidr tras nalezacych do dowolnego cyklu generowanego przez trasg
<i* j*>, o nieparzystej pozycji w tym cyklu, za§ C to zbidr tras o pozycji parzystej
(przyjmujemy, ze pozycj¢ 1 ma trasa <i¥ j*>).

Tres¢ tego twierdzenia wynika bezpos$rednio z definicji kryteriéw Aij.

Na podstawie powyzszego lematu mozna wykaza¢ prawdziwo$c¢ nastgpujacego
stwierdzenia:

Stwierdzenie 1:

Jezeli istniejg co najmniej dwie trasy o dodatnim kryterium A, 1 spelniaja jeden

z dwoch ponizszych warunkow:

 zaden z cykli nalezacych do T-pokrycia (lub D-pokrycia) generowanego przez
dowolnag sposrod tych tras nie ma tras wspolnych z ktérymkolwiek z cykli nale-
zacych do T-pokrycia (lub D-pokrycia) ktorejkolwiek innej trasy;

* istniejq trasy nalezace do cykli bedacych elementami T-pokry¢ (D-pokry¢) ge-
nerowanych przez dwie rézne trasy o dodatnim kryterium, jednak te wspolne
trasy leza poza ostatnim wierszem i poza ostatnia kolumna oraz na zadnej z nich
przewoz nie zostatby zmniejszony, gdyby$my rozpatrywali T-pokrycie (D-po-
krycie) tylko jednej z tras o ujemnym kryterium,

to dopuszczalne jest rozpatrywanie tych tras lacznie, to znaczy wygenerowanie

w jednej iteracji T-pokry¢ (D-pokry¢) dla wszystkich tych tras 1 modyfikacja wiel-

kosci przewozow na wszystkich odpowiadajacych im cyklach.

Uzasadnienie:
W sytuacji gdy zachodzi jeden z przypadkow, o ktérych mowa w twierdzeniu,
zmiana przewozow zwiazana z T-pokryciem (D-pokryciem) generowanym przez
dowolna tras¢ nie powoduje zmiany ksztattu zadnego z cykli nalezacych do T-po-
kry¢ (D-pokryc€) generowanych przez pozostale trasy centralne. Poniewaz za$ tra-
sy wspolne, jesli nawet wystgpuja, znajduja si¢ poza ostatnim wierszem, wigc zmiana
przewozéw na tych trasach nie zmienia warto$ci odpowiadajacych im kosztow
krancowych, a tym samym, jak wynika z lematu, nie zmienia si¢ warto$¢ kryteriow
dla tras centralnych. Zatem na pewno aczna zmiana przewozow na cyklach nale-
zacych do T-pokry¢ (D-pokry¢) generowanych przez wszystkie trasy centralne daje
taki sam rezultat jak roztozenie tych zmian na kilka kolejnych iteracji. Z drugie;j
za$ strony zmiana taka jest mozliwa, gdyz z przyjetych zalozen wynika, Ze zmiany
wielkosci przeptywow na cyklach nalezacych do T-pokry¢ (D-pokry¢) generowa-
nych przez poszczegodlne trasy centralne sa od siebie niezalezne: gdy nie ma tras
wspolnych, jest to oczywiste, natomiast gdy takie trasy wystgpuja, to przewozy na
nich rosng niezaleznie od tego, ktore z T-pokry¢ (D-pokry¢) rozpatrujemy. Tylko
za$ spadek ktorego$ z przewozoéw mogtby wplynaé na zmiang ograniczen dla po-
zostatych cykli i w konsekwencji na zmiang ich optywow.

Na koniec zaprezentujemy przyktad liczbowy ilustrujacy dziatanie algorytmu.
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5. Przykiad liczbowy?

Posrednik dostarcza towar od dwoch dostawcow do trzech odbiorcow. Podaz obu
dostawcow wynosi po 6 jednostek towaru, zas funkcje kosztow zakupu sa opisane
réwnaniami: f;(x,) = x, +0,5x7, f,(x,) =2x, +0,5x; . Popyt odbiorcow wynosi 4,
7 1 3 jednostki, za§ funkcje przychoddéw ze sprzedazy maja postac:

&) =13y, =05y, £,(y,)=26y,-y;, g (»;)=12y;,-05y; . Jednostkowe
koszty transportu podaje tablica 1:

Tablica 1
Qdbiorca 1 Odbiorca 2 Qdbiorca 3
Dostawca 1 2 6 5
Dostawca 2 9 11 1

Nalezy opracowac¢ plan dostaw maksymalizujacy zysk posrednika.

W celu rozwigzania zadania obliczamy (korzystajac ze wzorow (2) i (7)) zyski
krancowe dla poszczegélnych tras 1 wyznaczamy pierwsze rozwigzanie, umiesz-
czajac cala podaz i popyt w ostatniej kolumnie i ostatnim wierszu, odpowiadaja-
cym fikcyjnemu odbiorcy i fikcyjnemu dostawcy. Otrzymang sytuacje przedstawia
tablica 2. Przyjmujemy przy tym, ze aktualne zyski krancowe znajduja si¢ w le-
wym gormym, aktualne przewozy w prawym dolnym, a wartosci kryteriow dla tras
nie nalezacych do quasi-bazy w lewym dolnym rogu kazdego z pol tablicy. Warto-
$ci zmiennych dualnych ¢, oraz ﬁj obliczamy podobnie, jak w metodzie potencja-

tow.
Tablica 2
O 0, Os FO o
D, 0 -1 -3 -6 -6
2 19 15 6
D, -8 -7 0 -6 -6
7 13 9 6
FD -~ -14 -3 0 0
4 7 3 0
B 4 -14 -3 0
Mozemy rozpatrywac tylko jedna trasg centralna, na ktdrej jest najwyzsze kry-
terium dodatnie. Jest to trasa <1,2>. Generowany przez nig cykl przedstawia sche-
mat 1:

2 Zadanie zaczerpnigte z pracy [10].
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.

Schemat 1

Roéwnanie koordynacyjne dla tego cyklu ma posta¢ 2w+1w=19, skad w= 6% :

Ze wzgledu jednak na trasg <1,4> oplyw ten jest niedopuszczalny. Musimy wigc
przyjaé, ze w=6. Sytuacj¢ po zmianie rozwigzania przedstawia tablica 3:

Tablica 3

O (0] (0} FO ok

D, 0 ~1 -3 0 1
3 6 -1 -1

D, -8 -7 0 -6 -6
2 1 9 6

FD -4 -2 -3 0 0
4 1 3 6
B; -4 -2 -3 0

Tym razem mozemy tacznie rozpatrywac dwie trasy centralne: trasg <2,3>1 tra-
s¢ <1,1>. Wygenerowane przez nie cykle przedstawia schemat 2:

O

e |

C

Schemat 2
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Roéwnania koordynacyjne przyjmuja postac:

lw+2w=3,

lw+lw,=9.

Skad w=11iw,=4,5. Optyw w, jest dopuszczalny, za$ oplyw w, jest zbyt duzy
ze wzgledu na trasg <3,3>. Ostatecznie wige przyjmujemy, ze w,=3. Nowe rozwia-
zanie przedstawia tablica 4:

Tablica 4

0O, O, 03 FO Qi

Dy 0 -1 -3 0 0
1 5 -9 -3

D, -8 =7 0 -6 -6
-2 0 3 3

FD -3 -4 -3 0 -3
3 2 -3 9
B; 0 El 6 3

Jak widaé, otrzymane rozwiazanie jest rozwigzaniem optymalnym.

6. Uwagi koncowe

Metoda quasi-baz pozwala na dosy¢ szybkie znalezienie rozwiazania optymalnego
nieliniowego zagadnienia dystrybucji z kwadratowa funkcja celu, o ile tylko jest to
zadanie programowania wypuktego. Jej podobiefistwo do metody potencjalow spra-
wia, ze nie jest trudna do zaimplementowania, zwlaszcza jesli zastosuje si¢ indek-
sowy zapis quasi-bazy oparty na sposobie podanym w pracy [3].

Wprowadzone modyfikacje pozwalaja na skrocenie czasu dziatania programu.
Pierwsza, polegajaca na rozszerzeniu, w razie potrzeby, T-pokrycia do D-pokrycia,
pozwala na skrécenie czasu potrzebnego na wykonanie poszczeg6lnych iteracji.
Druga, polegajaca na rozpatrywaniu kilku tras centralnych rownoczesnie, zmniej-
sza og6lna ich liczbg.
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