Krzysztof MALAGA

O ISTNIENIU TOWAROW GIFFENA
W ROZWIAZANIACH OPTYMALNYCH
ZADAN MAKSYMALIZACJI
UZYTECZNOSCI KONSUMPCJI

W literaturze ekonomicznej formutuje si¢ zadania maksymalizacji uzy-
tecznosci konsumpcji, wyrazanej za pomoca roznych typow funkeji uzy-
tecznosci, przy standardowym ograniczeniu budzetowym!. Do najczesciej
omawianych przypadkow naleza zadania z multiplikatywnymi, logaryt-
micznymi i addytywnymi funkcjami uzytecznosci, o ktorych zaktada sig,
ze sg ciggle, dwukrotnie rézniczkowalne, rosnace i silnie wkleste?. Ciagle
i rozniczkowalne funkcje popytu, bedace rozwigzaniami optymalnymi
tych zadan charakteryzuja si¢ tym, ze elastycznosci cenowe popytu na
poszczegolne towary sa ujemne?. Oznacza to, ze w rozwigzaniach opty-
malnych takich zadan mamy do czynienia z towarami normalnymi. Po-
wstaje wiec pytanie o dodatkowe warunki, gwarantujgce istnienie funkcji
popytu, w ktorej wystepuja towary o dodatnich elastycznosciach ceno-
wych popytu i tym samym sa towarami Giffena.

W artykule podejmiemy probe udzielenia odpowiedzi na to pytanie, na
przykladzie zadania maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji z niesub-
stytucyjna funkcja uzytecznosci.

Rozpatrzymy rynek, na ktory w wybranym okresie dostarczana jest
skonczona ilos¢ n-towarow. Ustalane na rynku ceny towarow opisuje
wektor p=(p,,...,p,)> 0. Zalozymy ponadto, ze konsument dysponujacy

dodatnim dochodem I > 0 jest zainteresowany nabyciem takiego koszyka

I'W artykule skorzystamy z definicji i twierdzen zawartych w pracy [1].
2 W przypadku wymienionych funkeji uzytecznosci ma miejsce substytucja towarow.
3Zob. [1] s. 36 - 57.
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towarow x = (x,..., X,) 20, ktorego wartos¢ (w cenach rynku) nie prze-
kracza dochodu konsumenta. Symbolem D(p,I) oznaczymy zbior koszy-

kow towarow, ktore moze naby¢ na rynku konsument dysponujacy do-
chodem I:

D (p,I) =<x

n
Z:pixi <THCRSS (1)
=

Zbior oznaczany symbolem L(p,I), ktory tworza koszyki o wartosci rownej
dochodowi konsumenta:

L (p.I)=1x Zpixizlch(p‘l) (2)

nazywac bedziemy linia budzetows.
Przyjmiemy, ze konsument przy wyborze koszyka towarow postuguje
sie funkcja uzytecznosci u:R" — R! taka, ze u(x) = max {/l ‘ Ac £ x}, gdzie
wektor ¢ = (¢,,...,c,) > 0 oznacza koszyk towarow o wzorcowej strukturze,
natomiast maksymalna liczba A jest miara uzytecznosci koszyka towarow
x € D(p,I). Latwo mozna zauwazy¢, ze maksymalna liczba A >0 (spel-
niajagca uktad nierownosci Ac € x) jest rowna minimalnej sposrod mak-
Y€,
symalnych liczb 4; =—2>0, dla i=1, ..., n (spelniajacych poszczegol-
‘i
ne nierownosci). Dlatego tez wyjsciowa funkcje uzytecznosci bedziemy
zapisywa¢ w rownowaznej postaci u(x) = = min {ﬂﬁ‘—
C e

} . Jest to funk-

n
cja uzytecznosci ciagta, dodatnio jednorodna stopnia pierwszego, niema-
lejaca i niesubstytucyjna®.

Problem racjonalnego wyboru koszyka towarow przez konsumenta za-
piszemy jako zadanie maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji:

< XI Xn
u(x) =min  —,...,——¢ — max
CI Cn

Izlpixi <8 (3)
i=1

Xy e ()5

* W teorii produkceji, odpowiednikiem rozpatrywanej przez nas funkeji uzytecznosci jest
funkcja produkcji Koopmansa-Leontiefa, zob. [2] s. 39.
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Warunki ograniczajace w powyzszym zadaniu tworzy zbor D(p,I), kto-
ry jest ograniczony, domkniety i wypukly. Zadanie polega na wyborze
maksymalnie uzytecznego koszyka towarow:

¥ = arg max u(x), (4)
x € D(P,I)

przy ustalonym koszyku towarow o wzorcowej strukturze ¢ > 0.
Rozwigzaniem optymalnym zadania (3), w przypadku rynku dwoch
towarow, jest koszyk towarow:

o .I \7
%= Ac © slbidiegy (5)

zc.Pi ZCiPi
=] i=1

Poniewaz lezy on na linii budzetowej, wi¢c (;)l/Tc,+pch3)=l. Wynika

stad, ze

sl
Ay

Z CiPi

=u(x)> 0. (6)

[lustracjg geometryczng rozwigzania optymalnego zadania maksyma-
lizacji uzytecznosci konsumpcji (3) dla rynku dwoch towarow konsump-
cyjnych sa rysunki 11i 2.

W przypadku rynku n-towaréow (n>2) rozwigzaniem optymalnym zada-
nia maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji jest koszyk towarow:

- ¢l v dl
X=Ac=|— o >0, (7)
zt’lpl Zcipi
i=] i=1
gdzie
- | -
=Tt 1 () o )] (8)

zcipi

Wspolezynnik A >0 jest miarg maksymalnej uzytecznosci koszyka
x > 0. Jest on wielokrotnoscia wzorcowego koszyka towarow ¢ > 0. Inny-
mi slowy maksymalnie uzyteczny koszyk towarow ma t¢ sama strukture
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co koszyk wzorcowy. Natomiast to, czy ilosci poszczegolnych towarow
w koszyku x> 0 beda wieksze lub mniejsze niz we wzorcowym koszyku
towarow c> 0, zalezy od istniejgcego na rynku ukltadu cen oraz od do-
chodu konsumenta.

u(x) A




O istnieniu towarow Giffena w rozwigzaniach optymalnych zadari...

Deﬁnicja 1%
Funkcja popytu konsumpcyjnego nazywaé¢ bedziemy funkcje wekto-
rowsg:

X =(X),X;,...,X,) = O(p, ) = (@, (p,]),..., D, (p,1)) > 0, 9)
ktora uzaleznia popyt na towary od cen towaréw i dochodu konsu-
menta.

Funkcja popytu zwigzana z zadaniem maksymalizacji uzytecznosci
konsumpcji z niesubstytucyjna funkcja uzytecznosci jest ciggla i roznicz-
kowalna.

Definicja 2.
Elastycznoscig cenowa popytu na towar i-ty nazywamy wyraZenie:

: a0, (p,)  pi- L
ES (p,I) = i i sdlati=nrrn: 10
P ap; @, (p.1) L)

ktore informuje, o ile procent zmieni si¢ popyt na towar i-ty, gdy
cena tego towaru wzrosnie o jeden procent, przy nie zmienionych
cenach pozostatych towarow i dochodzie konsumenta.

Definicja 3.

Towar i-ty nazywamy towarem normalnym, gdy elastycznos$é cenowa
popytu na ten towar jest ujemna.

Towar uznawac bedziemy za normalny, gdy reakcja konsumenta na
wzrost ceny towaru bedzie spadek popytu na ten towar. W neoklasycznej
teorii ekonomii jest to naturalna reakcja konsumenta.

Definicja 4.

Towar i-ty nazywamy towarem Giffena, gdy elastycznos¢ cenowa
popytu na ten towar jest dodatnia.

Oznacza to, ze towar uznawac bedziemy za towar Giffena, gdy reakcja
konsumenta na wzrost ceny towaru bedzie rownoczesny wzrost popytu
na ten towar. Nie jest to typowa reakcja konsumenta.

Wyznaczmy elastycznosci cenowe popytu dla ciagtej i rézniczkowalnej
funkcji popytu, zwigzanej z zadaniem maksymalizacji uzytecznosci kon-
sumpcji z niesubstytucyjng funkcjg uzytecznosci. Wiemy, ze interesujaca
nas funkcja popytu ma postac:

¢l ool i ' (11)

,;Clpl ;Cipi

Elastycznos¢ cenowa popytu na towar i-y wyraza si¢ wigc wzorem:

X = d(p,I) = (P, (p,D),..., D, (p, ) =

yeeey
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= RO P da =4S, (12)

zcipi

Wniosek 1.

Dla ustalonego wektora c =(c,,...,c,) >0 elastycznoSci cenowe wszyst-

kich towarow sg ujemne.

Co oznacza, ze wszystkie towary wystepujace w funkcji popytu zwig-
zanej z zadaniem maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji z niesubsty-
tucyjna funkcja uzytecznosci sg towarami normalnymi.

Okreslmy warunki, przy ktorych w rozpatrywanej przez nas funkcji
popytu moga wystepowac towary Giffena. W tym celu uzaleznijmy skta-
dowe wektora c¢=(c,...,c,)>0 od relacji migdzy cenami towarow, ktore
chce naby¢ konsument.

Zatozmy, ze w wektorze p = (p,,...,p,) >0 ceny wszystkich towarow sa
rozne. Zatem istnieje towar k-ty, ktorego cena jest najwyzsza. Wowczas

wektor cen towarow mozemy wyrazic w postaci p:p,\{ﬂ ..... I&J

Pk Pk .
gdzie ﬁe((),l) dlaii=8 1"t n oraz i # k.

Pk
Przyjmiemy, ze koszyk towarow o wzorcowej strukturze ma postac:

c=[£—'—,..., l,...,—p—"—J>0. Jest to sytuacja, w ktorej konsument akceptuje
Pk Pk

istniejacy uktad cen i ustala pozadane ilosci poszczegolnych towarow
w przeliczeniu na jednostke towaru najdrozszego. Towar najdrozszy ma
dla niego subiektywnie najwigksza wartos¢. W takim przypadku rozwia-
zaniem optymalnym zadania maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji (3)
jest koszyk towarow:

e Sy (14)

Elastycznos¢ cenowa popytu na towar najdrozszy wyraza si¢ wzorem:
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n
> p?-2p;

ik(P’I):EL]— , (15)

i
1=l

natomiast elastycznos¢ cenowa popytu na towar j-ty, rozny od towaru
najdrozszego opisuje wzor:

n
0 2
> pi —2p;

c i=l
Eji{pid) S

n

> o
&1

Z warunkow (15) i (16) wynika, Zze na rynku dwoch towarow elastycz-
nos¢ cenowa popytu na towar drozszy jest ujemna, natomiast elastycz-
nos¢ cenowa popytu na towar tanszy jest dodatnia. Towar drozszy jest
wiec towarem normalnym, a towar tanszy jest towarem Giffena.

Na rynku co najmniej trzech towarow, towar najdrozszy moze byc to-
warem normalnym lub towarem Giffena, natomiast towary tansze sa
zawsze towarami Giffena.

Ze wzoru (15) wynika, ze elastycznos¢ cenowa popytu na towar naj-

dla j=1,... n oraz j#k. (16)

A ¢ ) ! 2 2 : . y 5
drozszy jest ujemna, gdy Zl’i -2p; < 0, co jest rownowazne z tym, ze:

i=1
Ay 2 2 D ey
py +Pat.Pik-y + Prprt APy < Pk (17)

lub

[&—] +...+[—pk'] +(————p“'j +...+[Blj <z (18)
Pk Pk Pk Pk

Elastycznos¢ cenowa popytu na towar najdrozszy jest dodatnia, gdy
n
2 2 . - . .
Zp; -2pi >0, co jest rownowazne z tym, ze
i=1

2 2 ; 2
AP E SUREA 5
Pk Pk Pk Pk

Obie sytuacje sa mozliwe. Z pierwsza z nich mamy do czynienia, gdy
cena towaru najdrozszego jest wielokrotnie wigksza od cen wszystkich
innych towarow. Przykladem drugiej sytuacji jest koszyk towarow, w kto-
rym zroznicowane ceny towarow ksztaltuja si¢ na zblizonym poziomie.
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Z warunkow (18) i (19) wynika, Ze istnieja uklady cen towarow, przy kto-
rych towar najdrozszy jest towarem normalnym albo towarem Giffena.
Z warunku (16) wynika, ze towar tanszy jest towarem Giffena, gdy

n
Zpiz = 2p§ > 0, co jest rownowazne z tym, ze:
{E1

2 2 2 20852
PiEiEPis) =Pt P = Pj

Iub

2 2

2 2 2 2
[&J 4t L +..+ i renleb S0t daj=1,..n; j#k (21)
Pj Pj Pj P;

Poniewaz wsrod towarow {1, 2, ..., j-1, j+1, ... n} jest towar najdrozszy,
zatem warunek (21) jest zawsze prawdziwy. Oznacza to, ze dowolny towar
tanszy nie moze by¢ towarem normalnym. Jest on towarem Giffena.

Wniosek 2.

Jezeli skladowe wektora c=(c,,...,c,) >0 opisuja relacje miedzy cena-
mi poszczegdolnych towaréw i ceng towaru najdrozszego, to w funk-
cji popytu zwiazanej z zadaniem maksymalizacji uzytecznosci kon-
sumpcji z niesubstytucyjng funkcjg uzytecznosci, towar najdrozszy
jest towarem normalnym albo towarem Giffena, natomiast towary
tansze sg towarami Giffena.

W artykule pokazaliSmy, Zze w rozwigzaniu optymalnym zadania ma-
ksymalizacji uzytecznosci konsumpcji (z niesubstytucyjna funkcja uzy-
tecznosci) wystepuja towary normalne, gdy sktadowe wzorcowego koszy-
ka towarow ustalane sa przez konsumenta w sposob niezalezny od cen
poszcezegolnych towarow. WykazaliSmy rowniez, ze jezeli sktadowe koszy-
ka o wzorcowej strukturze zaleza od relacji miedzy cenami poszczegol-
nych towarow i ceng towaru najdrozszego, to w funkcji popytu wystapia
towary Giffena. Sktadowe wektora ¢ > 0 sa parametrami niesubstytucyj-

. e e b X
nej funkceji uzytecznosci u(x) = mm{—'....,-—l :
Cy Cy

Uzyskane wyniki upowazniajg do sforimulowania ogélniejszej hipote-
zy. Warunkiem dostatecznym istnienia towaréow Giffena w funkcjach po-
pytu zwigzanych z zadaniami maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji
z multiplikatywnymi, logarytmicznymi i addytywnymi funkcjami uzytecz-
nosci, jest uzaleznienie wybranych charakterystyk tych funkcji, od cen
lub relacji miedzy cenami towarow®.

5 Weryfikacja tej hipotezy bedzie przedmiotem odrebnego artykutu.
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Pod pojeciem wybranych charakterystyk funkcji uzytecznosci
u:R? — R} rozumiemy wielkosci, ktore opisuje okreslony wektor jej pa-
rametrow. W przypadku multiplikatywnej funkcji uzytecznosci, ciaglej,
dwukrotnie rézniczkowalnej, rosnacej i silnie wklestej u:R} — R! takiej, ze

11 11
u(x) = afo’. a>0, o €(0,1), Za, <1, wybranymi jej charaktery-
i=1 i=1
stykami powinny by¢ sktadowe wektora o =(¢,...,e,). Gdzie ¢; oznacza
elastycznosé uzytecznosci konsumpcji koszyka towarow x 20 wzgledem
i-tego towaru.

Literatura

[1] E. Panek, Elementy ekonomii matematycznej. Statyka, PWE, Warszawa,
1993
[2] K. Malaga, E. Panek, Elementy teorii produkcji, MD nr 9, AE Poznan 1996




