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Wstep

Analiza postoptymalizacyjna (zwana cz¢sto analiza wrazliwosci) jest analiza
prowadzong po uzyskaniu rozwiazania optymalnego. Chodzi w niej generalnie
o ustalenie, co si¢ dzieje z rozwigzaniem optymalnym i warto$cia kryterium
oceny, jezeli zmieniaja si¢ parametry zadania.

Zachodzi jeden z trzech przypadkdéw (por. [7], rozdz. 2.7):

— rozwiazanie optymalne si¢ nie zmienia (zmiany parametréw sa nie-
istotne),

— rozwigzanie optymalne zmienia si¢ w sposéb przewidywalny (zmiana
parametréw jest istotna),

— rozwiazanie optymalne zmienia si¢ w sposob nieprzewidywalny (zmiana
parametréw jest nadmierna), co wymaga rozwiazania zadania jeszcze raz,
chociaz nie zawsze od poczatku.

Generalnie analiz¢ postoptymalizacyjna mozna podzieli¢ na:

— analiz¢ wektorowa, gdy zmianie ulega caly wektor parametréw,

— analiz¢ przedziatowa, gdy zmianie ulega jeden parametr.

W przypadku analizy przedzialowej interesuje nas ustalenie dopuszczal-
nego przedzialu zmian warto$ci jednego parametru, przy ktérych rozwigzanie
optymalne si¢ nie zmienia lub zmienia si¢ w sposob przewidywalny (zob. [6]).

W zamkni¢tym (zbilansowanym) zagadnieniu transportowym (ZZT), sfor-
mutowanym po raz pierwszy przez Hitchcocka w 1941 roku (zob. [4]), mamy
m dostawcéw jednorodnego dobra oraz n jego odbiorcéw. Znamy podaz
kazdego dostawcy, popyt kazdego odbiorcy i jednostkowe koszty dostawy dla
tras wiodacych od kazdego dostawcy do kazdego odbiorcy. Zakiadamy, ze
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taczna podaz dostawcoéw jest rowna tacznemu popytowi odbiorcéw (por. [5],
rozdz. 4).

Nalezy ustali¢ taki plan dostaw, aby calkowity koszt transportu byt
minimalny, podaz dostawcOw w pelni wykorzystana, a popyt odbiorcéw w pelni
zostal zaspokojony.

ZZT jest zadaniem programowania liniowego (PL) i jako takie moze by¢
rozwiazywane metodami:

(a) og6lnymi, na przyktad metoda simpleks,

(b) specjalnymi, na przyktad metodq potencjatéw, ktéra opracowat Dantzig
w 1951 roku (por. [2]; [5]; [1], rozdz. 5), metoda dualng opracowang przez
Galea ([3], s. 195-202).

W przypadku (a) mozemy stosowaé ogélne reguty analizy postoptymaliza-
cyjnej dla zadania PL (por. [6]). W niniejszym artykule interesuje nas analiza
postoptymalizacyjna w ZZT, o ile jest ono rozwigzywane metoda potencjatow.
Bedziemy starali si¢ odpowiedzie¢ na trzy podstawowe pytania:

e W jakim przedziale moze si¢ zmienia¢ koszt jednostkowy na okre§lonej
trasie, aby nie uleglo zmianie rozwigzywanie optymalne?

e W jakim przedziale moze si¢ zmieni¢ przew6z na okreSlonej trasie, aby
zmiana rozwigzania byla przewidywalna i przewidywalne byly jego skutki
w postaci zmiany lacznego kosztu?

e W jakim przedziale moze si¢ zmieni¢ podaz okre§lonego dostawcy lub popyt
okre$lonego odbiorcy lub podaz jednego dostawcy i popyt jednego odbiorcy,
aby przewidywalna byla zmiana rozwiazania oraz zmiana tacznego kosztu?

1. Zamkniete zagadnienie transportowe i zadanie dualne

Oznaczmy przez:

a; — podaz dostawcy i,

b; — popyt odbiorcy j,

c;j — jednostkowy koszt transportu dla trasy <i, j»,

x;; — wielko$¢ przewozu od dostawcy i do odbiorcy j, czyli na trasie <i, j)

ij
(zmienna decyzyjna).

Oczywiscie w ZZT musi by¢ spetnione zatozenie, ze

bj-

1

1=

m
Z a;=
i=1

J
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Problem ten mozna zapisa¢ w postaci nastgpujacego modelu. ZnajdZ takie

wartoSci zmiennych x;;, aby:
D5 D Cyj %y = min, (1)
i=1j=1
Z Xij=a,- (l=1,, ’n), (2)
j=1
:1x11=b1 (i:l,..., n), (3)
x; 20 (i=1,..,m; j=1,.., n). 4)

Jezeli warunek (2) pomnozymy przez (— 1), to mozemy utworzy¢ nastgpujace
zadanie dualne (zob. [3], s. 35-38; [1], s. 153-169):

Y. b;B;— Y, a;a; = max, (5)
] =i 1=

ﬁj—dlSCu (i:"l,..., m; j=1,..., n). (6)

Zadanie (1)-(4) rozwigzujemy metoda potencjatéw. Sktada si¢ ona z trzech
procedur:

— wyznaczania rozwiazania poczatkowego, ktére jest bazowe i dopu-

szczalne,

— sprawdzania optymalno$ci rozwigzania,

— poprawy rozwiazania.

Istnieje wiele algorytméw wyznaczania rozwigzania poczatkowego. Jednym
z najczesciej stosowanych jest metoda minimalnego elementu macierzy. Polega
ona na tym, ze stopniowo wybieramy trasy o minimalnym koszcie sposrdd tras
jeszcze dopuszczalnych i na wybranej trasie lokujemy mozliwie najwigkszy
przewoz (por. [8], rozdz. 13).

Warunki optymalnosci ZZT wynikaja wprost z warunku komplementarno$ci
zadania pierwotnego i dualnego. Aby rozwiazanie dopuszczalne X zadania ZZT
bylo rozwiazaniem optymalnym, musza by¢ spelnione nastgpujace warunki
(np. [3], s. 195-198):

/jj_aizcij’ <i’j>EB’ (7)

ﬂj_aigc,‘j» i, j)EN, (8)
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gdzie:
B — zbi6r tras bazowych,
N — zbidr tras niebazowych.

Poniewaz tras bazowych jest (m +n— 1), wigc uktad (7) nie ma jednoznacz-
nego rozwiazania. Aby takie otrzymaé, przyjmujemy, ze o,=0. Tak wy-
znaczone warto$ci zmiennych dualnych nie zawsze daja potrzebne w analizie
postoptymalizacyjnej informacje. Aby uzyska¢ niezb¢dne przy zmianie podazy
lub popytu informacje, dokonujemy standaryzacji warto$ci zmiennych dualnych
wedlug nastepujacego schematu:

g=o,—a, fi=p—a (i=1,..,m j=1,..,n), (©))
gdzie:
o=min{e;},
o =P—o;, B/=p—B; (i=1,...,m; j=1,..,n), (10)
gdzie:
p=max{f;}.

J

Warunek optymalnoSci (8) wygodnie jest zapisaé w postaci

wi=c;+ou—p;20 i, jY€EN, (11)

tJ £

gdzie w;; to wskaznik kryterium optymalnoScei dla trasy i, j).

W procedurze poprawy rozwigzania najwazniejszym elementem jest sche-
mat zmiany rozwigzania w postaci cyklu, ktéry okre§la trasy, na jakich na
przemian zwigkszamy badZ zmniejszamy przewozy.

Przyklad. Koncern energetyczny posiada 2 kopalnie i 3 elektrownie.
W tabeli 1 podano tygodniowa podaz wegla w kopalniach (w tys. ton),
tygodniowy popyt elektrowni (w tys. ton) oraz koszty transportu dla poszczego6l-
nych tras (w tys. zt/tys. ton). Nalezy ustali¢ plan dostaw, minimalizujacy koszt
transportu.

W tabeli 2 wyznaczono rozwiazanie poczatkowe X', ustalono wartoSci
zmiennych dualnych o;, f; oraz wskaZniki optymalnoSci w;;. Koszt transportu,
wskaZznik kryterium optymalnoS$ci i przewéz w kazdym polu zapisujemy
zgodnie ze schematem podanym pod tabela 1. Poniewaz dla obydwu tras
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Tabela 1
El E2 E3 a;
Kl 6 8 4 10
K2 3 e 5 10
b, b 7 8
Cij
Wl‘j x,j
Tabela 2
bJ !’ "
a 5 7 8 =0 o
10 6 8 4 0 6
2 3 8
10 3 2 5 3 3
3 7 4
Bi= /}Jf 6 5 4
B! 0 1 2

niebazowych ({1, 2), <2, 3)) wskazniki sq dodatnie, wigc rozwiazanie X' jest
takze rozwigzaniem optymalnym.

Laczny koszt transportu wynosi
KX")=6-2+4-84+3-3+2-7=67 tys. zl.

Poniewaz o=min{o;} =0, wigc standaryzacja pierwszego rodzaju nie zmienia
wartoSci zmiennych dualnych, czyli of=0o;, f;=f;. Standaryzacja drugiego
rodzaju zmienia warto§ci zmiennych dualnych, gdyz f# =max {/31’} = 6. Wartosci
te podano w ostatniej kolumnie i ostatnim wierszu tabeli 2.
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2. Dopuszczalne przedzialy zmian kosztu

Znajac juz rozwiazanie optymalne, cz¢sto stawiamy sobie podstawowe pytanie.
Dla jakich zmian kosztu na okreS$lonej trasie rozwigzanie optymalne nie ulega
zmianie.

Na to pytanie tatwo odpowiedzie¢ w przypadku trasy niebazowej, gdyz
zmiana kosztu wplywa tylko na zmian¢ wskaZnika optymalno$ci na tej
samej trasie.

Niech c; ; 0znacza nowy koszt transportu na trasie {i, j), a wlfj — nowg
warto$¢ wskaznika optymalnosci dla trasy i, j». Woéwczas mamy:

c=c;t+Acy,
wi=o+c;+Ac;—B=w;+Ac;>0.
Z ostatniego warunku uzyskujemy nast¢puja zaleznoS¢:
w;<Ac;<o0, (i, j)€EN. (12)
W naszym przykladzie:
—3<Ac;; S0,
—4<Ac,;< 0.

Jezeli zmieniamy koszt na trasie bazowej, to zmieniajg si¢ wartoSci
zmiennych dualnych, a tym samym i warto$ci wskaZnikéw optymalno$ci.
Rozwazmy tras¢ bazowg <1, 1), dla ktérej

c;;=6+Ac,,.

Mamy woéwczas nowe warto$ci zmiennych dualnych:

a;=0, fBi=6+Acii;,  Bi=4,

a,=6+Ac;;—3=3+Acy;,

B;=3+Ac;;+2=5+Ac,;.
Nowe wartosci wskaznikow

Wi, =04+8—(5+Ac,)=3—Ac,; 20=Ac{; <3,

Wy3=34+Ac;;+5—4=4+Ac;;20=> —4<Acy;.
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Podobnie post¢pujac, mozna ustalié te przedziaty dla wszystkich tras bazowych:

— o0 <Ac;; <4,
—3%Ac,; <4,

W przypadku gdy ZZT ma duze rozmiary i ustalamy te przedzialy dla
wszystkich tras bazowych, wtedy powyzsza procedura ich ustalania jest bardzo
ucigzliwa. Mozemy je wyznaczy¢, korzystajac z nastgpujacego wzoru:

max {—w, ;}<Ac;< min {w,}, <ij>€B, (13)
ChlyeS), Chlyes;,

gdzie:

S j — zbior tras niebazowych, ktére w swoich schematach zmiany maja ten
sam znak, co trasa bazowa (i, j),

S — zbi6r tras niebazowych, ktére w swoich schematach zmiany maja

przeciwny znak do znaku trasy bazowej <i, j).

Wz6ér (13) nie jest wzorem operatywnym, gdyz nie znamy zbioréw S;;. oraz
S;;- Najszybciej te przedzialy mozna ustali¢, startujac od trasy niebazowej
o minimalnej warto$ci wskaznika optymalno$ci i przypisujac t¢ warto§¢ gérnym
przedzialom, o ile w schemacie zmiany rozwigzania tej trasie niebazowej mamy
dla danej trasy bazowej znak ,,—”, lub dolnym przedziatom, jezeli w schemacie
zmiany wybranej trasy niebazowej mamy dla danej trasy bazowej znak ,,+ .
Nast¢pnie wybieramy kolejna tras¢ niebazowa i zgodnie z podanym schematem
przydzielamy warto§¢ wskaznika przedzialom dolnym lub gérnym, jezeli
wczesniej nie zostaly one juz ustalone.

Najlepiej potaczy¢ procedur¢ wyznaczania przedzialéw dla kosztow z wy-
znaczaniem przedzialéw dla samych przewozdéw, co zostanie doktadniej omo-
wione w punkcie 3.

Oznaczmy przez:

1),5; — gbrny przedzial zmian kosztu na trasie {i, j),

p,.; — dolny przedzial zmian kosztu na trasie <i, j),
|p;;| = modut dolnego przedziatu.

Zachodzi S =@ =p;; = — o,

Si;' :@ =>[)l.; = 00.
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Zaréwno gorny, jak i dolny przedzial zmian kosztu dostarczaja wielu
cennych informacji o danym problemie decyzyjnym. Wyr6zniamy trzy inter-
pretacje:

(1) Gorny przedziat p; moéwi nam, o ile mozna maksymalnie zwiekszy¢
koszt na trasie {7, j) nie zmieniajac rozwiazania optymalnego.

(i1) Gorny przedziat pi‘; moOwi nam, o ile co najmniej musi by¢ wyzszy koszt,
aby racjonalne bylo obnizenie przewozu na trasie {i, j).

(ii1) Gorny przedziat plfjf mowi nam, o ile zwigkszy si¢ laczny koszt, jezeli
zmniejszymy przew0z na trasie <i, j» o jednostke.

Podobna interpretacj¢ mozemy podac dla dolnych przedziatéw, a doktadniej
dla ich modutéw.

(i") Modut dolnego przedziatu | p;;| méwi nam, o ile mozna maksymalnie
zmniejszy¢ koszt na trasie (i, j) nie zmieniajac rozwiazania opty-
malnego.

(ii") Modut dolnego przedziatu |p;;| méwi nam, o ile co najmniej musi by¢
nizszy koszt na trasie <i, j), aby racjonalne bylo zwigkszenie przewozu
na tej trasie.

(iii") Modut dolnego przedziatu | Pi;| mowi nam, o ile zwigekszy sie¢ Iaczny
koszt, jezeli zwigkszymy przewéz na trasie (i, j) o jednostke.

Informacja wynikajaca z interpretacji (iii) i (iii") jest doktadna, jezeli zmiana
przewozu na trasie {i, j) miesci si¢ w dopuszczalnych granicach. Odchodzimy
od rozwigzania dotychczas optymalnego, stad wzrost tacznego kosztu. Oczywi-
§cie zmiana przewozu na trasie (i, j) wymaga zbilansowanych zmian na
odpowiednich trasach bazowych.

Opierajac si¢ na wyznaczonych goérnych i dolnych przedziatach oraz
podanej ich interpretacji, mozemy odpowiedzie¢ na interesujace decydenta
pytania:

1. Czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jezeli na trasie {1, 1) koszt
jednostkowy zwigkszy si¢ o 2 tys. zi?

Poniewaz Ac“=2<pfl =3, wiec rozwiazanie optymalne X' nie ulega
zmianie (por. tabela 3), zwigkszy si¢ tylko taczny koszt o

AK=2-2=4tys. zl.

Rzeczywiscie K'(X!)=16+32+9+14=71, K(X') =67, czyli AK=71—67 =4.
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Tabela 3
b,
: 5 7 8 o
a;
10 8 8 4 0
2 : 5 8
10 B 2 5 5]
3 1 6
B; 8 7 1
Tabela 4
b;
a; 5 7 8 o
10 6 8 4 0
1 { 2 l 8
10 3 6 ) #
fo S 3
B; 5 8 4

2. Czy wzrost kosztu na trasie ¢(2,2) o 4 tys. zt spowoduje spadek
przewozu na tej trasie?

Poniewaz Ac,,=4>p,, =3, wicc zgodnie z interpretacja (ii) przewéz na
trasie {2, 2) ulegnie obnizeniu, co tatwo sprawdzi¢, jezeli rozwiagzemy nasze
zadanie z nowym kosztem c},=6. Nowe rozwigzanie optymalne X? zawiera
tabela 4. Laczny koszt transportu wynosi

K(X*)=16+32+15+30=93, AK=93-67=26,

a nowy przewoz
! —_— —
X5, =3<x,,=T1.

3. Dopuszczalne granice zmian przewozu

Interpretacja (iii) i (iii") podaje doktadne informacje, o ile zmiana przewozu
miesci si¢ w dopuszczalnych granicach i sa dokonane zbilansowane zmiany na
odpowiednich trasach bazowych. Wéwczas zmiana rozwiazania optymalnego
jest przewidywalna (nie zmienia si¢ jego struktura).
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Oznaczmy przez:

+

r; — 80rna granice zmiany przewozu na trasie <i, j),

r;; — dolna granice zmiany przewozu na trasie kb

Ustalenie gérnych (r:;.) i dolnych (r;;) granic zmian wielkoSci przewozu na
poszczeg6lnych trasach jest problemem znacznie trudniejszym niz ustalenie
przedziatéw dla kosztow. Najtatwiej ustali¢ te granice dla tras niebazowych.
Stosujemy w tym przypadku nast¢pujace wzory:

r; =0 "ijz min {x,}, <iLjDEN, (14)
CklyeB;
gdzie:
B;; — zbior tras bazowych majacych ceche ,,—" w cyklu zmiany roz-

wigzania dla trasy niebazowej (i, j),
B'.J;. — zbidr tras bazowych majacych cech¢ ,,4+” w cyklu zmiany roz-
wigzania dla trasy niebazowej {i, j).

Cata procedura wyznaczania dolnych i gérnych granic si¢ upraszcza, jezeli
powiazemy ja z wyznaczaniem przedzialéw dla poszczegblnych tras. Dla kazdej
trasy bedziemy mieli dwie pary: lewostronna p;; (rlf;) oraz prawostronna
p;;. (r;)- Aby je wyznaczy¢, wystarczy zna¢ dla kazdej trasy niebazowej
schemat zmiany rozwiazania, czyli zbiory B;; oraz B,.’;..

Procedura ustalania lewostronnych i prawostronnych ograniczefi dla po-
szczeg6lnych tras sprowadza si¢ do realizacji nast¢pujacych krokow:

(a) Jezeli trasa bazowa <k, [) jest jedyna trasa bazowa w wierszu k lub

kolumnie i, to lewostronne ograniczenie

P ()= —0(0).

Jezeli dla trasy bazowej <k, ) w wierszu k i kolumnie i nie ma zadnej
trasy niebazowej, to prawostronne ograniczenie

P (1) = 0(0).

(b) Wybierz tras¢ niebazowa i, j> o minimalnym wskaZniku opty-
malnosci.

(c) Wybranej trasie przydziel ograniczenia zgodnie ze wzorami (12) i (14).

(d) Jezeli trasa bazowa <k, [) € B;J’. i nie ma ograniczenia lewostronnego, to

Pu(rd)=p; (r,?;.) i idziemy do kroku (f).
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(e) Jezeli trasa bazowa ky, e B 1 nie ma ograniczenia prawostronnego,
to py; (rg) = —p;; (—r;) i idziemy do kroku (f).

(f) Sposr6d tras niebazowych, niemajacych ograniczen lewostronnych,
ustal tras¢ o minimlanym wskaZniku optymalno&ci i idZ do kroku (c).

(g) Konczymy procedure, jezeli wszystkie trasy maja ustalone ograniczenia
lewo- i prawostronne. :

Stosujac powyzszy algorytm, dostajemy nast¢pujace ograniczenia

dla poszczegblnych tras:

AL O G G TG

—4(3)<Acy <3(=2)
— 0 (0)<Acy; <4(—3)

—3(2)<Acy, <4(—3)
—00(0)<Acy; <3(—2)
—4(3)<Acy; <0(0)

Na podstawie ustalonych ograniczefi mozemy odpowiedzie¢ na nastgpujace
pytania:

1. Zmiejszono przew6z na trasie {2, 2) o jednostke, dokonujac zbilan-
sowanych przesuni¢C. Jakie beda skutki tej zmiany i jak si¢ zmieni rozwigzanie
optymalne?

Poniewaz Ax,,= —12>r,,= —2, wigc zmiana rozwiazania jest przewidy-
walna i potrafimy okresli¢ doktadnie jej skutki. Laczny koszt transportu wzrasta
o AK=3-1=3 tys. zt, a rozwiazanie optymalne zmienia si¢ zgodnie ze
schematem zmiany dla trasy niebazowej (1, 2), czyli mamy ciag {1, 2)%,
(1,17, {2, 1>*%, <2,2>". Latwo to sprawdzi¢, wyznaczajac nowe roz-
wiazanie optymalne X* (por. tabela 5). Dla trasy <2, 2> wprowadzamy
ograniczenie na przepustowo$¢ h,,=6. Sama trasa jest trasa niebazowa
0 przewozie x,,=06. Laczny koszt

K'(X3)=6+8+32+12+12=70.

AK=70—-67=3.
Tabela 5
b;
(l‘- 5 7 8 /}1

10 6 8 4 0
1 1 8

10 3 2 6 5 3
4 | -3 6 4

o 6 8 4

14 Zeszyty Naukowe
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Tabela 6
b;
2 5 7 4(4) B,
10 6 8 4 0
5 1 4

6(4) 3 () 3 3

3 6 7

o; 6 8 4

2. Zwiekszamy przew6z na trasie ¢2,3) o 4 jednostki. Jakie beda
skutki tej zmiany?

Poniewaz Ax,,=4>r,,=3, zmiana rozwiazania nie jest przewidywalna.
Mozemy tylko podaé, ze taczny koszt wzrasta co najmniej o

AK>(—p,;)Ax,;=4-4=16 tys. zl.

Fatwo to mozna sprawdzié, wyznaczajac nowe rozwiazanie optymalne X*,
zawarte w tabeli 6. Zapis a, =6(4), b; =4(4) oznacza, ze dla trasy {2, 3) mamy
dodatkowy przesadzony przewéz x5, =4. Laczny koszt wynosi

K'(X*)=6-5+8-1+4-442-6+5-4=86
AK=86—67=19>16.

4. Zmiana wielkoSci podazy lub popytu

Gdy dokonujemy zmiany wielkosci podazy i popytu, interesuje nas, jak wptywa
to na laczny koszt oraz czy wynikajaca stad zmiana samego rozwigzania jest
przewidywalna.

Mozemy w tej sytuacji wyr6zni¢ sze$¢ przypadkow:

(@) Aa;=1AAb;=1=AK=p;—w,

(b) Aa;=—1AAb;=—1=AK=—(f;—q;),

(c) Aa;=1=AK=—u,,

(d) Ab,=—1=AK=-§,
() Aa,;=—1=AK=—uo/,
() AbJ.=1=>AK=~,B’.’.

¥
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Zmienne dualne, standaryzowane podaja nam istotne informacje:

e Zmienna dualna o/ () méwi nam, o ile zmniejszy si¢ taczny koszt, jezeli
zwigekszymy (zmniejszymy) podaz dostawcy i o jednostke.

e Zmienna dualna /31’.(/3]’.’) moOwi nam, o ile zmniejszy sie faczny koszt, jezeli
zmniejszymy (zwigkszymy) popyt odbiorcy j o jednostke.

W przypadku (a) zmiana jest zbilansowana, przew6z wzrasta o jednostke,
wiec taczny koszt na ogdt wzrasta.

W przypadku (b) zmiana jest zbilansowana, przew6z spada o jednostke,
wiec faczny koszt na ogét takze spada.

W przypadku (c) zwigksza si¢ podaz. Aby zmiana byla zbilansowana,
wprowadzamy fikcyjnego odbiorce (F.O), wielko$¢ rzeczywistego przewozu si¢
nie zmienia, ale zwigksza si¢ swoboda wyboru, a wigec koszt nie wzrasta.

Podobnie w przypadku (d) zmniejsza si¢ popyt, a tym samym rzeczywisty
przewoz o jednostke. £aczny koszt maleje. Aby zadanie zbilansowaé, wprowa-
dzamy F.O.

W przypadku (e) podaz spada, zmniejsza si¢ przew6z o jednostke, a tym
samym spada taczny koszt. Aby zbilansowa¢ zadanie, wprowadzamy fikcyj-
nego dostawce (F.D).

W przypadku (f) popyt ro$nie. Aby zbilansowa¢ zadanie, wprowadzamy
F.D, wzrasta swoboda wyboru, a tym samym nie zwigksza si¢ taczny koszt.

Podane informacje o zmianie kosztu sa prawdziwe dla zmian podazy lub
popytu mieszczacego si¢ w odpowiednich przedziatach. Te przedzialy tatwo
ustali¢, jezeli znamy schemat zmiany rozwigzania, wywotany jednostkowa
zmiang podazy lub popytu.

1. Zwigkszamy podaz kopalni K1 i popyt elektrowni E2 o 2 tys. ton. Jak si¢
zmieni faczny koszt i samo rozwiazanie optymalne?

Dla Aa, =1, Ab,=1, jest AK=(f,—a,)=5—0=5.

Jednostkowy schemat zmiany rozwiazania X' zawiera tabela 7. Latwo
sprawdzié, ze koszt tej zmiany AK=35.

Tabela 7

and

+1 +1

—1 wH]

AK=6-3+2=5
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Tabela 8
b;
. 5 9 8 o
1 6 8 4 0
4 3 8
10 2 2 A )
1 9 4
B, 6 5 4

Na podstawie tego schematu tatwo ustali¢ dopuszczalny podziat zmian:

max {—x;}=—2<Aa;(Aby)< min {x;}=3,
GjyeB* (i jreB™

gdzie:

B~ — zbidr tras bazowych majacych w schemacie zmiany znak ,,—”,
Bt — zbi6r tras bazowych majacych w schemacie zmiany znak ,,+.

Jezeli Aa, =2 Ab=2, to zmiana miesci si¢ w dopuszczalnym przedziale,
a tym samym zmiana rozwigzania optymalnego jest przewidywalna i nowe
rozwiazanie optymalne X> zawiera tabela 8. OczywiScie AK=5-2=10 tys. zk.

2. Zmniejszamy podaz kopalni K1 i popyt elektrowni E2 0 4 tys. ton. Jak si¢
zmienia taczny koszt i rozwiazanie optymalne?

Poniewaz Aa, = —4, Ab, = —4, wigc ta zmiana nie mieSci si¢ w dopusz-
czalnym przedziale. Tym samym zmiana rozwigzania optymalnego jest nie-
przewidywalna, a taczny koszt zmniejszy si¢ co najmniej o (+5)-2=10 tys. zi.

3. Zmniejsza si¢ popyt elektrowni E1 o 2 tys. ton. Jak si¢ zmieni taczny
koszt dostawy i samo rozwiazanie.

Dla Ab, = — 1 ustalamy jednostkowy schemat zmiany. Zawiera go tabela 9.
Dopuszczalny przedzial wynosi

max {—x;}=—2<Ab,,
{i,jyeB™

wigc zmiana Ab, = —2 jest zmiang dopuszczalng i generuje przewidywalna
zmiang rozwiazania. Zawiera je tabela 10. Eaczny koszt zmniejsza si¢
0 AK=6-2=12 tys. zl.
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Tabela 9

AK=—6+0=—6

Tabela 10

b)’
% 3 7 8 2 o
10 6 8 4 0 0
0 3 8 2
10 3 2 5 0 3
3 7 4 3
B, 6 5 4 0

Przypadki (¢)-(f) wymagaja pewnej modyfikacji, jezeli analizowane zada-
nie zawiera juz fikcyjnego dostawce lub fikcyjnego odbiorce, gdyz poczatkowe
zadanie bylo otwarte.

Podsumowanie

Analiza postoptymalizacyjna sklada sig, jak widzimy z dwéch faz:

— analizy wrazliwo$ci (analizy przedzialowej), gdy ustalamy dopuszczalne
przedzialy zmian kosztu, podazy lub popytu oraz samej zmiennej,

— analizy merytorycznej, ktéra pozwala nam na podstawie ustalefn z pier-
wszej fazy oraz podanej interpretacji przedzialéw i zmiennych dualnych,
odpowiedzie¢ na wiele istotnych pytan, zwigzanych ze zmiennoScig
warunkow dziatania nawet tak prostego problemu decyzyjnego jakim
jest ZZT.

Analiza postoptymalizacyjna powinna by¢ niezbednym etapem rozwiazy-

wania kazdego problemu decyzyjnego. :




214

(1]
(2]

(3]
(4]

[5]
(6]

[7]
(8]

and

upper and lower intervals of the parameters and dual variables was given.
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SENSITIVITY ANALYSIS IN A CLOSED
TRANSPORTATION PROBLEM

Summary

In the paper sensitivity analysis for a closed transportation problem was performed.
Intervals for which optimal solution does not change or changes in a predictable way
were set. The intervals were given for unit transportation costs, demands, supplies

flows. The information obtained on the basis of economic interpretation of




