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Grazyna TRZPIOT*

MULTIFUNKCJE W MODELACH ROWNOWAGI
EKONOMICZNEJ
PRZEGLAD

Od przeszlo 30 lat odwzorowania wielowartosciowe (multifunkcje) staly si¢
standardowym narz¢dziem analitycznym w réznych obszarach zastosowan
matematyki i w nowych galeziach nauki. Obserwujac ten trend, nie jest
niespodzianka, ze j¢zyk multifunkcji odpowiednio interpretowany jest nowym
i bardzo waznym skladnikiem w jezyku teoretycznej ekonomii.

Artykul jest przegladem modeli rownowagi ekonomicznej zapisanych w tym
jezyku.

Koncepcja systemu ekonomicznego lub modelu ekonomii byta formutowa-
na wiele razy. Réznice byly w przyjmowanych zalozeniach dotyczacych zbiorow
wejsciowych, w proponowanym stopniu abstrakcji, w podejsciu statyczhym lub
dynamicznym.

Praca zawiera przyklady modeli formulowanych w réznym czasie — po-
‘czynajac od modeli Warlasa i Arrow’a - Debreu’a, poprzez ich modyfikacje az do
modelu Makarowa. Wszystkie wykorzystuja pojecie funkcji uzytecznosci defi-
niowanych dla uczestnikow systemu. Kolejny przyklad to rozwinigcie modelu
definiowanego przez Hildebranda i opisujacego ekonomi¢ poprzez relacje
preferencji. Przeglad konczy przyklad dynamicznego modelu réwnowagi po-
chadzacego od Polterowicza.

Modele te przedstawiono, eksponujac w ich sformulowaniu multifunkcje.

1. POJECIE ROWNOWAGI

Rownowaga ekonomiczna jest pojeciem niejednoznacznie ujgtym w koncep-
cjach réznych szko6l prowadzacych badania nad gospodarka wolnorynkowa.

* Akademia Ekonomiczna w Katowicach
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Badajac wspolne cechy tych zréznicowanych znaczen, mozna zauwazyé, ze
kazdorazowo pojecie to oznacza zgodnosé — rownowage pewnych wielkosci
ekonomicznych, przy spelnieniu dodatkowych warunkow.

Poczatkow rozwazan na ten temat mozna doszukiwac si¢ w pracach
F. Quesnay’a (tablica ekonomiczna). Znacznie bardziej zaawansowane roz-
wazania przedstawit w XIX wieku francuski ekonomista L. Warlas. Prace nad
tym zagadnieniem byly kontynuowane w ramach ekonomii matematycznej,
a takze w teorii makroekonomii. Dla przyktadu R.S.D. Allen w klasycznej pracy
z tej dziedziny pisze: "w rownowadze statystycznej wymagamy, aby zmienne
rownowazyly si¢ bez nadwyzki lub deficytu w pewien okreslony sposob” (2).
Rownowage ekonomiczna zapisuje tak:

D'=D (B)ES="'S(2) (warunki)
D(P)-S(P)=0 (kryterium rownowagi)

gdzie: D — opisuje popyt, S — podaziobie te wielkosci zaleza od cen (P). (1)
Zadanie sprowadza si¢ do poszukiwania takich cen P, dla ktorych spetnione jest
kryterium rownowagi.

Rozw6j badan wokol pojecia rownowagi i zwigzanych z nim wielkosci
dotyczyt szczegblowych opiséw ksztaltowania si¢ popytu i podazy. Zaktadano
rézne modele zachowania si¢ konsumentdéw i producentdéw, decydujacych
o popycie i podazy, uwzgledniajac zréznicowany zestaw warunkow ograniczaja-
cych ich decyzje.

Przykladowo, juz w poczatkach badan zakladano, ze konsument wyznacza
swOj popyt (jego strukture i rozmiary) kierujac sig, jak zapisano wyzej, cenami
towardw, ale ponadto okreslona hierarchia swoich potrzeb i ma ograniczony
budzet. :

Konkretnie sformutowania zadania zapisywano, uzywajac roznego aparatu
matematycznego, zwykle funkcji. Dokladniejsza analiza wskazuje, ze uzycie
funkcji daje tylko przyblizenie realnych sytuacji (krzywa popytu), a ponadto dla
uzyskania rozwiazywalnosci zadania rozwazane s3 nieliczne klasy funkcji.
Pewnych zalozen i sytuacji nie mozna opisa¢ bez uzycia multifikacji.

Wracajac do wyzej opisanego modelu zachowania si¢ konsumenta przy
zadanym budzecie, cenach i hierarchii potrzeb, maksimum zaspokojenia tych
potrzeb, w zadanych warunkach, moze by¢ realizowane przez zbior wektorow
towarow.

2. PODSTAWOWE DEFINICJE

W punkcie tym okreSlimy pojecie multifunkcji oraz podamy podstawowe
definicje wykorzystywane w pracy. Czytelnikowi zainteresowanemu szerzej
tematem polecamy prac¢ C. Berge'a [8].
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Przejdziemy do podania definicji.

Dla dowolnych niepustych zbioréw X i Y multifunkcja nazwiemy od-
wzorowanie @: X — 2¥, gdzie 2¥ oznacza rodzing niepustych podzbiorow Y.

Dla tak zdefiniowanego odwzorowania okreslimy

gro:={(x,y)eX x ¥ yeo(x)}

Multifunkcj¢ nazwiemy wypuklo-wartosciowa gdy ¢(x) jest zbiorem
wypuklym, dla kazdego x € X.

Powiemy, ze multifunkcja jest poiciagta z gory (p.c.g.) w punkcie x, € X, jezeli
dla kazdego zbioru V] takiego ze ¢ (x,) < V; istnieje U, takie ze x,€ U oraz dla
kazdego xe U, ¢(x) c V.

Mowimy, ze ¢ jest p.c.g., gdy jest p.c.g. w kazdym punkcie x€ X.

3. MODEL ROWNOWAGI Z NIEJEDNOZNACZNIE OKRESLONYM
POPYTEM I PODAZA

Punktem wyjscia jest cytowany wczesniej zapis modelu rtOwnowagi podany
przez R.S.D. Allena.

Zakladamy klascznie, ze popyt zalezy od decyzji konsumenta. Konsument
ma ograniczony budzet (K) i okres§lona na zbiorze towaréw (X) funkcje
uzytecznosci u: X — R, ktora stara si¢ maksymalizowac¢ przy wyborze towarow
ze zbioru X.

Podaz ksztaltuja producenci, kierujac si¢ maksymalizacja swoich docho-
dow, wybierajac dopuszczalne procesy technologiczne.

Zadanie poszukiwania rOwnowagi polega na wyznaczeniu takich cen, dla
ktorych popyt jest rowny podazy.

Zapiszmy tak postawione zadanie. Okreslajac popt konsument rozwiazuje
zadanie

max u(x)

<EDIX > =1K
x>0

gdzie p — ceny, K — dysponowany budzet. Wystarczy, aby funkcja uzytecznosci
nie byla silnie wypukla, a powyzsze zadanie ma niejednoznaczne rozwiazanie.

Oznaczajac zbiér mozliwych wyborow towarow przy cenach pe P c R"
i budzecie K

X () = {xeX, <p,x> <K},
otrzymujemy, ze popyt okresla multifunkcja ¢: P — 2X okreslona nastgpujaco
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x, u(x) = max u(y)
o (p) = { veX (p)

&, w przeciwnym przypadku

W przypadku, gdy zbiér X (p) jest nieograniczony, nie potrafimy wyznaczyé
maksimum funkcji u (bez wzgledu na jej wlasnosci). Aby unikna¢, nalezy przuyjacé
zalozenie, z¢ oceny sa rozne od zera (p; # 0).

Podaz réwniez moze by¢ zbiorem produktéw, zapisanym za pomoca
‘multifunkcji. Producent dostarcza zbior towarow, ktory opiszemy odwzorowa-
niem technologicznym I': R% — 2®*. Dowolny punkt (x, y) e gr I' opisuje proces
technologiczny. Niech cato$¢ produkgcji dziela mi¢dzy siebie konsumenci. Przy
cenach p i procesie produkcyjnym (x,y) uzyskiwany dochéd jest rowny
< y—x,p>. Producent chce uzyska¢ maksymalny dochdd ze swej dzialalnosci.

Stad podaz opisze multifunkcja y: P — 2¥

Y (p) = {teY, <t,p> = max <z,p>}
zeY
gdzie Y= {y—x: (x,y)egr '}
Jezeli elementy zbioru Y nazwiemy planami (réznica migdzy produkcja i na-
ktadami), to zbior ¥ (p) bedzie zbiorem optymlnych dla producenta planéw
Przy wprowadzonych definicjach ostatnie rOwnanie podane przez Allena
bedzie roznica dwoch multifikacji

PO\Y () =A40)=J
Ogdlnie A (p) nazywa si¢ nadwyzka popytu.

W konkretnych modelach przyjmuje si¢ rézne zalozenia dotyczace zbiorow
XeirY:

Przejdziemy do opisu wybranych modeli rownowagi, w ktérych w réznym
stopniu wykorzystano przedstawiono powyzej pojgcia i rozwazania.

4. MODEL WARLASA

W modelu mamy m — ptoducentéw, | — konsumentéw i n — produktow.
Kazdy konsument ma funkcj¢ dochodu Ki(p) i odwzorowanie popytu ¢,(p)
(L= 172 )

Producenta opisuje zbior ¥; < R"— planéw produkcyjnych i odwzorowanie
podazy Y,(p) (k = 1,2,...,m). Zakladamy, ze Y, sa zbiorami zwartymi.

Uwaza sig, ze kapitat konsumenta zalezy od zapasu towaréw b; i dochodow
wynikajacych z udzialu w produkcji — Ji(p). tak wiec

Ki{p) = <b;,p> +J{p)

m
Ogdlnym zbiorem technologicznym nazwiemy zbior Y= () Y,
k=1

Ny
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Zaklada sig, ze dochdd producentéw dziela miedzy siebie konsumenci, czyli

(4
Y L) = <y,p> yeY
i=1

Wektor (y1,..., ym, xt,...,x¥, p*) nazwiemy punktem réwnowagi, jezeli
yiey, (%) k=15t rm
xt e (p*) 1i="190%71
m ] 4
Y yvi+ Y b= Y xp
k=1 1=1 i=1

m ] i
i 03 idas ) I S et M) s
'k=1 i=1 'i=1
wektor p* — nazywa si¢ ceng rOwnowagi.
]
Wprowadza si¢ odwzorowania: ogdlnego popytu ¢ (p) = Y. ¢(p) oraz ogdlnej
=1
podazy
m 1
Y@ =b+ Y ) b=} by,
k=1 i=1

ktore sa zwigzane nastgpujaca nieréwnoscia

<p,x> < <p,y>, xe@(p), ye¥ (p)

noszaca nazw¢ warunku Warlasa w szerokim znaczeniu. (Jezeli zastapié ja
réwnoscia, moéwimy o warunku Warlasa w waskim znaczeniu.)

Warunki wystgpujace w pojeciu punktu rownowagi mozna sformutowaé
nastgpujaco: popyt nie moze przewyzszy¢ podazy oraz warto$¢ kupionych
towarow rowna jest wartosci sprzedanych.

Wykorzystujac definicje ¢ (p) i ¥ (p), mozna powiedzieé, ze punktem réwno-
wagi nazywamy wektor (y*, x*, p*) taki, ze

y*ey (@*), x*eo(p*
xtsy#

<p*,x*> = <p*,y*>

5. MODEL ARROW’A-DEBREU’A

Model jest zblizony w strukturze do modelu Warlasa. Zasadnicza réznica
zawarta jest w konkretnym zapisie funkcji dochodu konsumenta J (p).
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Przy zachowaniu oznaczen z poprzedniego rozdzialu, dla kazdego kon-
sumenta i,1 < i < [, zaklada sie:

— dochod Kfp) = <p,b;>+ Y, a;<p,y;>
i=1

gdzie:

b, — zapas poczatkowy towardw,

ay; — czg8¢ dochodu j-tego producenta, ktora otrzymuje i-ty konsument,
y; — plan j-tego producenta,

2 ay=i

=i1
Kapitajl sklada si¢ wigc z zapasu i udzialu w sektorze produkcji (np. jako
akcjonariusza lub robotnika najemnego).

— Zbior X; < R%, na ktorym okreSlona jest funkcja uzyteccznosci u; jest
wypukly, domknigty i nieograniczony, przy czym z tego, ze w ciagu x*e X,
(k = 1,2,...,) dowolna wspélrzgdna x5 — co wynika, ze pozostale tez daza do
nieskonczonosci.

— Funkcja ufx) jest ciagla i wklesla na X,

— Dla kazdego i istnieje taki wektor X;e X, ze X; < b,.

— Kazdy konsument jest nienasycony.

Z przedostatniego zalozenia wynika, ze kazdy konsument posiada ro6zny od
zera zapas towarow.

Dla sektora produkcyjnego zalozymy, ze zbiory Y- plandw k-tego produ-
centa sa silnie wypukle, zwarte i 0€ ¥,.

Twierdzenie. (21) W modelu Arrow’a-Debreu’a istnieje punkt réwno-
wagi. :

Lemat. (7) Odwzorowania ¢ i { s3 p.c.g., a zbiory ¢ (p) i ¥ (p) sa niepuste,
wypukle i domknigte.

6. MODEL GWARANTUJACY DOCHODY

Przedstawiam wariant modelu Arrow’a - Debreu’a, w ktorym przyjmuje sie
dodatkowo istnienie socjalnego systemu zabezpieczenia panstwowego.
Przyjmiemy oznaczenia:

II{p) =max <p,y>j=1,..m

oG =3 1)
i=1

Liczba d =1II (p)/l — to §redni poziom dochodu. Przedsigwzigcie j-te nazwiemy
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rentownym, jezeli przy cenach p, IT{p) > 0. Numery wszystkich rentownych
przedsigwzigé oznaczamy przez J,(p) oraz J,(p) = {1,2,...,m}\J(p)-

Przy wyznaczeniu cen p, okreslamy liczbg d i wybiera si¢ liczbg pe[0,1].
Liczba pd jest minimalnym poziomem dochodu. .

Aby kazdy uczestnik systemu mial zapewniony minimalny dochéd, panst-
wo pobiera od kazdego przedsi¢biorstwa podatek (1— p).

Tak wigc realny dochdod okreslony jest jako

nfp)=plp) jeJ,
Dochdéd konsumenta be¢dzie rowny

m

K{p) = jz oy; 11 (p) + max {O,ud—jil o;; 11 {p)}

=1
Nalezy tak dobraé wartosé p, aby spelniony byt warunek Warlasa w waskim
znaczeniu

1
2 Kip)=1()

i=1
stad

gt 5 s 57 e {o,d— $ a,-,-ﬁ,@)}]'l
j=1

eJy i=1
m

Wielkosé max {0, pd— Y ayll j(p)} jest wyplacana kazdemu konsumentowi,
j=1

jezelidochod Y. ay; [T ;) plynacy z uczestnictwa w sektorze jest mniejszy niz d.
i=1
Oznaczamy przez y (p) = 1 — u(p) wielkosyé podatku, wtedy odwzorowanie
calkowitego popytu ¢ (p,y(p)).
Stanem rownowagi nazywamy czworke (x*, y*, p*,y*) taka, ze

x*e o (p*,7*),y* €y (p*)

xt s y#' <p#’xt> - <p*'y*>

Twierdzenie. (7) Jezeli spelnione sa nastgpujace zalozenia:

1. Zbiér X, < R% jest wypukly i domknigty oraz dla x* € X, jezeli ||x*]| = co,
seN,to xj—0,j=1,..,n.

2. Funkcja uyx) jest ciagta i wklgsla na X

3. 0eX,.

4. Kazdy konsument jest nienasycony.

l

5. Zbior Y, jest zwarty, a zbiér Y= jL-)l Y; jest wypukly.
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6. istnieje ye Y, ze y > 0.
Wtedy w modelu gwarantujagcym dochody istnieje stan rownowagi taki, ze
K{)>0,i=1,2,..,L

7. MODEL Z USTALONYMI DOCHODAMI

Rozpatrzymy model ogdlnej rownowagi, w ktorym nie uscisla si¢ sposobu
formowania dochodu konsumentéw. Przyjmujemy, ze dochéd kazdego kon-
sumenta jest wielkoscia stala, niezalezna od cen.

Funkcja uzytecznosci u; jest okreslona na zbiorze X; = R"%. Sektor produk-
cyjny zadany jest ogolnym zbiorem technologicznym Y. Kazdy uczestnik chce
maksymalizowa¢ swoja funkcje¢ uzytecznosci z udzialem ograniczen budzeto-
wych. To oznacza, ze odwzorowanie popytu ¢{p) jest zbiorem rozwiazan zadania

max u/x)

<p, x> <K

xeX;

Odwzorowanie podazy V (p) jest rozwigzaniem zadania
max <p,y>

yeyY

Twierdzenie. (20) Zal6zmy, ze
1. Funkcje y; sa ciagle i wklgsle na X,
2. Zbiory X, sa domknigte i wypukle oraz 0eX,.
3. Liczby K, > 0.
4. Y= R" jest wypukly i zwarty oraz istnieje ye Y, ze y > 0.
Wtedy istnieje stan rOwnowagi w modelu z ustalonymi dochodami.
Pordwnujac ten model z modelem rozwazanym w rozdziale 5, widzimy, ze
nie ma zalozen dotyczacych struktury zbioréw X, nie zaklada si¢ nienasyconosci
konsumentdw, ale pojawia si¢ dodatkowe zalozenie, ze Y < R".

8. MODEL MAKAROWA

W modelu Makarowa nie ma rozroznienia na konsumentow i producentow,
kazdy z uczestnikOw systemu moze wystgpowa¢ w dwoch rolach. Mamy wiec
l-uczestnikOw systemu oraz n-towarow. Kazdemu uczestnikowi odpowiada
zbiér X,; < R", bedacy jego strategiami jako konsumenta, oraz zbiér ¥; < R",
stanowiacy jego mozliwosci jako producenta.

ANl N O

>
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Mozliwosci dzialania i-tego uczestnika przedstawia zbiér Z; = X; x Y,
Oznaczmy przez P < R" zbiér dopuszczalnych cen.

Dowolny stan ekonomii okresli wektor (z,,z,,..,2;,p)€Z, gdzie
Z=2Z,XZ,X..XxZ XP.

Interesy i-tego uczestnika opisuje odwzorowanie G;: Z —» 2%, gdzie G{z) < Z
interpretuje sie jako realny zbior wszystkich mozliwych stanéw z' € G (z), ktore sa
dla danego uczestnika korzystniejsze niz z.

W odréznieniu od poprzednich modeli dopuszcza sig, ze interesy i-tego
uczestnika zaleza nie tylko od iego co otrzymuje, ale rowniez od wybranej
strategii y;€ Y], czyli od wynikéw i wkladanych wysitkow. Odwzorowanie G,
zalezy od zbioru Z, czyliod z;,j # i. Kazdy w swoim dzialaniu bierze pod uwage
zachowanie innych partnerow.

Dochdd opisuje funkcja r; Z — R,rfz) to dochéd w stanie z. Niech
Z=(zy,25,..,%;, -, 2;, D), Wtedy ograniczenie budzetowe i-tego uczestnika opisze
multifunkcja B;: Z — 2%

Bz) = {z,e Z; <X,p> <r(2)}

Odwzorowanie nadwyzki popytu zapisuje si¢ nastgpujaco:

I 4
A(z) = Z X Z Yi
i=1 i=1
Stan jest zbilansowany, jezeli 4 (z) = 0.
Stanem rownowagi nazywamy wektor z* taki, ze

B{(z*) NGz (z*) = &
zt € B(z*)
A(z*) =0

Przedostatnia rownos¢ mowi, ze wybor jest z poparciem zbioru budzetowego,
czyli ze dochody przewyzszaja wydatki. ROwnos¢ pierwsza zapewnia uczestnikowi
najkorzystniejsza dla siebie sytuacje. Uczestnik nie moze jej poprawic zamieniajac
z* na z i wybierajac Z,, jezeli inni pozostawia swoje strategie niezmienione.

Twierdzenie. (19) Niech

1) Zbior P bedzie wypukly i zwarty oraz Oeint P.

2) Zbiory X, 1 Y; beda wypukle i zwarte.

3) Funkcje r; ciagle i wypukle wzgl¢dem z oraz ri(z) = 0 dla p = 0.

4) Zbior A; = {(z,z;): ze Z,z;€ G{z)} — otwarty.

5) Wypelniony jest warunek Warlasa w waskim znaczeniu.

6) Jezeli p # 0, to dla kazdego z€Z istnieje X;€ X, ze <X;,p> <r{2).

7) Kazdy uczestnik jest nienasycony.

Woweczas istnieje stan rownowagi.
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9. MODEL HILDENBRANDA

Zbior uczestnikOw systemu okreslamy trojka (4, «, v) — gdzie A jest zbiorem
uczestnikOow systemu, o — jest 5-algebr4 — opisuje wszystkie mozliwe koalicje
uczestnikow, a zadana atomowa miara v na o jest informacja o frakcji
konsumentow bedacych w koalicji. Zbiér uczestnikéw systemu jest skoficzony.

Przestrzern Euklidesowa RY opisuje zbiér towaréw. Kazdy towar ma
okreslona ceng p; > 0i=1,2,..,1 (P = {peR’, p > 0}).

Kazdy konsument posiada zb10r konsumpcyjny realizowany przez multifun-
kcje X: A - 27+, Podzbiér X (a) € RY reprezentuje wszystkie mozliwe plany
konsumpcji dla konsumenta aeA. Wektor poczatkowych zapasdow opisuje
funkcja k: A —> RY,, dla ae A wartos¢ k(a) e X (a).

O zbiorze X (a) zalozymy, ze jest domknigty, wypukly, ograniczony z dotu
przez wektor b i ma niepusty przekrdj z ustalonych zwartym podzbiorem K < R'.
Konsument wybiera plany konsumpcji postugujac si¢ relacja preferencja >,.
Niech Q bedzie zbiorem wszystkich mozliwych relacji. Wybodr jednej wiazki
towarowej jest mozliwy tylko w przypadku, gdy relacja preferencji jest scisle
wypukla. Czesto wybieramy wigc ze zbioru alternatywnych propozycji realizuja-
cych maksymalnie poziom satysfakciji konsumenta.

Odwzorowaniem budzetowym nazwiemy multifunkcj¢ B: 4 — 2R

B(a) = {xe X (a): px < w(a)},

gdzie w jest wartoscia wigzki a.
Odwzorowaniem popytu nazwiemy multifunkcj¢ ¢: 4 — 2R’

@ (a) = {ze B(a): nie istnieje x € B(a) taki, ze x >, z}

Odwzorowaniem popytu okreslilismy maksymalne elementy ze zbioru budzeto-
wego dla konsumenta a.

Sektor produkcji opisuje przeliczalnie - addytywna, wypukto - wartosciowa
multifunkcja ¥: o — 2%, Multifunkcja Y przyporzadkowuje kazdej koalicji Sea
zbiér Y(S) — reprezentuje on plan produkcyjny koalicji S.

Rozpatrzymy prosta wymiang¢ towardw. Oznaczmy calkowity zapas modelu

K=Y k()

acAd

Po przejéciu do nowego stanu mamy nowy podzial zapaséw L= (I(a): a€ A).
Calkowita réwnowaga (Warlasa) dla cen oraz podzialu zasobow ! ma
miejsce gdy

l(a)ep(a), ac A
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Pierwszy warunek zapewnia maksymalna satysfakcje z wybranych dziatad,
a drugi zapewnia rOwnowage podazy i popytu.

Twierdzenie. (13) Jezeli

1) ¢(a) jest niepustym, zwartym i wypuklym zbiorem,

2) multifunkcja ¢ jest jednorodna stopnia zero wzgledem p (tzn.
d(a,Ap)= Ad(a,p),A>0)ipcg.,

1
3) niech {p,} — ciag cen i ||x|| — jest norma ) x, jezeli pk(a) > 0 wtedy
i=1

inf{||x||eR,x€ ¢(a,p,)} = ,

4) K > 0,
wtedy istnieje rOwnowaga w sensie Warlasa (I*, p*).

Przyjmijmy, ze podziatl [ jest funkcja catkowalna oraz podzial I ma wartosci
takie, ze [(a) € X (a). Powiemy, ze jest on osiagany jezeli

fldv = [kdv
A A

Koalicja § ea wprowadzajaca podzial r ulepszy podzial I jezeli
r(a) >,l(a), ac A

frdv=[kdv v(8)>0
s s

Jadrem modelu nazwiemy zbidr wszystkich mozliwych podzialéw naj-
korzystniejszych dla wszystkich koalicji w o.

Twierdzenie. (17) Jadro modelu pokrywa si¢ ze zbiorem punktéw
roOwnowagi.

10. MODEL ROWNOWAGI DYNAMICZNEJ

Rozpatrujemy system ekonomiczny z n-typami produktéw, w pewnym
okresie podzielonym na pewne odcinki [0,1], [1,2],...,[t,t+1]

Produkcyjny scktor w okresie [t,t+1] opisuje zbi6ér technologiczny
Z, c R%", elementy (x, y) € Z, sa procesem produkcyjnym (produkcja y e R® przy
nakladach xeR%).

Konsumpcyjny sektor opisujemy multifunkcja calkowitego popytu o,
R, - 28 przyporzadkowujaca kazdemu wektorowi cen p,e R": na towary (w
przedziale [t,t+1]) zbior ¢(p,) najbardziej przydatnych produktéow dla kon-
sumenta.
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Dochéd z procesu technologicznego (x,y)eZ, okreslamy jako
< Pe+1, Y>> — < Py X>.
Sektor konsumpcyjny, obserwujgc ceny w danym przedziale, tworzy popyt

¢ € @(py).

Sektor produkcji maksymalizuje dochod ze swej dzialalnosci, poszukuje

max (<pi+1,y>—<p;,x>)
(x,y) €Z:
Trajektoria rownowagi z poczatkiem w y, nazwiemy czworke {p,,c,, X,, y;}

taka, ze
1) c,eplp),t=0,1,2,...T
2) (x;,+1)EZ,,t =0,1,.., T—1

3) <P+ 13 Vy1> — <Py X > 2 <Pri1, Vw1 > — <P Xe>
V(xtvyl'l'l)ezgrt_oal, T—l

4) ¢, < y,—x,t=0,1,..,T
S) PN C i < DY =X, > L= O ] s s kT
6) <pr,xy>=0

Trzy pierwsze warunki opisuja dzialania uczestnikOw systemu. czwarty
i piaty ukazuja regulujaca funkcj¢ cen rownowagi — ceny powinny byé takie, aby
popyt x, sektora produkcji nie przewyzszal zapasu towarow y, wyprodukowa-
nych w poprzednim okresie (warunek 4), poniewaz c, > 0), oraz ogolny popyt
x,+c, tez nie moze przekroczy¢ produkcji y, w danym przedziale [t,t+1].
Warunek 5 jest dynamicznym odpowiednikiem rownowagi w sensic Warlasa.

Stowne sformulowanie trajektorii rownowagi jest nastgpujace: w przedziale
[t,t+ 1] mamy zapas towarow y,, uczestnicy systemu dziela go na dwa skladniki:
x, — naklady na produkcj@ w nastepnym okresie i s, = y,—x, konsumpcje.
Jednoczcsme okresla si¢ popyt c¢. Ceny rownowagi powmny zapewnic bilans
materialowy i wartosciowy.

Twierdzenie. (20) Jezeli spetnione sa arunki:

1) Odwzorowania ¢(p) sa p.c.g., a zbiory ¢,(p) sa wypukle i ograniczone
przy pe R%,

2) istnieje liczba f> 0, ze <p,c> < f dla peRY, cep(p)t=0,1,2,..,

3) Z, sa domknigtymi, wypuklymi, ograniczonymi zbiorami w R?",
0,0€Z;

4) istnieje ciag (X, yi+1)€Z (t = 0,1, 2,...),dla ktorego y,— X, = § > 0, gdzie
§ dowolny wektor;

5) o >0,
to dla dowolnego T'< co istnieje trajektoria rownowagi z poczatkiem w y,
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11. UWAGI KONCOWE

Przedstawione powyzej modele réwnowagi zapisane s3 réznym jezykiem,
z innym poziomem ogdlnosci W kazdym z nich multifunkcja jest narzedziem
pozwalajacym na realniejsze opisy przedstawionych stytuacji. Rezygnacja z apa-
ratu multifunkcji prowadzitaby do przyjecia upraszczajacych zalozen o za-
chowaniu si¢ wszystkich uczestnikéw przedstawionych modeli rownowagi.
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