Krzysztof Piasecki

PROPOZYCJE SKEADNIKOW PORTFELA
FINANSOWYCH PROCESOW LOSOWYCH

1. Problem badawczy

[stota inwestowania jest ponoszenie kosztéw w imi¢ spodziewanych w przysztosci
korzysci. Stad omawiajac jakikolwiek proces inwestycyjny nie spos6b pominaé
zalezno$ci analizowanych warto$ci finansowych od uplywu czasu. Dodatkowo
nalezy zwroci¢ tutaj uwagg na fakt, ze zainwestowane $rodki przynosza korzysci
dopiero po pewnym czasie od podjecia inwestycji. W tej sytuacji oczekiwania in-
westora co do przysztych korzysci sa obarczone niepewnoscia. Skojarzenie ko-
nieczno$ci wyznaczenia uplywu czasu z potrzeba uwzglednienia niepewnosci pro-
wadzi do czgstego i owocnego modelowania ewolucji wartosci kapitalowych za
pomoca proceséw stochastycznych (poréwnaj na przykiad [4], [5]).

W tym nurcie badawczym miesci si¢ praca [1], gdzie przedstawiono propozycije
takiego portfela aktywow i1 pasywow finansowych, w ktorym kazdy sktadnik jest
przedstawiony jako geometryczny ruch Browna (poroéwnaj [5]).

Niniejsza praca nawigze do przedstawionych tam wynikéw formalnych, ktére
zostang porownane z kolejnymi modelami proceséw losowych proponowanych
Jako sktadniki portfela Markowitza. Ze wzgledu na studyjny charakter pracy ogra-
niczono sig¢ do najbardziej przejrzystego modelu portfela dwusktadnikowego.

2. Statyczny model portfela

Analizujemy proces inwestycyjny w biezacym momencie czasu ¢ = 0. Zat6zmy, ze
w momencie tym dysponujemy kapitatem C, ktory w pelni zamierzamy zainwesto-
wac¢ w instrumenty finansowe P, i P,. Na zakup instrumentu finansowego P, prze-
znaczamy « - C posiadanego kapitatu, za$ na zakup instrumentu P, (1 — @) - C
posiadanego kapitatu. Nic nie stoi tutaj na przeszkodzie, aby$my dopuscili mozli-
wos¢ krotkiej sprzedazy, co oznacza rezygnacj¢ z zatozenia o €(0,1).W tej sytu-
acji w momencie ¢ = 0 dysponujemy instrumentem finansowym P, o wartosci

X=aC @.1)
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oraz instrumentem finansowym P, o wartosci
Ae= (120G (2.2)

Yacznie z instrument6éw P, 1 P, utworzyli$my portfel inwestycyjny P o warto$ci
poczatkowe;j

1(0) =X, +X,=C 2.3)

3. Dynamiczny model portfela. Przypadek ogdlny

Jak wiemy, warto$¢ nabytego instrumentu P, ewoluuje w czasie, przy czym kazda
zjego przysztych wartoéci jest obarczona pewna doza niepewnosci. Sktania to nas
do opisania zmian zgromadzonego instrumentu P, jako procesu losowego
X : TxQ — R, gdzie symbol 7 0znacza zbidr rozpatrywanych momentow czaso-
wych, za$ symbol Q zbior standéw $wiata zewngtrznego rozumiany jako zbior zda-
rzen elementarnych. Zgodnie z zalozeniami statystycznego modelu portfela dla
kazdego w € Q mamy

X (0, w) = X. (3.1)
Wzajemne relacje pomigdzy zmiennymi losowymi X(z,-) opisywa¢ bedziemy za

pomoca:
 warto$ci oczekiwanej

E (X, () =m,(1); (3.2)
e wariancji
var (X, (¢,)) = v,(0); (3.3)

* kowariancji
cov (X, (4,); X, (7)) =k, (2). (3.4)

Konsekwencja takiego podejscia jest zdefiniowanie dynamicznego portfela jako
procesu losowego IT: T'x Q — R danego warunkami
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I (t, ) =X, (1, 0) + X, (1, 0), 3.5)

I1(0, w) = C. (3.6)
Mamy wtedy oczywiscie

E(I1(t,))=m, (2) +m, (1), (3.7

var (I1(t,)) = v, (8) + k,, (1) + v, (9). (3.8)

Kazda procedura optymalizacji portfela I1(z,") oznacza¢ begdzie dazenie do maksy-
malizacji wartosci oczekiwanej E (I1 (t,")) opisujacej oczekiwane korzysci przy
rownoczesnej minimalizacji wariancji var (1 (2,")) opisujacej ryzyko.

4. Procesy Wienera — wybrane wlasnosci

Z formalnego punktu widzenia przedmiotem naszej analizy bedzie za kazdym ra-
zem proces losowy 4 : T'X £ — R rozumiany jako indeksowana parametrem cza-
su rodzina zmiennych losowych 4 (z,) :  — R. W sytuacji gdy nie bgda nas
interesowaty konkretne realizacje zmiennej losowej A(#,) oznaczaé ja bedziemy
skréconym symbolem

A(r) = A(t)). (4.1)
Do opisu instrumentow finansowych bgdziemy uzywac danej pary wspoétzalez-

nych procesow losowych Wienera (W,,W, ) (porownaj [5] s. 172) spetniajacych
warunki:

dW, ~ N(0,dt), (4.2)
cov(dW,,dW,) = pdt, (43)
W,(0) =0. (4.4)

Mamy wtedy (na podstawie [5] s. 165)

(1)~ N(0,1), (4.5)
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cov(, (1), W, (¢)) = pt. (4.6)

Dodatkowo w dalszych rozwazaniach wykorzystamy wyniki ponizszych lema-
tow. Proste rachunki — uzasadniajace zaprezentowane tutaj tezy — zostaty przepro-
wadzone z uzyciem sugestii pochodzacych z [2] i [3].

Lemat 4.1: Kazda parg wspoétzaleznych procesow Wienera ( VINfl ) W; ) spetniajacych
warunki (4.2) i (4.3) mozna przedstawi¢ jako kombinacje¢ liniowa.

dW, = a,dV, +a,,dV,, 4.7)
gdzie para ( W, : W2 ) jest dwuwymiarowym procesem Wienera, to znaczy

dV, ~ N(0,dt), (4.8)

cov(dV;,dV,) =0. (4.9)

Zbior liczb a,,a,, a,, a,, jest ograniczony warunkami:

al +a}, =1, (4.10)
Ry, =1, 4.11)
4,0y 13 Ay = P (4.12)

Dowdd: Mozliwo$¢ przedstawienia pary (W] : Wz ), jak i kombinacji (4.7), wynika
wprost z twierdzenia o reprezentacji wektora zmiennych losowych majacych faczny
wielowymiarowy rozkltad normalny (patrz [2] s. 521).

Rozwazmy zbior wszystkich liczb a, = (i = 1,2; j = 1,2) spetniajacych réwnanie
(4.7). Z (4.8) 1 (4.9) otrzymujemy wtedy

a,dV; +a,dV, ~ N(0,(a? +ak)d?).

Ostatni wniosek wraz z (4.2) dowodzi konieczno$ci spetnienia przez liczby a, ogra-
niczen (4.10) i (4.11). Ponadto z (4.7) wraz z (4.3) i (4.9) mamy
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p dt = cov(dW,,dW,) = cov(a,dV, +a,,dV,,a,dV, + a,dV,) = a,a,dt + a,,a,dl,

co wprost prowadzi do (4.12). Uktad réwnan (4.10) i (4.11), (412) posiada rozwia-
zania (np. a,, =+/1-p*,a,, = p,a, =0,a,, =1), co konczy dowod lematu.

Lemat 4.2: Dla dowolnych funkcji b, : T — R istnieje proces Wienera spetniajacy
warunek

b, ()dW, + b, ()W, =[b2 (1) +2.pb, (1)b, (1) + b2 (t)dWV* . (4.13)

Dowdéd: Z lematu 4.1 mamy

b()dW, +b,()dW, = (b,(t)- a,, +b,(£)- ay,)dV, + (b, (£) - a, + b, (£) - ay,)dAV, =
= J(B,(Da, +b,()ay,)? + (b (O)ay, +b,(t)ay,) AW =
= B2 (1)@, +a2,) + 2b,(6)b, (£)(ay, - @y, +ayay,) + B2 (1)@, +aZ)dW " =
= \Jb2 (1) +2pb,(t) - b, (1) + B () AWV * .

Lemat 4.3: Dla dowolnych funkcjib,: T — R istnieje proces Wienera W* spel-
niajacy warunek

By (0) - W, (£) + by (1) W, (£) = b2 (1) + 2 b, (0)b, (6) + b3 (&) - 77" (2). (4.14)
Dowdd: Przebiega identyczne jak dowdd lematu 4.2.

Lemat 4.4: Niech bgda dane procesy losowe ;IJ, (i=1,2) opisane przez rézniczki
It6

dA, = a,(t)dt +b,(t)dW,, (4.15)
gdziea,: T — R ib,: T — R (poréwnaj z [3]). Mamy wtedy
E(4 (1) 4,(1) =
t o 8 o {4i16)
= fal (5)-E(4,(5)) +a,y(s)-E(4,(5)) + p by (s) - b, (s)ds +4,(0) - 4,(0)

Dowéd: Z wiclowymiarowej wersji wzoru It6 (poréwnaj [3] s. 132), dzigki lema-
towi 4.1 otrzymujemy
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d(4, - 4,) =[a,(t)- A,(t) + a,(£) - 4,(t) + b, (1) - b, ()@, - @y +ay, - ay,)]dt +
+b,(0)- A, (£)(a, dV? + a,,dVy) + b, (£) - 4, (1)(ay,dV, + a,dVy) =
=[a,(t)- 4, () + a,(£) - 4,(t) + p b,(t) - b, ()]dt +
+a, b, (£)- Ay () + ayb, () 4, (O)1AV, +[a,,by (£) - Ay (1) + anb, (£) - 4,()]dV,E.

Calkujac obustronnie, uzyskujemy

A4@)-4,(H)-4(0)-4 ()= ja () Ay (s) +a,(s)- A () +
+pb (s):b,(s)ds + J.a“b (s) A ,(8)+ayb,(s) 4 (s)dV (s)+
+ ja,2b (5)- 2, (5) + aybs (5) - A (5)dP (5).

Z ostatniej zalezno$ci, dzieki twierdzeniu o warto$ci oczekiwanej catki stocha-
stycznej (mozna znalez¢ w [3] s. 124) otrzymujemy bezposrednio (4.16).

Lemat 4.5: Niech beda dane procesy losowe Z,- (i =1,2) opisane przez rézniczke
It6 (4.15). Mamy wtedy

E(4}(t) = j ($)E(4,(s)) + b} (s)ds + 4} (0). (4.17)
Dowéd: Z poflstawowego wzoru It (porownaj [3] str. 129) otrzymujemy
dA} (1) =[2a,(t) 4,(¢) + b} (O)1dt +2b,(6)- 4, ())dW,.
Catkujac obustronnie, uzyskujemy
A t)-42(0)= 'jza,- (5)4,(s)+b} (s)ds+2'jb..<s)2(s)dW,-(s>.
3 )

Z ostatniej zaleznosci, dzieki cytowanemu juz twierdzeniu o wartosci oczekiwane;
calki stochastycznej, otrzymujemy bezposrednio (4.17).

5. Dynamiczny model portfela — arytmetyczny ruch Browna

W rozdziale tym zatozymy, ze ewolucja warto$ci zgromadzonego instrumentu fi-
nansowego P, przebiega w sposob opisany przez proces losowy S; scharakteryzo-
wany przez rézniczke Ito
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dS. = uXst+o,X,dW, (5.1)
5,0)=X,. (5.2)
gdzie:

X, — warto$¢ poczatkowa instrumentu P, opisana w czgsci 2;
U, — stopa przesunigcia (dryfu);
0, — wspolczynnik zmienno$ci.
Proces S; w literaturze przedmiotu jest klasyfikowany jako arytmetyczny ruch
Browna (poréwnaj [5] s. 166).
Catkujac obustronnie uzyskujemy

SO =X, +uXt+0XW(t)=X,(1+ ut+oW,(t)). (5.3)

Witasnosci rozktadu normalnego pozwalaja bezposredni stwierdzi¢

E(S,(1)= X, (1+ ). (5.4)
Twierdzenie 5.1:
var(S(1) = X}t (5.5)

Dowéd: Dzigki (5.4) i Lematowi 4.5 mamy
var(S, (1)) = E(S} (1) - [E(S, ()] =
= [2mX, - X,(1+ ps) + X]olds+ X} = [ X,(1+ )] =
0
t
=2 X} [+ pys)ds + X} ot =2.X} pt = X} e’ =
0

=2X pt+ Xt + Xlolt-2X ut - X ikt = X olt.

!

Twierdzenie 5.2:
cov(S8 (), 5, (1) = p X, X, -0, -0yt (5.6)

Dowéd: Dzigki (5.4) i Lematowi 4.4 mamy
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cov(S,(1), S,(1)) = E(S,(1)- 5, (1)) = E(S,(1)) - E(5,() =
= IXlﬂle(l+,uzs)+X2y2X1(1+,uls)+p X, X,0,0,ds +
0
+ X\ X, - X X, (1 + )1+ 1) =
= XIXZ[].,u1 + 1, + 24,18 + po,0,ds + 1= (1+ pt)(1+ pyt)] =
= pX,X;:j, fopis
Przejdzmy do ustalenia podstawowych wiasnosci portfela

TI(¢) = S,(1) + S, (0). (5.7)

Twierdzenie 5.3: Proces losowy I1 opisujacy portfel zdefiniowany za pomoca toz-
samo$ci (5.7) jest arytmetycznym ruchem Browna wyznaczonym zaleznosciami (3.6)
i Ti(n=Cca+ (o +(1—a) )t + \[azo,z +2pa(l-a)o, -0, +(1-a)’ o} W (1)),
(5.8)

gdzie dW ~N(0,dr) i W(0)=0.

Dowéd: Dzigki Lematowi 4.2 z (5.3) i (5.7) otrzymujemy

TI(t) = X, + X, + (X, 11, + Xy, )t +[ X207 +2pX, X,0,0, + X202 (t) =
= C(1+(a g +(1- @) )t ++/a’c? +2pa(l-a)o,0, + (1- @) 2 (1)).

Teraz juz bezposrednio z (5.8) otrzymujemy

EM1(0) = c(l+ (@ g +(1-a),)0) 5 (5.9)
var([1(t)) = ¢*(a’c? + 2p a(l-a)o,0, +(1-a)*03). (5.10)

Uderzajaca w tym przypadku jest wiernos¢, z jaka uzyskane powyzej wyniki po-
wtarzaja dobrze znane elementy statystycznej analizy portfelowe;.

Bardzo korzystnym z formalnego punktu widzenia jest tez fakt, ze w przypadku
sktadnikéw bedacych arytmetycznymi ruchami Browna uzyskujemy portfel takze
bedacy arytmetycznym ruchem Browna o parametrach interpretowanych w ten sam
sposob co parametry proceséw opisujace skladniki portfela.

Ta formalna i interpretacyjna zamknigto$¢ operacji sktadania portfela pozwala
na owocne rozwijanie teorii analizy portfelowej. Wymieniajac zalety tego podej-
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Scia, nie nalezy zapominac o przytaczanych przez wielu autoréw (poréwnaj np. [5]
s. 167) wadach stosowania arytmetycznego ruchu Browna. Dlatego nalezy uznac,
ze ostateczne rozstrzygnigcia o aplikacyjnej przydatnosci zaproponowanego po-
wyzej podejscia do problemu dynamiczne modelu sa uzaleznione od wynikow
empirycznych aproksymacji.

6. Dynamiczny model portfela — pseudogeometryczny ruch
Browna

W rozdziale tym zalozymy, ze ewolucja wartosci zgromadzonego instrumentu fi-
nansowego P, przebiega w sposob opisany przez proces losowy Y, scharakteryzo-
wany przez rozniczke Ito

dy, = uE(Y,(0))dt + o, E(Y,(0))aW,, (6.1)

Y(0)=x,, (6.2)
gdzie symbole X, u, 0, przyjmuja te same znaczenia co w czgSci 5.

Antycypujac wyniki zebrane w tej i nastgpnej czgsci, proces Y, nazywac bg-
dziemy pseudogeometrycznym ruchem Browna.
Twierdzenie 6.1:

E(X(0))= X, -exp{ut}. (6.3)
Dowdd: Caltkujac obustronnie (6.1) otrzymujemy

¥()-%0)= 'ju,-E<Z(s))ds+ ]ME(?,- ()dW,(s),

0 0

co razem z twierdzeniem o warto$ci oczekiwanej catki stochastycznej daje

EF(6)-X, =4, }E(Z (5))ds.

0

Jedynym rozwiazaniem powyzszego réwnania z niewiadoma E(f’; (2)) jest (6.3).

Twierdzenie 6.2: Proces }N’, (t) opisany rozniczka It6 (6.1) ma trajektori¢ opisang
warunkiem poczatkowym (6.2) i tozsamoscia
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Y(6)= X, exp{ut}-(1+0J7,(t) = EF () 1+ o, (1)). (6.4)
Dowéd: Zestawiajac (6.1) z (6.3), otrzymujemy kolejna rézniczke Ito
du, = u X, exp{utidt + o, X, exp {/zit}dW,.. ()
Calkujac obustronnie uzyskujemy
Y.(t)- X, = X, exp{ut} - X, +c,X, ]exp {11,5}dW,(s).
0

Stosujac do powyzszej catki stochastycznej metodg catkowania przez czgsci (po-
rownaj [3] s. 122) oraz uwzgledniajac (4.4) stwierdzamy, ze
!
(1) = X, exp ity 1+ 0, - W.(0) - X,0 [exp {4,517 ()ds (**)
0
Z drugiej strony rozwazmy podstawienie

U(t) =Y (t)exp{-pt}.

Podstawiajac do (**) otrzymujemy
1
U(0) = X,(1+07,(0)) ~ X0, [exp{ps (s =0)} - W, (s)ds . (=58}
0
Rézniczka It6 procesu losowego U ; dana jest (poréwnaj [3] s. 182) zaleznoScig

d(j‘. 5 (_:uiﬁi (6)+ X, p;)dt + XiaidWi :
Catkujac obustronnie powyzsza rézniczkg, otrzymujemy

a1 41

U,(t)-U,(0) =~ [T (s)ds + X,pt + X, o W, (1)
0

(****)

!
U,(t)= X,(1+ o W,(0) + X1t — 1, [Y,(s)- exp{-ps}ds
0
Poréwnujac (¥**) i (****) stwierdzamy, ze

t t

=X gl jexp {u(s—-1)}- W,.(s)ds =X, ut— 1 J‘Y, (s)exp{—p,s}ds,
0 0

co prowadzi do

X4, [1+ 0, exp i, (s -, (s)ds = p; [¥,(s) exp{-pss}ds.
0 0
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Dla u, # 0 mamy wtedy

X,(1+ 0, exp{p,(t =W, (1) = Y,(t)- exp{-ut},

co ostatecznie daje (6.4). W przypadku . = 0 zgodnie z (6.3) E(Z(t)) =X, co
powoduje, ze proces losowy Y. redukuje si¢ do arytmetycznego ruchu Browna

1

z zerowa stopa dryfu. Dzigki (5.3) mamy wtedy
Y(t) = X,(1+ o, W,(t)) = x, exp{0- 1} - (1+ o, - W, ().
Ostatnia teza konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 6.3:

2 2

var(f(0) == (exp 2411} ). (6.5)

i

Dowdéd: Dzigki (6.3) 1 lematowi 4.5 mamy
var(t; (1) = EF,(0) - [EF,0)T =

= J2ini2 exp{2u,s}+ X o} exp{2usids+ X} — X} exput} =
0

1

2u. + 02 252
: x?[—ﬁ‘éi"—(exp {2u,t}—1)+1—exp{2u,-t}j = X2 %L (exp {2} -1).

i

Twierdzenie 6.4:

2122095 (exp (4 + 41} -1). (66)
Hy+ 1
Dowdd: Dzigki (6.3) i lematowi 4.4 uzyskujemy catkg oznaczong Riemmana, ktéra
catkujac elementarnie uzyskujemy (6.6).
Przyjdzmy teraz do ustalenia podstawowych wtasnosci portfela

cov(, (1), Y, (1)) =

() =% +51)- (6.7)

Twierdzenie 6.5: Proces losowy I opisujacy portfel zdefiniowany za pomoca
tozsamosci (6.7) jest pseudogeometrycznym ruchem Browna wyznaczonym zalez-
nosciami (3.6) i
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Ii(7) = EAL(0) - (1+5(0)- W (1)), (6.8)
gdzie dW ~ N(0,df) i W(0)=0 oraz

E(T1(¢)) = c(a exp{ut} + (1-a)exp{p,1}), (6.9)

Ja’g () +2pa(l-a)g(t) +(1-a)*

a2 g(t)+(1-a)
O,

(6.10)

s(t)=o,

g(t) =2 -exp{(u — ,) 1}

0,

Dowdd: Wszystkie powyzsze zaleznosci uzyskujemy z (6.3), (6.4), (6.7) oraz le-
matem 4.2, stosujac elementarne przeksztalcenia algebraiczne.

Ostatnie twierdzenie informuje nas, ze takze w przypadku uzycia pseudogeo-
metrycznego ruchu Browna jako modelu sktadnikéw portfela operacja skladania
portfela okazuje si¢ — z formalnego punktu widzenia — operacja zamknigta. Opera-
cja sktadania portfela daje takze i w tym przypadku model portfela o parametrach
interpretowanych identycznie jak analogiczne parametry modeli skladnikow. Nie
sa to jedyne zalety modelu pseudogeometrycznego ruchu Browna. Warto tutaj zwr6-
ci¢ uwage na fakt, ze trajektoria wartosci oczekiwanej pseudogeometrycznego ru-
chu Browna jest identyczna z trajektoria warto$ci oczekiwanej geometrycznego
ruchu Browna (zobacz [5] s. 167). To wlasnie spostrzezenie stanowilo przestankg
do nazwania proceséw Y, pseudogeometrycznymi ruchami Browna. Z aplikacyj-
nego punktu widzenia dostrzezona identyczno$¢ wartosci oczekiwanych powinna
by¢ istotna zaleta proponowanego modelu, gdyz wskazuje na istotne podobien-
stwo do modelu geometrycznego ruchu Browna powszechnie akceptowanego jako
model ewolucji warto$ci instrumentow finansowych.

Fakt ten, jak wydaje sie, zachgca do dalszych studiow formalnych i empirycz-
nych modelu pseudogeometrycznego ruchu Browna .

7. Dynamiczny model portfela — geometryczny ruch Browna

W [1] rozwazono uzycie geometrycznego ruchu Browna Z jako modelu ewolucji
sktadnikéw P, portfela instrumentéw finansowych. Wspomniany proces losowy
jest opisany za pomoca rozniczki Ito

dZ, = uZ (dt+o0,Z dW, (7.1)
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Z0)=X, (72)

gdzie interpretacja symboli 1, o, X jest identyczna z ich interpretacja w czesci 5.
Jak juz wspomniano, mamy wtedy mig¢dzy innymi

E(Z,(0))= X, exp{u} (73)

Warto$¢ oczekiwana (7.3) jest identyczna z warto$cia oczekiwana (6.3), podczas
gdy trajektoria geometrycznego ruchu Browna

AGED'¢ exp{[u,-—é—a?%oﬁ(r)} (7.4)

jest rozna od trajektorii (6.4) pseudogeometrycznego ruchu Browna.

Geometryczny ruch Browna jest powszechnie akceptowany jako model zmian
wartosci pojedynczych instrumentéw finansowych. W [1] podjeto prébg wyzna-
czenia trajektorii portfela

(1) = Z,(t)+ 2,(1).- (7.5)
Ro6zniczka It powyzszego procesu jest dana zlezno$cia

dll = [MZ (O)+ .uzzz (1)]dt + [o-laIIZI () + Uzazlzz (t)]dﬁl ar
+[O-IGIZZI(Z)-{_O_ZaZZZZ(t)]dﬁ;ﬂ (7.6)

gdzie para (V,, v, ,) jest dwuwymiarowym procesem Wienera opisanym wraz z pa-
rametrami a,w lemacie 4.1. Trajektorig portfela wyznaczono wprost z (7.5) 1 uzy-
skano

Ii() = c{a exp{(,u, —%alz)t +oW, (t)} +(1-a) exp{(,u2 —%oijt +0o, 7, (t)H ROLD

Warto$¢ oczekiwana portfela

E(T1(t) = clarexp{t} + (1- &) exp{ps,1}] (7.8)

jest identyczna z warto$cia oczekiwana (6.9).

W [1] zgromadzono wigcej wynikow formalnych opisujacych ewolucje portfela
(7.5). Przedstawiony powyzej wybor ogranicza si¢ do zalezno$ci istotnych dla roz-
wazah prowadzonych w tej pracy. Otoz pobiezna analiza zalezno$ci (7.7) i (7.8)
pozwala stwierdzi¢, ze proces losowy opisujacy portfel (7.5) nie jest geometrycz-
nym ruchem Browna. Fakt, ze zbior geometryczny ruchéw Browna nie _]CSt za-
mknigty ze wzgledu na operacjg skladania portfela, powaznie — jak wydaj




52 Krzysztof Piasecki

dyskredytuje przydatno$¢ tej klasy proceséw losowych do modelowania ewolucji
warto$ci sktadnikow portfeli instrumentéw finansowych.

8. Zakonczenie

Przeprowadzone rozwazania wskazuja na niedogodno$¢ stosowania geometrycz-
nego ruchu Browna jako modelu sktadnikéw portfela. Z drugiej strony stwierdzo-
na petna zgodno$¢ warto$ci oczekiwanych zarowno skladnikow jak 1 catych port-
feli wskazuje na pseudogeometryczny ruch Browna jako na narzedzie znajdujace
swe zastosowanie w budowie dynamicznych modeli portfeli.

Za pseudogeometrycznym ruchem Browna przemawia tez ze klasa tych proce-
sow losowych jest zamknieta ze wzglgdu na operacj¢ skiadania portfeli. Rodzi to
postulat podjecia dalszych studiéw formalnych i badan empirycznych nad pseudo-
geometrycznymi ruchami Browna.

Interesujace moga tez by¢ badania nad mozliwosciami modelowania dynamicz-
nego portfela przy uzyciu arytmetycznych ruchow Browna. Takze i ta klasa proce-
s6w losowych jest zamknigta ze wzgledu na operacj¢ sktadania portfeli. Kuszace
sa tez tutaj wyraziste nawigzania do metod statystycznej analizy portfelowej oraz
matematyki finansowej. Oznacza to, ze 1 dynamiczne modelowanie portfeli przy
uzyciu arytmetycznych ruchow Browna ma wyraziste powigzania z teoriami do-
glebnie zweryfikowanymi empirycznie.
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