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XX-lecie Zakiadu Ekonometrii zbiego sig¢ z jubileuszowym szesédzie~
sigtym rokiem Akademii Ekonomicznej w Poznaniu. Daxo to powdd do zorga=-
nizowania konferencji, ktdérej motywem przewodnim byty refleksja nad kie-
runkiem dalszego rozwoju dyscyplin ktdérymi sie ten Zekiad zajmuje.

Zapoczgtkowany wczeéniej, a szczegdélnie ozywiony po II wojnie Swiato-
wej ilodciowy rozwdj badan matematyczno-statystyczno-ekonomicznych na-
trafit* w ostatnich latach na jakosciowg bariere. W sferze badanil ekonome=-
trycznych ciggle aktualne jest pytanie kiédy'model ekonometryczny  jest
dostatecznie dobry by mozna sig nim posiugiwaé do celdw prognostycznych.
W sferze badan operacyjnych, w zwigzku 2z ogromng ziozZonoscig obliczenio=-
wa praktycznych zagadniend optymalizacyjnych powstaje problem Jjaki jest
najlepszy kompromis pomiedzy zXozonoscig obliczeniowa algorytméw a dok=-
¥adnodcig uzyskanych przy ich pomocy rozwigzan. Prébg odpowiedzi na te
pytenia poswigcona byxa konferencja, ktdrej obrady toczyxry sige w dwdch
sekcjach. W pierwszej na temat:
wJakosci modeli ekonometrycznych" wygioszono dziewigc referatéw,a w dru-
giej zajmujgcej sie ,Modelami i algorytmami optymalizacji dyskretnej" wy-
gtoszono ich czternascie. Szesé referatéw drukujemy w tej czesdci Zeszytu.
Poze nimi przedstawiono i przedyskutowano na konferencji nastgpujgce re-
feraty:

Doc. J.Btazewicz, ,ZXozonosé obliczeniowa probleméw szeregowania zadad 2z
uwzglednieniem dodatkowych zasobdw",

Doc. S.Chanas, ,0 pewnych problemach w dyskretnej optymalizacji rozmy-
tej",

Mgr E.Danecka, ,Zastosowanie metody Iittle ‘a dla zadania komiwojazera 2
ograniczeniami kolejnosciowymi i liniami krytycznymi",

Doc. E.Ignasiek, ,Optymalizacja harmonograméw przedsigwzigé inwestycyj-
nych",

Dr J.Kamburowski, ,0 pewnych nowych wynikach badari w planowaniu siecio-
wym", '

Dr W.Ostasiewicz, ,Modele podziau zasobdw",

Dr T.Rézeriski, ,Wyznaczanie rozwigzani niezdominowanych na zbiorach dys-
kretnych",

Dr W.Sikora, ,Zastosowanie metody generowania kolumn do wyznaczenia tras
przejazddéw",

Doc. R.S*owiniski, ,Modele wielokryterialnego rozdziaiu zasobdw",

Dr B.Soniewicki, ,Oszacowanie dokiadnosci prostego algorytmu heurystycz-
nego w sieciowym planowaniu przedsiewzigd",

Doc. M.Systo, ,0 pewnym istotnym wykorzystaniu zukowych reprezentacji
zbiordéw uporzgdkowanych",

]
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Doc. S.Wolukiewicz, ,Zagadnienia zatsdunku i Jego uogdlnienial,

Mgr A.Welfe, ,Modelowsnie popytu konsumpcyjnego = problem zmiennych nie-
obserwowalnych',

Prof. W.Welfe, ,Rola analiz symulacyjnych w doskonaleniu modeli systemdw
ekonomicznych”,

Prof. J.Weglerz, wAlgorytmy rozwigzywania problemdéw kombinatorycznych i
ich efektywnosé". ;



Ryszard Antoniewicz

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW
DLA FUNKC]JI UWIKEANYCH .

1. Wstep. Smiato mozna powiedzied, ze prawie 200 lat, ktdére upkyngio
od odkrycia metody najmniejszych kwadratdéw przez C.Gaussa (1794-95) [1]
i niezaleznie A.Legendre a (1805—06)" jest jednym okresem jej wielkiego
tryumfu na polu nauk przyrodniczych. Obecnie metoda ta jest szeroko wy-
korzystywana w wielu dziedzinach nauki. Bez wqtpienia metoda najmniej=-
szych kwadratdéw jest jedng z najprostszych metod racjonalnego wyboru =z
danej klasy funkcji, funkcji w pewnym sensie najblizszej do zbioru da=-
nych eksperymentalnych, opisujacych badeng zaleznogé funkcyjna. Jednak
w przyrodzie, obok zaleznosci typu funkcyjnego wystepujg powszechnie za=
leznos$ci typu relacji, funkcji wieloznacznych, funkcji uwikXanych, za-
leznosci stochastyczne. Zastosowanie klasycznej metody najmniejszych kwa-
dratéw w tych przypadkach nastrecza duze trudnosci (na ten temat patrz
(3], [4], [5]). W tym artykule podemy nowe sformuiowanie metody najmniej-
szjch kwadratdéw, ktére w znacznym stopniu obejmuje wymienione typy za=
leznosci.

2. Miara odchylenia wykresu réwnenia od zbioru. Niech f: DcRER—R.
Figura F = {x: f(x) = 0, XE.DCZRn} jest wykresem réwnania f(x) = 0,
x€DC R™. O réwnaniu f£(xq,...,%;) = 0, gdzie (Xy,...,% )€ DC R® bedzie-
my méwili, ze okredla zaleznos$é uwikiang zmiennych XqseeasXpye Niech
Ac:Dc:Rn, symbolem (A,sﬂg, u) oznaczymy przgstrzeﬁ mierzalng, gdzie 4,
jest ¢ =ciatem podzbiordéw zbioru A, u jest miarg. Niech funkcja f obcig-
ta do zbioru A bedzie funkcjg mierzalng. Liczbg

(1) A(F,A) = [ £2(x)u(dx),
A

nezywamy odchyleniem figury F od zbioru A.

’Matematiczeskaja enciklopedia, Moskwa 1977.
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Oczywiste sg wasno$ci odchylenia A/:
A1, A(F,A)Y0 dla F # 4,
iy NSk

W szczegélnym przypadku, gdy 4 = {a1,...,ak}c}ln, tzn. gdy A jest skon=-
Czonym zbiorem punktéw przestrzeni R™ wzdr (1) przyimuje postad

(2) A(R,4) =3 £2(at)wy,
=1 ;

gdzie wi=u({ai}), L ey Ky ¥

3. Uogdlnions metoda najmniejszych kwadratsdwy. Symbolem ¥ = {FK: 5-61"}
Oznaczymy rodzing figur bedgcych wykresemi réwnan fg (7':) = 0 NEE DK’ SR
tzn, FA’ jest wykresem rdéwnania o indeksie yE R g
Niech (A,do.u) bedzie przestrzenia mierzalng i AC DSC R® dla kazdego
v5€r’ . Zakladamy tez, ze dla kazdego 56]" funkcja fa obcieta do zbioru
A jest mierzalna. Liczba A(FS,A) jest odchyleniem figury F&, od zbio=-
ru A,

Powiemy, ze figura ? € 7 aproksymuje zbidr A w klasie ¥ Jjezeli

#
p
(1) minA (B ,A) = A(Fq,A).

Fse‘}‘
W szczegélnym przypadku, gdy zbidr A jest skorczonym ukadem punktdéw
Przestrzeni R" i speinionsa jest. réwnodé (1) powiemy, ze figura Fp apro-
ksymuje (wygtadza) w klasie ¥ ukXed punktdw A = ‘18,1,32,...,&1(} k-

4. Stosunek do.klas cznej metody najmniejszych kwadratdw.
a. Nich A = (ag) 3‘2}; bedzie skoriczonym uktadem punktéw przestrzeni
<

n

R® i kazdy punkt a*¢ A niech ma wage w (ai) = 1. Niech funkcja h bedzie
2adana jawnie wzorem X, = h(x1,...,xn_1), przyjmujgc f(x1,...,xn) =X -
= h(x1,...,xn_1) mamy f(x.l,....xl,l) = 0 i zgodnie z wzorem 1.2

K K 3

A(F,A) =), fz(a%,. . .,ag‘l) = 21 (aﬁ‘l - h(ay,.. .,aril_1 ))2,
=1 i

gdzie F jest wykresem rdéwnania f(x1, ...,xn)=-.o a jednoczesnie wykresem

funkeji n. Jek widaé, w tym przypadku uogélniona metoda najmniejszych po~

krywa sig¢ z klasyeczng [1], [2].

b. Jezeli rdwnanie f(x1,.'..,:&q) = Q opisujace zalezno$é uwikang daje
8ig jednoznacznie rozwik*aé w obszarze D wzgledem zmiennej X, to oczy-
wiscie £(XqpeeesXy) = g(x1,...,xn) (xn - h(x.‘,...,xn_1) » gdzie g(Xqyees,
X,) #0 (x5 ++0,%, )€ D, Mamy wéwczas

A(F,4)

k
S (et 50 ab e

i=1

K % 2
Z (9.:'1 - h(a]1'....,a.i__1 )) ge(a%,...,ai)w(a},...,aﬁ)

i1
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gdzie F jest wykresem rdéwnania f(x1,...,xn) = 0 i jednoczegnie wykresem

funkcji h a zbiér A = (ai)dg Jjest ukiadem k punktdéw przestrzeni RE 1

kazdy punkt aie A ma wage w(a ), 1 = 1,404,k. Réwniez w tym przypadku

uogdlnione metoda najmniejszych kwadratow pokrywa sie z klasyczng metodg
najmniejszych kwadratéw z wagami w*(a ) =g (a )w(a ke i b £ e ot v
[2]. Nalezy zwrdcié uwage, Ze taki szczgsliwy przypadek, ze rdéwnanie da-
je sie jednoznacznie rozwiklaedé w caXym obszarze D zdarza sig rzadko.Naj-
czgéciej dla jednych wartosci x réwnanie nie daje sig rozwikiaé, dla in-
nych wartodci x daje sig¢ rozwikiad ele jako funkcja wieloznaczna & na-
wet nieskoniczenie wieloznaczna.

¢. Niech rdéwnanie f(x1,...,xn) = 0, (x1,...,xn) € D daje sie rozwi=-
k*aé w obszarze D wzgledem zmiennej Xy jako r-znaczna funkcja, tj. X
= hj(x1,...,xn_1), R B e el
Mamy wéwczas

f(x1,...,xn) = g(x,l,...,xn) lji(xn - hj(y1,...,yn_1)),

gdzie g(x1,...,x ) £0 dla (x1,...,x )€ D.

Stgd jezeli A = (a ;‘gﬁ jest uk¥adem k punktdéw w przestrzeni R® 2z wa-

gami w(a.i), i= 1,...,k to zgodnie z wzorem 1.2 mamy

k
(F,4) = £2(al,...,80) =
i=1

2
52(a1,...,a ) T—T( - hj(a%.-..,ai_ﬂ) w(a}....,aﬁ) =

1
™M=

v 2
T—T(azil - h',j(a.:%,...,alj,;_1 )) w*(a%,...,a.i).

[

i
Mr

5. Szczegdlna rola klasy figur algebraicznych. Wielomianem n-zmiennych
stopnia m nazywamy funkcje okreslong wzorem f(x1,...,xn) =
SyeEs X5 '
X X% ... X%, gdzie k;€{0,1,2,...] dla 1=1,2,....0

Eiien R,

Figure bgdacg wykresem rdéwnania f(x1,...,xn) = 0, gdzie f jest wielomia~- ‘
nem n-zmiennych stopnia m, nazywamy figurg algebraiczng stopnia m prze-
strzeni R® [6]. 2 nastgpujacego twierdzenia widaé, Ze z punktu widzenia |
uogbélnionej metody najmniejszych kwadratéw figury algebraiczne odgrywa=-
ja szczegdlng role.

Twierdzenie. Dla dowolnej figury F = { x: f£(x) = 0, x€ DCRn} gdzie f:

: DCR®—R jest funkcjg ciaggig dla x€D a obszar D jest zbiorem zwartym,
istnieje cigg Fn figur algebraicznych, ze

A (B ,F) —~0.

Dowdéd. Poniewaz f jest funkcjg ciggig na zbiorze zwartym to na podsta-
wie twierdzenia Welerstrassa [7] mozna te funkcje jednostajnie aproksy-

1
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mowaé na tym zbiorze ciggiem wielomiandw Woe Stgd 1 z twierdzenia o za-
mianie kolejnosdci operacji caikowania i brania granicy dla ciggu funk-
cji zbiezZznego jednostajnie mamy:

1im£&(Fn,F) = 1lim f wﬁu(dx) =.f 1lim wﬁu(dx) =
F F

= | fPu(ax) =A(R,F) = 0.
£
6. Przykiady aproksymacji figurami algebraicznymi uktadu punktéw na
piaszczyinie. g
Bgdziemy szukadé figury aproksymujgcej ukzad punktéw( y:-..y:

czyZnie, w podzbiorach zbioru figur algebraicznych. Okaze sig, ze pa=
rametry figury aproksymujgcej wyrazajg sig wéwczas przez momenty tego
uk*adu punktdéw. x ;"xk i

Momentem rs-tym ukXadu punkt6W'<y1'..y
czbe 1 k

) na piasz-

) na pkaszczyiZnie, nazywamy li-

K
m.g = g;xi yi, Ty aum 0050 e e

Stwierdzenie 1. W rodzinie wszystkich stozkowych, ktérych réwnanie ma
postad sz + By2 + Cxy + Dx + Ey - 1 = 0, gdzie parametry A,B,C,D,E s3
dowolnymi liczbami rzeczywistymi, jedynie stozkowa, ktdérej parametry
Speiniajg réwnanie

M20

To2

il

LT PR Rk L
B2 BioWRiapiq oty
B a1 GRS TRETD
10
M99

el et PR g Ly
B215%03 121 F11%%02
x1...xk>.
YqeooVg .
Stwierdzenie 2. W rodzinie wszystkich okreggdéw ne piaszczyZnie jedynie

okrag o réwneniu x° + y2 - 2ax - 2by + ¢ = O,

H U Q W >
u

aproksymuje ukZad punktéw(

e e % RO - BS

AC - B

1 AS - BR
’
AC - B

b =

o =g (23m1o + 2bmgy = (myg + moa))’
2
A = monk = mp"y

B » myk = ByRype
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2
ALY

R = k(m30 + m12) - (myy + moz)m10,
51k (np {EiaTioRd S (Rdo kiMoo g
L Kpeee®y )
aproksymuje ukiad punktow ).
Vqeeo¥y

Stwierdzenie 3. W rodzinie figur o réwnaniu (y - Ax - B)(y - Cx - D)=.0,
gdzie A,B,C,D s dwolnymi liczbami rzeczywistymi (dwie proste), figura,
ktdérej parametry speiniajg uktad rdwnad

2

ACm 2

2 2
40 + AD My + (o} Bm30 + BD Mg + EGBDm20 + 2ADCm30 -

2 2
-C Mmyq = D Myq = 2ACm31 - 2BCm21 - 2DCm21 - EBDm11 - 2ADm21 +

+ Am22 + ZCm22 + ?_Dm12 + Bm12 - m13 = 0,

2 4 ac%m,. + AD?

2 -
BC™m. BD 30 My *+ 2ACDm20 + aBCDm10 -

SO

2 2
- 2ADm11 - 23Cm11 - 20Dm,, = EBDmO1 - D Myq = C myq = 2ACm21

+

+ Bmy, + 2Dm02 + 20m,, + Amy, - My = 0,

A%Cm CB%m,. + A°Dm,. + B°Dm

20 30 + 2ABDm20 + 2ABCm -

10 30

2,

“
- 2ADm,, - B myq = 2BDm11 - A Myq = EBCm21 +

- 2A0m31 - 2ABm 21

21
+ 2Am22 + Cm22 + ZBm12 + Dm13 - My, = 0,

2 2 2 2
A Dm20 + B°D + A Cm30 + CB myg + 2CBAm20 + 2ABDm1O -

2 T 2
- 2ACm21 - 2ABm11 - 2ADm11 - 2BCm11 ZBDm01 A My = B Mg +

+ 2Am,, + 2Bmy, + Dmy, + Cmyp = M3 = 0,

x1...xk).

aproksymuje uktad punktdw (
YqoeoYy

Stwierdzenie 4., Owal o réwnaniu (x2 + y2 + c2)2 - 46%x% o a4,

35 \/é k(m42-m24)+k(m60-m06)~(m4o+mo4+2m22;(mzo'moa)
B/
k (m4o+m04-2m22 )- (mzo-moa )

gdzie

xat = xc? - 20(m20-m02)+m40+m04+2m22

x1...xk

) w rodzinie wszystkich owali , Cassi~
Yyae ¥y

aproksymuje ukiad punktdw‘(
niego [e].
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7. Przyktady zastosowania uogdlnionej metody najmniejszych kwadratdw.

a. Wygtadzenie empirycznych danych liczbowych. W pracach [3], [4], [5]
podano wiele przyktaddéw danych empirycznych, do ktdérych nie mozna dopa-
sowaé zadnej rozsadnej funkcji. Oznacza to, Ze badane zmienne nie sg
zwigzene zaleznodcia typu funkcyjnego lecz zachodzi migdzy nimi zwigzek
typu funkcji wieloznacznej lub uwikzanej. W kaZdym z tych przypadkdéw
uogélniong metodg najmniejszych kwedratdéw mezne znalezé figure wygiadza-
Jgqca dane empiryczne.

b. Wyznaczenie widma i $ladu rozkxadu. Zdefiniowane przez Hellwi=-
ga [3], [41, [5] niezwykle pozyteczne charakterystyki rozkiadu - widmo
i 8lad, nie Xatwo jest wyznaczyé na podstawie danych empirycznych. Meto-
da Hellwiga wyznaczanie $ladu oparta jest ne pojeciu zmiennej losowej
dystansowej [5]. Sprébujemy do wyznaczenia tych charekterystyk wykorzy-
staé uogblniong metodg najmniejszych kwadratdw. Niech ukZad punktdw A,
przedstawia dane empiryczne, ustalemy rodzine figur ¥ , ktdére posiuzg do
aproksymacji. Przyjmujemy, Ze oszacowaniem $ladu ' rozkiadu Jest figura
Fo€i7 aproksymujgca zbidr Ao. Nastegpnie wykreslamy ze zbioru Ao punkty
lezgce na zewngtrz figury Fo, otrzymujemy zbidr Age Znajdujemy figure
F1e 7 aproksymujgcg zbidr Ay, itd. Cigg figur FO,F1,F2,...,Fr nezywamy
widmem uk*adu punktdw. Za oszacowanie widma rozkiadu przyjmujemy  widmo
ukiadu punktdw.

¢. Dyskreminacja-zbioru. Ograniczymy sig¢ do przyk*adu piaskiego. Réw-
nanie ) o ik, xk1yk2 = 0, gdzie k,,k, 83 nieujemnymi liczbami catko-

1
ktkgm
witymi dla m=2 przedstawias kwadryki (krzywe stozkowe) dla m=3 kubiki, a

W przypedku m=4,6,8,... owalg [5] Udowodniono, ze figura stopnia m=4,
6,8,... rozpada sig¢ na z(m-1}(m~2)+1 owali (1876, Harnak). W przypadku
m=4 i m=6 wzajemne pokozenie tych owali zostaZo dokZadnie zbadane (Gud-
kow, 1970). W ogdélnym przypadku zadanie to nie jest jeszcze rozwigzane
(16 problem Hilberta, 1900).

Dobrze znene sg tzw. owale Cassiniego (1625-1712), ktérych réwnenie ma
vostaé [6]

ene 4

2 2)2 - 40S%° = a8’

(x2 + ¥y +c
Rérmanie to przedstawia [6]:
1) okrag, jezeli ¢ = 0,
2) wypukiy owal, jezeli 0 {c{=2=,
3) wklgsty owal (z talia), jeéeli.;%; {c <a,
4) lemniskate Bernoulliego, jezeli g = a,
5) dwa owale, jezeli c)a.

q%ech A bedzie dowolnym zbiorem punktéw na piaszczyinie. Przypusémy, ze

‘Szym zadaniem jest rozbicie tego zbioru na co najwyzej dwa podzbiory.
W tym celu, uogélniong metodg najmniejszych kwadratdéw aproksymujemy zbidér
4 owalem Cassiniego. Jezeli teraz dla tego owalu c)a to zbidér A rozpa-
da sig na dwie czesci, jeieli_vg <c (a powiemy, ze pojawita sig¢ tenden=-
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cja do rozpadu zbioru A na dwie czesci, jeéeli 0 <c <-— to zbidr skia=-
de sig z jedneéj czesci.
Ten dwuwymiarowy przykiad nasturalnie uogdlnia si¢ na przypadek dyskrymi-
nacji na wigcej niz dwa podzbiory lezgce w wielowymiarowej przestrzeni.
d. Rozpoznawanie obrazdw. Uogdlniong metode najmniejszych  kwadratdw
.mozna zastosowaé¢ do rozpoznawanis tylko takich figur lub ich ksztaitu,
ktdére dane sa réwnaniem. Od czaséw Kertezjusza (1637) wiadomo, 2e kazde
réwnanie przedstawia pewng figure. Zadanie odwrotne, gdzie dana jest fi-
gura i trzeba znale?dé jej analityczne rdéwnanie zostato rozwiazene nie
tak dawno przez ukraifiskiego matematyka Rwaczowa (1967) [8]. Niech w
przestrzeni R? begdzie dana rodzina figur, oznaczmy te rodzing symbolem
F = {FK}Kel“ . ZakYadamy, ze kazda z tych figur potrafimy opisaé anali-
tycznym réwnaniem. Niech A bedzie ukzadem punktdéw jednej z tych figur,
ale obarczonych btedem losowym. Aby rozpoznad, do ktdrej figury nalezg
te punkty, dla kazdej figury F&ef7 obliczamy wartosé odchylenia‘A(Fg,AL
Przyjmujemy, ze uk*ad punktéw A nalezy do figury, ktdéra najmniej odchyla
sig od niego.
Tak ze wzgleddw praktycznych, jek i teoretycznych wazniejsze jest zada~-
nie rozpoznawania ksztaxtu figury. Zenim to zadanie sformuiujemy, wpierw
okreslimy co tutej rozumiemy przez ksztait figury. W tym celu zakZadamy,
ze w zbiorze F okredlona jest dowolna relacja rdéwnowaznogci, ktdérg be-
dziemy nazywaé relacjg podobienstwa figur. Relacja ta rozbija zbidér wszy-
stkich figur na klasy figur podobnych. Ksztaitem figury F bedziemy na-
zywali klasg figur do niej podobnych. Waznym praktycznie przykiadem re-
lacji podobiedstwa figur jest relacja generowana przez grup¢ przeksztai-
cefi. Niech G bgdzie dowolng grupg przeksztaicen g: R®—R™. Méwimy, ze
figura F1 jest podobna do figury F2 jezell istnieje takie przeksztaice-
nie g, ze g(F1) = F2. Oczywiscie tak okreslona relacje podobienstwa jest
relacja réwnowaznosci. Jezeli relacjg¢ podobienstwa figur oznaczymy sym-
bolem ~ a symbolem k(F ) oznaczymy ksztait figury PK to mamy

k(Fg) ={F: FEF 1 F~ Fel.
Jezeli ksztaXt jest okreslony przez grupg G przeksztaicen to
K(F) = {F: 'F = g(F), g€ al.

\
Oczywiscie ¥ = LLk(ﬁS), gdzie sktadniki tej sumy sg rozigczne. Niech A
N

bedzie ukadem punktéw nieznenej figury F€ ¥, obcigzonych biedami przy-
padkowymi. Aby znalezé ksztaxt tej figury w kazdej z komponent k(PS)’ na
ktére rozbiliémx zbidr ¥ znajdujemy figure F(k(F&),A), ktéra mnajmniej
odcyhla sig od zbioru A i obliczamy wartosci odehylenia tej figury od
zbioru A. Przyjmujemy, ze ukiad punktéw A reprezentuje ten ksztait, dla
'ktérego‘ odchylenie jest najmniejsze. %
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