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DYNAMICZNA TEORIA POPYTU
I STEROWANIE OPTYMALNE

Wstep

W teorii preferencji standardowo zaklada si¢, ze kazdy konsument ma
okreslona, interesujaca go przestrzen towaréw X < R", z ustalona odleglo$-
cia py(x, y) miedzy jej dowolnymi elementami x, y, zwanymi koszykami
towaréw; n jest liczba towaréw dostgpnych na rynku.

W przestrzeni towaréw X definiuje si¢ relacje (stabej) preferencji z»
spetniajaca dwa warunki (pelnego preporzadku):

Vx,y, zeX(x X yAYZz=x% z) (aksjomat tranzytywnoSci),

Vx, yeX (xz yVvyzx) (aksjomat zupetnosci).

Para (X, %) tworzy tzw. pole preferencji konsumenta. Zapis x 3z )
czytamy: ,,koszyk x jest przez konsumenta przynajmniej stabo preferowany
nad koszyk y” lub ,koszyk x jest zdaniem konsumenta nie gorszy od
koszyka y”. Jezeli koszyki x, y € X spelniaja jednocze$nie warunek x z )
oraz warunek y 3> x, to nazywamy je koszykami indyferentnymi (nierozroz-
nialnymi z punktu widzenia preferencji konsumenta, jednakowo dobrymi):
Natomiast jezeli koszyki x, y spelniaja warunek x = y A |(y = x), to mowi-
my, ze koszyk x jest przez konsumenta preferowany nad koszyk y lub ¢
koszyk x jest zdaniem konsumenta lepszy od koszyka y. (Symbol 1 jest
znakiem negacji; zdanie 1 P czytamy »nieprawda, ze P”).

Uzupetniajagc t¢ stosunkowo skromng aksjomatyke o kilka dalszycl?
postulatéw, w tym o fundamentalny aksjomat ciaggtosci relacji prefercncjf
i tzw. aksjomat niedosytu, w ciggu minionego pélwiecza ekonomisc!
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Dynamiczna teoria popytu i sterowanie optymalne 95

Matematyczni stworzyli zreby dedukcyjnej teorii preferencji. W powszech-
Nie akceptowanym ksztalcie teoria preferencji jest w swojej istocie statycz-
ha. Wprawdzie pisze si¢ tu i 6wdzie w komentarzach, ze przestrzen towaréw
Moga tworzy¢ koszyki z r6znych okreséw (momentéw) i wobec tego relacja
Preferencji konsumenta umozliwia ocen¢ (poréwnywanie) koszykéw roz-
Proszonych w przestrzeni i w czasie, ale w literaturze brak systematycznego
Ujgcia tej idei w jezyku matematycznym, tym bardziej proby wyciagnigcia
Stad jakichkolwiek interesujacych wnioskéw'. Zadanie to podejmujemy
W tej pracy.

Zat6zmy, ze dana jest przestrzef interesujacych konsumenta towar6w
Xe R" oraz horyzont czasu® T=[0, t,], t; < + 0. Pr6ba zdynamizowania
eorii preferencji moze i$¢ zasadniczo w dwéch kierunkach, W pierwszym
Identyfikowana w czasie jest sama relacja preferencji x,. Aksjomaty
tranzytywnoéci 1 zupetno$ci sa wowczas wigzace dla koszykéw towaréw
Z tego samego momentu. W drugim ujeciu nie relacja preferencji, lecz
“0szyki towar6w maja przypisane im indeksy czasu, co formalnie oznacza,
“¢ koszyki zanurzone sa nie w n-wymiarowej przestrzeni towaréw X, lecz
W (n+ 1)-wymiarowej przestrzeni fazowej X x T towar6w z przypisanymi
M indeksami czasu. Podejscie drugie jest ogdlniejsze.

L, Relacja preferencji w przestrzeni fazowej towaréw

Zamiast statycznej przestrzeni towar6w X & R", bedziemy rozpatrywac
Yhamiczng przestrzen towaréw (przestrzen fazowa) X x T < R“++ 1 gdzie
=[0, 7,] jest ustalonym horyzontem czasu z momentem Kkoficowym

1S+ 0. Dla porzadku zaktadamy, ze okreSlona jest miara odlegloSci

f{xxy-(X, t; y, ) miedzy dowolnymi elementami (x, 7), (y, T) przestrzeni
XT

. Zaktadamy, ze w przestrzeni X x T okre$lona jest relacja stabej preferen-
Sl Spetniajgca nast¢pujace dwa warunki:
(I) Y(x, ) eXXT, ¥V, 1)EXXT, Y(z, ) eXXT

(6, D20, DAD DX (@ 0)=(x, )X (2 0)

; Por. na przyktad (3], rozdz. I, § 1.
e W calej pracy zaktadamy, ze czas zmienia si¢ w sposéb ,ciggly” i przyjmuje
D(I”?gcl rzeczywiste z pewnego odcinka (przedzialu domknigtego) [0, #,] lub przebiega
108 [0, + o0), gdy t, =+ 0.
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(jezeli w chwili ¢ koszyk towaréw x jest zdaniem konsumenta nie gorszy niz
koszyk y w chwili 7, a ten z kolei jest nie gorszy niz koszyk z w chwili 0, to
koszyk x w chwili 7 jest zdaniem konsumenta ré6wniez nie gorszy niz koszyk
z w chwili 0),

() VYV, DeXXT, YV, 1)eXXT((x, )z 1)Vvy, 1) (x 1)

(biorac dowolne dwa koszyki towaréw, w dowolnych momentach, kon-
sument zawsze jeden z nich potrafi zakwalifikowaé jako nie gorszy
niz drugi).

Relacja preferencji > umozliwia poréwnywanie koszykow towarow
z r6znych moment6éw, dlatego nazywamy ja dynamiczng relacja preferencji
konsumenta. Zamiast ,,koszyk x w chwili 7 krétko piszemy ,.koszyk (x, &
Par¢ (X x T, %z ) nazywamy dynamicznym polem preferencji konsumenta.

Definicja 1

(i) Koszyki (x, 1) e X x T, (y, ) € X x T nazywamy indyferentnymi (nie-
rozroznialnymi z punktu widzenia relacji preferencji), jezeli jedno-
cze$nie (x, 1) = (y, 7) oraz (y, 1) = (x, ©).

(ii)) Koszyk (x, 7)€ X xT nazywamy silnie preferowanym nad Kko-
szyk (v, ) (lub koszykiem lepszym od (y, 7)), jezeli
DX 0 DA DX @ D). A

Jezeli koszyki (x, £), (v, T) sa indyferentne, to piszemy (x, )~ (y, ©):
Jezeli koszyk (x, f) jest lepszy zdaniem konsumenta niz koszyk (y, ©)
piszemy (x, H)> (¥, 7).

O zbiorze Kx'l={(y, 7)|(y, ©) ~(x, 1)} méwimy, ze tworzy obszar obo
jetnosci w fazowej przestrzeni towaréw X x 7.

Dynamiczna relacja preferencji ma m.in. nast¢pujace wiasnosci:

13k, ) e Xx T((x, 1) > (x, 1))

oraz
Vx,)eXxXT, V(y, 1) eXXT:
x>0 1)vle )z K0,
DX O ek D)>0, )V )~ 1),
x>0, 1)vy, 1)>&x Dvix, H~©, 7).
Ponadto

Vix, )eXXT,V(y,1)eXXT,V(z,0)eXxT:
Dz DAY, 1)> (2, 0)=(x 0)>(z 0).
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Dowdd tych wiasnosci przebiega podobnie jak dowdd lematu 1.1
W pracy [4], s. 21-22.

Definicja 2. Dynamiczng relacj¢ preferencji > nazywamy ciagla
WX xT, jezeli zbior

G={((x, 0, 0, D& >, 1); (x, NeXXT, (v, )eXxT}S R¥*2 (1)
Jest otwarty w przestrzeni (X X 7) X (X x T) z metryka

e (XN o (X2 TRy 2R ) =
=IDoue (XER TR o) T O (v S Sy 28T

~ Réwnowazny warunek glosi, ze dynamiczna relacja preferencji jest
Clagta w X x T, gdy zbi6r

G={((x, )y 3 NG Dz &, D; (v, eXXT, (), VEXXT} (2)
Jest domkniety w (XX T) x (X xT). A
Klase ciaglych w X x T relacji preferencji bedziemy oznaczaé sym-
bolem (X x 7).
Niech M bedzie dowolnym (niepustym) podzbiorem X. Ustalmy moment
'€ T oraz dowolny podzbiér czasu 7' < T, zawierajacy moment .

Definicja 3
(1) Koszyk towaréw (x, f) nazywamy koszykiem preferowanym w zbio-
rze M w chwili ¢, jezeli xe M oraz

VyeM((x, )z O 1).

(i) Koszyk towar6w (x, £) nazywamy koszykiem preferowanym w zbio-
rze M w horyzoncie T’ < T, jezeli (x, t)e M x T" oraz

Vi, DeMxT'((x, )z (, 7). A

TwierpzeniE 1

(1) Jezeli % € C°(X x T) oraz M jest zwartym podzbiorem X, to w kazdej
chwili t € T istnieje koszyk towardéw preferowany w zbiorze M.

(2) Jezeli dodatkowo T' jest zwartym podzbiorem horyzontu T, to
w zbiorze M istnieje koszyk towardow preferowany w horyzoncie T'.

(3) Zbiory preferowanych koszykow towardw, o ktorych mowa w (1),
(2), sq zwarte.

Y
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Dowd6d twierdzenia tatwo przeprowadzié, wzorujac si¢ na dowodzie
twierdzenia 1.2 przedstawionego w [4], s. 25-26, zwazywszy, ze jezell
M jest zbiorem zwartym, to VreT zbior M x {t} jest takze zwarty.
Podobnie, ze zwartoSci zbioréw M, T' wynika zwarto$§¢ ich produktu
kartezjanskiego M xT'. m

Definicja 4. Dynamiczne pole preferencji (X X 7, %) nazywamy:
(i) stabo wypuktym w chwili 7€ 7, jezeli zbiér X jest wypukly oraZ
Vy e X zbior

F'iy, n={(x, D|xeXArlx, Dz (& 1)}

jest wypukty,
(ii) stabo wypuklym, jezeli zbiér X jest wypukly oraz VyeX
V1t eT zbidr

F2(y, )={(x, ) eXxT|(x, ) = (7, 1)}
jest wypukly. A

Przyjmujac w (ii) T =1, widzimy, Ze staba wypuklo$¢ dynamicznego pold
preferencji pociaga za soba jego staba wypukto$¢ w dowolnym momencié
horyzontu 7.

TWIERDZENIE 2. Dynamiczne pole preferencji (XX T,%) jest stabl
wypukte wtedy i tylko wtedy, gdy zbior X jest wypukty oraz

Vix, )eXxT,V(y,1)eXXT, Va, f20, a+f=1
((x, hz O, D=>alx, )+ LY, 1) x O, 1)

Dowdd

Koniecznos¢

Zal6zmy, ze dynamiczne pole preferencji jest stabo wypukie i wezmy
dowolne dwa koszyki, spetniajace warunek (x, £) = (v, 7), zatem®
(x, 1) € F2(y, 1) oraz, oczywiScie, (y, 7) € F*(y, 7). Zbi6r F*(y, ) jest z &
tozenia wypukty, czyli

Vo, 20, a+p=1 (alx, D+, 1) € F(y, 1)),

tzn.

alx, D+, 1) X (»,7).
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Dostatecznosc

Wezmy dowolny koszyk (y, t) € X x T. Niech (x!, ') € F?(y, 1) oraz
(%, %) € F2(y, 7). Wéwczas (x!, t') % (v, 1) oraz (x%, %) = (v, 1). Zgodnie
z aksjomatem (II) dynamicznej relacji preferencji albo (x!, ') = (x?, ),
albo (x?, 1?) x (x', t') (albo zachodzi jedno i drugie). Przyjmijmy, ze
(!, 11 > (x?, 1?), zatem

alx, i)+ B3 2 eXXT oraz  a@x, tD)+L0G3 12 = (x% 12)

dla dowolnych liczb &, f=0, «+ f= 1. Z aksjomatu (I) dynamicznej relacji
Preferencji wynika, ze

alxel, H+BG32 D)z (O, 1), czyli o alxl, )+ B3 1) e FA(y, 7).

Zbior F*(y, 1) jest wypukly. m

W twierdzeniu 2 postuzyliSmy si¢ operacja +, dodawania elementéw
faZOWej przestrzeni towaréw X x 7, ktéra wymaga wyjasnienia. Ot6Z na
Pierwszy rzut oka suma a(x, 1)+ (v, T) moze oznaczaé zaréwno koszyk
Skfadajqcy si¢ z wektora ox towarOw z momentu 7 oraz wektora fy towar6w
Z momentu 7, jak i koszyk towar6w z=ox+ fy z momentu 0=oat+ fr.

rzeczy samej dopuszczalna jest tylko druga interpretacja, gdyz w prze-
Sizeni fazowej X x T nie wystepuja koszyki, zawierajace towary z réznych
Momentéw. Punkt (x, 1) € X x T wskazuje bowiem réwnoczesnie na zawar-
(0S¢ koszyka i czas, z ktérego pochodza towary. Ten sam koszyk nie moze
Sktada¢ sie z towarow pochodzacych z réznych momentow.

Udowodnione twierdzenie podpowiada nast¢pujaca definicje silnie wy-
Puktego pola preferencii.

Definicja 5. Dynamiczne pole preferencji nazwiemy:
(1) silnie wypuklym w chwili ¢ € 7, jezeli zbiér X jest wypukly oraz

Vx,yeX, Va, f>0, a+f=1
((x, D% O, DAx#y=a(x, )+, 0>, 1),

(i) silnie wypuktym, jezeli zbi6r X jest wypukly oraz
Vi, )eXxT,V(y,71)eXxT, Va, >0, a+f=1

((x, D= O, DAX, DEY, O =olx, D+, 1>, 7). A
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Silna wypukto§é dynamicznego pola preferencji pociaga za sobg jego
silna wypuktos¢ w dowolnej chwili horyzontu 7. Kazde silnie wypukle
dynamiczne pole preferencji jest wypukie.

TWIERDZENIE 3. Jezeli dynamiczne pole preferencji (X x T, %) jest silnié
wypukle i relacja preferencji = jest ciqgtaw X X T, to ¥V (y, ) € X X T zbidr
F2(y, )={(x, D e XX T|(x, ) = (3, 7)}

Jest silnie wypukty, tzn. spetnia warunek:

V(! 1Y) e F(y, 1), V(x%, t2) e F*(y, 1), YV, f>0, a+p=1, Ie¢>0:
U(e; z, 0) € F2(y, 1),
gdzie (z, O)=a(x', t")+p(?% t%); U z, 0) jest e-otoczeniem punkti
(z, ) w XX T.

Dowéd. Niech (x',t!)e F%(y, 1) oraz (x% t?) e F*(y, 1), (x', t)#
#(x2, 1%). Dla porzadku przyjmijmy, ze (x', ') % (x?, £*). Dynamiczné
pole preferencji z zalozenia jest silnie wypukle, zatem

Vo, f>0, a+pf=1(a@!, 1)+ BE2 2)> % 2z O, 1)),

tzn. (z, O)=a(xt, 1)+ B2, 3)>(y, 7). Tym samym (z, 0) € F%(y, 1).
Zdefiniujmy zbi6r
GO, )={(x, D eXXT|(x, )>®, 7)}.

Oczywiscie G(y, 1) < F*(y, 1) oraz (z, 0) € G(y, 7). Udowodnimy, %€
zbior G(y, 1) jest otwarty w X X T.

7 zatozenia > eC°(XxT) tzn. zbior G w (1) jest otwarty
w (X xT)x (X xT). Zatézmy, ze zbiér G(y, t) nie jest otwarty w X X T
Istnieje zatem koszyk (X, t) e G(y, t) niebedacy punktem wewngtrznym
tego zbioru w X x 7, czyli istnieje ciag koszykéw (x', 1) e X x T\ G (y, 7
dla i=1, .., 00, zbiezny do (X 7) (W normie p,, ). PoniewaZ
(', 1 ¢ G(y, 1), zatem

Vi((y, 7) x (&, 1)), awiec Vi((( 1), 1) €G)
oraz

(&, 1), &, D) = (% 1), (0, 7)) € G,
gdyz zbiér G jest domkniety w (X x T) x (X x T) (zob. (2)).
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Jednocze$nie (%, 1) € G(y, 1), czyli ((& 1), (v, 7)) € G. Otrzymana
Sprzeczno$¢ dowodzi, ze zbiér G(y, 1) jest otwarty w X x 7. Zatem

(z O =a@', )+ B3, ) e Gy, 1) = F*(y, 7)
L zbi6r G(y, 1) jest otwarty w X x T, czyli
Je>0(U(e; z, 0) = GOy, 1) < F2(y, 1)),

€0 koriczy dowod twierdzenia. m

W druga strong twierdzenie jest nieprawdziwe, na przyklad ciagla
telacja preferencji  zdefiniowana na odcinku [0, 3] x {0} w nastepujacy
Sposéb:

(x, 0)x O 0 f(x)=f0),
gdzie

a, gdy 0<a<l,
f(a)=4 1, gdy 1<a<?2,
—a+3, gdy 2<a<3,

&eneruje zbior
F?(y, 0)={(x, 0) € [0, 3] x {0} (x, 0) X (¥, O)}

Silnie wypukty w [0, 3] x {0}, natomiast pole preferencji ([0, 3] X {O}
Nie jest silnie wypukte, gdyz na przyktad dla 0<x,, x, <2, x, #x, i llub
% B>0 o sumie 1 nie jest spetniony warunek

a(xy, 0)+ f(xy, 0)>(xy, 0).

TwikrpzENIE 4

(1) Jezeli dynamiczne pole preferencji (X x T, ) jest stabo wypukte
oraz w wypuktym zbiorze M < X istnieje koszyk preferowany
w chwili t €T, to zbior wszystkich takich koszykow jest wypukty.
Jezeli dynamiczne pole preferencji jest silnie wypukle, to w kazdej
chwili t € T w wypuktym zbiorze M < X istnieje nie wi¢cej niz jeden
preferowany koszyk.

(2) Niech T' bedzie spéjnym podzbiorem T. Jezeli dynamiczne pole
preferencji jest stabo wypukle oraz w wypuktym zbiorze M < X
istnieje koszyk preferowany w horyzoncie T' < T, to zbior wszystkich
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takich koszykow jest wypukty. Jezeli dynamiczne pole preferencji
jest silnie wypukte, to w wypuktym zbiorze M = X istnieje nie wiecej
niz jeden koszyk preferowany w horyzoncie T' < T.

Dowdéd tego twierdzenia otrzymujemy, wzorujac si¢ na dowodzie
twierdzenia 1.3 w [4], s. 27-28. =

Z twierdzen 1 i 4 ptyna dwa wnioski. Po pierwsze, jezeli dynamiczne
pole preferencji jest stabo wypukle, a relacja preferencji jest ciagla, to
w kazdym zwartym i wypuklym zbiorze M < X, w dowolnej chwili t e T,
mozna wskazaé preferowane koszyki towaréw. Zbior takich koszykow sam
jest zwarty i wypukty. Po drugie, jezeli dynamiczne pole preferencji jest

silnie wypukte, to w kazdej chwili w zwartym i wypuktym zbiorze M < X

istnieje doktadnie jeden preferowany koszyk towaréw.

Przy tych samych zatozeniach staba wypuklos¢ dynamicznego pold
preferencji implikuje istnienie zwartego i wypuklego podzbioru koszykow
preferowanych w M < X w dowolnie wybranym spdjnym i zwartym
horyzoncie T’ < T. Podobnie, silna wypukto§é dynamicznego pola preferen-
cji zapewnia istnienie doktadnie jednego, preferowanego w M koszykd
towar6w w zwartym horyzoncie czasu 7' < T.

2. Funkcja uzytecznosci

Niech (X x 7, %) bedzie dynamicznym polem preferencji z przestrzenid
fazowa towaréw X x T < R"jl 1 ciagty relacja preferencji konsumenta.

Definicja 6. Odwzorowanie u: X x T — R' spelniajace warunek
ulx, nzuy, 1) Nz, 1)

nazywamy dynamiczna funkcja uzyteczno$ci, zwiazana z relacja prefe-
rencjii . A

O najprostszych wiasno$ciach funkcji uzyteczno$ci mowi ponizszé
twierdzenie.

TWIERDZENIE 5. Jezeli u: X x T — R! jest dynamicznq,_funkcja, uzytecz
nosci zwiqzang, z relacjq_preferencji =, to:

(1) ulx, )>u(y, 1) (x, )>(, 1),

(2) ulx, D=u(y, & x, N~0, 1), 1

(3) superpozycja g(u) funkcji uzytecznosci u i dowolnej rosnacej funkcj!
skalarnej g: R* — R jest funkcja uzytecznosci.

i (b e g
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Dowdd twierdzenia otrzymujemy, wzorujac si¢ na dowodach twier-
dzen 2.1122 w pracy [4], s. 31-32. m

Natomiast o warunkach istnienia dynamicznej funkcji uzytecznosci
MOwi kolejne twierdzenie, wzorowane na oryginalnym twierdzeniu
G. Debreu [1].

TWIFRDYFNIF 6. Jezeli przestrzen fazowa towaréow X x T jest wypuklym
Podzbiorem R"" ' i relacja preferencji jest ciggta w X x T, to istnieje ciqgta,
dynamiczna funkqa uzytecznosci u: X x T — R*, zwiazana 7 tq_ relacja.

Stosunkowo prosty dowd6d tego twierdzenia w jednym przypadku
qzCZegolnym latwo otrzymaé, wzorujac si¢ na pracy [2], rozdz. I, twier-
dzenie 3. m

Zastepujac dynamiczng relacj¢ preferencji zwigzana z nig funkcja
UZytecznosci, mozemy sformutowaé réwnowazne warunki stabej i silnej
Wypuklosci dynamicznego pola preferencji w terminach funkcji uzyte-
CZnosci.

TWIERDZENIE 7. Jezeli przestrzeni fazowa towarow X x T< R"*! jest
tbiorem wypuktym i relacja preferencji konsumenta %z, jest ciqgta w X X T,
0 dynamiczne pole preferencji (XxT, z) jest stabo wypukte (silnie
WYpukte) wtedy i tylko wtedy, gdy zwiazana z relacjq preferencji =
namiczna funkcja uzytecznosci jest quasi-wklesta (silnie quasi-wklesta).

Dowéd twierdzenia otrzymujemy, wzorujac sie¢ na dowodzie twier-
dzenia 2.4 w pracy [4], s. 34-35. =

Definicja 7
(i) Méwimy, ze w dynamicznym polu preferencji obserwujemy zjawis-
ko niedosytu w chwili ¢ € 7, jezeli

Vx,y eX(x;y=>(x, 0>y, 1)).

(ii) Méwimy, ze w dynamicznym polu preferencji obserwujemy niedosyt
w horyzoncie 7, jezeli

Vx, )eXxT, V(y, 1)eXX T(xc”"‘; ye "= (x, )>(y, 1))

(parametr v>0 jest stopa dyskonta konsumpcji). A

l Jezeli w dynamicznym polu preferencji istnieje niedosyt w horyzoncie 7,
(
) l\lch on rowniez w kazdym momencie horyzontu. ;
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W terminach dynamicznej funkcji uzyteczno$ci warunek (x, 1)>(y, #)
(w czeSci (1)) mozna zastapi¢ réwnowaznym warunkiem u(x, 1) >u(y, 1),
a warunek (x, £)>(y, ) (w czesci (i1)) warunkiem u(x, £)>u(y, 7).

TwIERDZENIE 8. Jezeli w dynamicznym polu preferencji wystepujé
niedosyt, to funkcja u: X x T — R*, zwiqzana z dynamiczna relacja preferen-
cji, jest rosnqca funkcja zmiennej x € X i malejaca, funkcja czasu teT
(i na odwrot).

Dowdd. Jezelix, y € X, x2 y, to w mysl definicji 7 (i) (x, 1)> (, 1), czyli
u(x, 1)>u(y, t). Dla kazdego r € T funkcja uzytecznosci u( -, t) jest wigcC
rosnaca funkcja zmiennej zaznaczonej kropka. :

Przyjmujac w definicji 7 (ii) x=y, mamy:

xe "zxe " =(x, )>(x, 1) czyli u(x, )>u(x, 7).
Stad za$ wynika, ze
VxeX, V1, teT(r>t=u(x, t)>u(x, 1)).

Dowdd twierdzenia w drugg strong jest réwnie prosty. ®

Szczegblnym przypadkiem funkcji quasi-wklestej (silnie quasi-wklestej)
jest funkcja wklesta (silnie wklesta). Dalej zaktadamy, ze przestrzen
towarébw X=R", a dynamiczna funkcja uzyteczno$ci zwiazana z silnie
wypuktym polem preferencji (R" x T, ) jest ciagla, do drugich pochod-
nych czastkowych wiacznie, silnie wklegsta i rosnaca funkcja zmiennej x oraZ
malejaca funkcja czasu t:

(I1I) ue C*(k ST
oraz

(V) 8 VX e RisY/rem ‘v’i(

Ju(x, t Oul(x, t

a0 00
(V) VxeR", VteT, Ve R"\{0} (AH(x, AT <0),

gdzie

*u(x, 1)

ox?

H (08T = (

jest hesjanem dynamicznej funkcji uzytecznoSci w punkcie (x, f) (zob:
rysunek).

n

-
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Dynamiczna funkcja uzytecznosci spelniajaca warunki (II1)-(V)

Z ujemnej okre§lonosci hesjanu H(x, r) w kazdej chwili t € T wynika
W SZczegblnoscei, ze

g ek
0”u(x, t)<0)

YteT, Vi( (7x?

Wszedzie na R" (prawo Gossena). Definiujac obszar (powierzchni¢) obojet-
10S¢i w terminach dynamicznej funkcji uzyteczno$ci, otrzymujemy:

K. .={(, D)eR" xT|u(y, 1)=u(x, 1)}.

l?efinicja 8
(i) Wyrazenie

sy n 1 2B B 1)

0x; dx;

“:l’“y Wamy kraficowq stopg substytucji towaru i przez towar j w koszyku x,
Chwili 7, natomiast wyrazenie

vy
e (x, )=s;(x, 1) —
*
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nazywamy elastycznoS$cig substytucji towaru i przez towar j w koszyku X,
w chwili ¢ (i #J).
(i) Wyrazenia

ou(x, t) du(x, 1)
djaiais 0 r

i

5;;(x, 1, T)=

. X
& (x, t, 1) =s5;(x, 1, 1) —
J J X
A
nazywamy (odpowiednio) krafcowa stopa substytucji i elastycznoScid
substytucji towaru ¢ w chwili # przez towar j w chwili 7. A

Prostym przyktadem dynamicznej funkcji uzytecznosci jest funkcja
ulx, )=ux)e™" (3)

z multiplikatywnym czynnikiem dyskontujacym e~". Woéwczas, w przypad-
ku funkcji (3),

ou (x) Ju(x)
OXp B X

i J

5;;(x, 1) = =5;; (%)

oraz
X; X
s L {159 i
X; X;
J J
Dynamiczna funkcja uzytecznosci (3) charakteryzuje si¢ stalymi w cza®

sie kraficowymi stopami substytucji towar6w. Natomiast

au(x) 6u(x)
axs

A J

Su(x, , )—' V("‘T)___Sij(x)e~v(l—t)’

sij(X, 13 I):.S‘,-j(x, t, T)- u( ) ~»(1 1)

oraz
sp (st n) = 0,0 e (7, 1) =0

przy t—1 — + 00, tzn. sktonno§¢ konsumenta do rezygnacji z pcwnego
towaru dzisiaj na jego rzecz w przyszto$ci maleje do zera w miarg oddalani?
si¢ czasu, w ktérym miataby urzeczywistni¢ si¢ taka substytucja.
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Jezeli dynamiczna funkcja uzytecznosci (3) jest dla kazdego ¢ silnie
Wklesta i rosnaca na R" , to generowane przez nig pole preferencji jest
W kazdej chwili silnie wypukle.

3. Zadanie maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji.
Dynamiczna funkcja popytu

Niech p=(py, ..., p,) >0 bedzie wektorem cen towaréw, I — dochodem
konsumenta oraz X=R",. Oznaczmy przez D(p, I) zbiér koszykow towa-
oW, ktére moze naby¢ konsument, dysponujacy dochodem 7, gdy na rynku
%bowiazuja ceny p:

D(p, D={xeR" |{p, x)<I}

Oraz ustalmy horyzont 7'=[0, ¢,] (tutaj i wszedzie dalej <{x, y> =Y x; y)).

TWIERDZENIE 9. Jezeli relacja preferencji % jest ciagta w Raxils
raz dynamiczne pole preferencji (F " xT, %) jest silnie wypukle, to
%dwzorowanie

@(p, I, )={(xeD(p, D|VyeD(p, D((x, )z v, 1)}

Jes Ve g +1
! funkcjg na int R"*' x T.

Dowdd tego twierdzenia fatwo przeprowadzi¢, wzorujac si¢ na dowodzie
Wierdzenia 3 w pracy [4], 5. 42. m

Definicja 9. Funkcje ¢:int R"*! X T — R", uzalezniajaca w Kkazdej
hwili ;e 7 popyt konsumenta na towary od cen towar6w i dochodu
ONsumenta nazywamy dynamiczna funkcja popytu konsumpeyjnego. A
) Zastcpujqc w twierdzeniu 9 relacj¢ preferencji dynamiczna funkcjg
llzYlCCZnogci, mozemy dynamiczng funkcje popytu zdefiniowa¢ na-
SlQpquco;

@(p, I, t)=arg max u(x,?). (4)

<l
xz0

. W dalszym ciggu zakladamy, ze dynamiczna funkcja uzytecznosci
“Pelnia warunki (IID)-(V) (jest gladka, rosnaca i silnie wklgsta na przestrzeni
OWars . ;

Wardy R", oraz malejaca w czasie).
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Rozpatrzmy zadanie wyboru najlepszego, zdaniem konsumenta, koszy-
ka towaréw dostepnych ze wzgledu na ceny p>0 i dochéd />0 w chwili £
znalezé

max u(x, ) (5)
przy ograniczeniach

it (6)

x=0.

Z twierdzenia 9 wynika, Ze na int R"." ' x T rozwiazanie tego zadania jest
funkcja (cen p, dochodu 7 oraz czasu #). Faktycznie mozna dowie$¢ wigce)s
o czym moéwi kolejne twierdzenie.

TwierDzeNIE 10. Przy zatozeniach (IIN)-(V) funkcja popytu ¢ w (4)
jest ciagta na intR"* ' x T.
Dowéd. Niech p' - p>0, 1, —»1>0,t,—»teTdlai=1, 2, ..., 00, oraZ

X=o(p' I', fy=arg max u(x, t).
@<l
x=0

Woéwcezas Vi({p', x'y=1") gdyz V¢ funkcja uzytecznosci jest rosnacd
funkcja zmiennej x. Ciag {x}2 |, jest ograniczony, gdyz ciagi {p'}Z
{1;}{2, sa ograniczone. Istnieje wigc podciag {x"}, zbiezny do takie]
granicy x°>0, ze {p, x°} =1.

Zalozmy, ze

xX°#X=q(p, I, 1)=arg max u(x, ).
Pyl
xz20

Zatem

u(x’, 1) <u(x, 7). (*)
Przyjmijmy oznaczenie

y'=arg min |x—%||, i=1,2,.., 0.
PLadgl,
xz0
Dla kazdego i zadanie to ma skoficzone rozwiazanie. Ciag {y'} 2 jes!
o(g)gmmuony, Lazwcra_ zatem podciag {y"»}”_ | zbiezny do takiego wektord
Ve = Z2erE pryes <],
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Pr Zy tym

Vk(ll (yiun, li,m) <u(x‘““, ti"*’)),
Czyli
0 t 0 1 e sle
M(y ’ l)<u(x ’ ’)s (.L.}.)

&dyz funkcja uzytecznos$ci u jest ciagta. Z (*) i (+*) wynika, Ze

3e¢>0, 3k, e N, Vk=k, (U(g; ¥) N D(p'», I'w) =),
2dzie

U(e; X)={xeR"||x—%| <&}, D(p, D={xeR" |{p, x)<I}.
Otoczenie U(e; X) jest zbiorem otwartym w R", wiec
30€ (0, 1), Vk=k, (0 ¢ D(p'», I'w)),

Ustad Ox ¢ D(p, 1), czyli 0¢p, £»>1, co jest niemozliwe. Otrzymana
SPrzeczno$é konczy dowéd twierdzenia.  m

Przytoczony dowdd jest wzorowany na dowodzie twierdzenia 1 w pra-
Y [3], rozdz. 11, § 6.

Zadanie (4) jest (dla ustalonego 7) zadaniem programowania nieliniowe-
go. Zgodnie z twierdzeniem Kuhna-Tuckera ([4], s. 44-45) koszyk x wtedy
! tylko wtedy jest rozwigzaniem tego zadania, gdy istnieje taki mnoznik

>0, ze para x, A spetnia uktad warunkéw:

du(x, 1) %
< % — AD, x> =)} (7)
<p,x)=1. (8)

? kOSZyku x spetniajgcym warunek (8) méwimy, ze lezy na linii budzetowe;j
W chwilj 1). Zaktadajac, ze rozwigzanie zadania (4) jest dodatnie 1 przed-

Sawiajac uktad (5)-(6) w réwnowaznej postaci
Ju(x, t :
01(x A p, I, 1) = “(; ) 1p=0 (7)
0x

dl : B 1
(dla X*>0 warunek ten jest réwnowazny z (7)),

@,(x, A, p, I, )=1—p, x)=0, (8"
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widzimy, ze (przy zatozeniu (III))

1o
OYE G (REAIEIT SR Oraz il (e Gl (R 2GS kt
Macierz funkcyjna Jacobiego
dp, 09, *u(x, 1) 5
e PR R £
0xs 104 3
to
v L . ux, 1),
ma Vx>0, Vp>0, Vte T wyznacznik rézny od zera (hesjan Tjest
b
bowiem z zaloZenia ujemnie okre§lony, wigc nieosobliwy). Spetnione 4
zatem warunki twierdzenia o ukladzie funkcji uwiktanych ([4], rozdz. IV:
Dodatek E) i rozwiazanie uktadu (7)-(8") mozna w otoczeniu punkt
(x, 4, p, 1, t) przedstawi¢ w postaci Z
ks

x=o(p, 1, 1),
l:(Po(P, 1’ t)9

gdzie funkcje ¢, @, sa ciagle wraz z pochodnymi czastkowymi w otoczenil
punktu (p, /, t). Wprawdzie dynamiczna funkcje popytu konsumpcyjnego ¢
zdefiniowali§my wczesniej, ale teraz znamy takze procedure jej ewentual”
nego analitycznego wyprowadzenia z funkcji uzytecznosci, poprzez roz:
wigzanie uktadu (7')-(8"). Dalej zaktadamy, Ze funkcja popytu ¢ jest gtadkd (|,
(ciagta, rézniczkowalna) na obszarze okre§lonoSci.

4. Wybrane wlasno$ci dynamicznej funkcji popytu

Pr:
Wtasnosé 1. W kazdym momencie dynamiczna funkcja popytu jeés
dodatnio jednorodng, stopnia 0 funkcjq cen i dochodu:
Vp>0,VI>0,VAi>0,VieT(pip, AL )=@(p, I, 1)). W
o b xp<
Wtasnosé 2. W kazdym momencie wraz ze wzrostem dochodu rosnié
popyt na przynajmniej jeden towar: ko

0p.(p, I, t
Vp>0, VI>0, VieT, 3i ((—(’"(”—)>0).

ol




st

sd
V,

18
y/i
ka

)S!

14
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Witasnos¢ 3. W kazdym momencie wraz ze wzrostem ceny pewnego
lowary maleje popyt na przynajmniej jeden towar (niekoniecznie ten,
ktérego cena wzrosta):

op.(p, I, t
Vp>0, VI>0, VieT, Vi: ¢,>0, 3 (—”—f(a-’-’———)<o).
Di

Wtasnosé 4. Jezeli w chwili t wzrost ceny towaru wywoluje wzrost
Popytu na ten towar, to wraz ze wzrostem dochodu popyt na ten
owar maleje:

dp.(p, I, t dop,(p, I, t
Vp>0, VI>0, VieT (—@M>o:—""—“’——)<o).
ap; ol

Wtasnoéé 1 bywa nazywana brakiem iluzji pieniadza i wynika wprost
% definicji optymalnego koszyka towaréw — rozwiazania zadania ma-
Symalizacji uzyteczno$ci konsumpcji w chwili 7:

@(p, I, 1) =arg max u(x, 1)=
poxy<l

xz0

=arg max u(x, )=q@(ip, AL, 1)

pxy<id
xz20

Ula dowolnej liczby 4> 0.
Aby dowie$é wiasnoéci 2, zatézmy, ze

u(x, t)y=max u(x, t)
Przy ograniczeniach
Cpixy sl
x=0.
Xe‘:l/]iil;unll(ach nicdosy_tul«)szyk optymalny X lezy na linii budzetowej, tzn.
warunek {p, X)=1.

Zal()imy, ze doch6d wzrdst do wysokosei I > 1. Niech x” bedzie nowym
9Szykiem optymalnym w chwili 7, przy cenach p i dochodzie /"

u(x’, t)=max u(x, r)
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przy ograniczeniach

{p, x)<I'
=08

Przypus¢my, wbrew tezie, ze x' <X. Zatem
I XS Tt <3
czyli istnieje taka liczba ¢ >0, ze koszyk

!

= (AR E SO a) oy

spetnia warunek
p, H)<I
x=0,

zatem jest koszykiem dopuszczalnym (mozliwym do nabycia przy cenach 7
i dochodzie I") oraz

u(x, H>ulx', 1),

zgodnie z postulatem niedosytu, co przeczy definicji koszyka x’ i koficzy
dowdd wiasnosci 2.

Podobnie, aby udowodni¢ wiasno$¢ 3, zatézmy najpierw, ze przy cenach
p>0 i dochodzie 1>0:

u(x, t)=max u(x, t)
przy ograniczeniach
(p,x><,

i w optymalnym koszyku % jego skiadowa i jest dodatnia. WeZmy
wektor cen

Dl D e D e D D R ) =0 EREZICena W 0 e

Niech x’ bedzie koszykiem optymalnym przy tym samym dochodzi01
i cenach p’ réznigcych si¢ od cen p sktadowg i. Zat6zmy, wbrew tezie, 2
x' =X (pamigtajac, ze X;>0). Poniewaz {p, xp=1>0, p’'zp, x’}f?to’

'y 73
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Wige (p’, x'»>1, co jest niemozliwe. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka
dow6d wiasnosci 3.

Wtasno$¢ 4 nosi nazwe paradoksu Giffena. Jej dowdd jest bardziej
ZlOiony 1 mozna zapozna¢ si¢ z nim w pracy [4], s. 50-55 (nalezy statyczna
funkcje; popytu zastapi€ jej wersja dynamiczna).

Definicja 1.10
(i) Elementy ¢;;(p, I, 1),dlaj=1, ..., n, na gtéwnej przekatnej macierzy
funkcyjne;j

e (p, I, = (‘7“’1'(1” LSS )

ap; o:(p, I, 1)

nazywamy prostymi elastyczno$ciami cenowymi popytu w chwili 7.
Elementy & (p, I, 1), dla i#j, poza gléwna przekatng nazywamy
elastycznoSciami krzyzowymi popytu w chwili ¢.

(ii) Wyrazenie

dp;(p, L, 1) I
ol e;i(p, 1)’

el (p, I, )=

dla j=1, ..., n, nazywamy elastyczno$cia dochodowa popytu na
towar j w chwiliz. A

W $wietle tej definicji towary na rynku w kazdej chwili dziela si¢ na:
— towary normalne wyzszego rzedu (sj‘.'j<(), 1:1‘.’>0),
— towary normalne nizszego rz¢du (ajfj<0, 1:1‘.‘<0),
— towary Giffena nizszego rzedu (z:lf'j.>0, 8}1<O).

Wiasno$é 4 wyklucza z rynku towary Giffena wyzszego rzedu.

S, Teoria popytu i sterowanie optymalne

Pl‘ob]em optymalizacyjny, z ktérym mamy do czynienia w definicji funkcji

Popyy konsumpcyjnego (4), jest sformutowanym w terminach dynamicznej

un.kcji uzytecznoSci zadaniem wyboru preferowanego (w rozumieniu
e_f'“icji 3 (i)) koszyka towaréw x w chwili ¢ (koszyka (x, 1)) w wypuklym

[‘0 \'N(’rlt D(p, I). Podobnie mozna sf().rn.l.ulowiué zudu.nic wyboru koszyka

33 “‘_r()W preferowanego (w myS§l definicji 3 (ii)) w zbiorze D(p, I) w hory-
cie T=(0, £,]:

§ M
alepy,
Matyka w ekonomii
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znalez¢
2
max u(x, ?) O i
przy ograniczeniach \
J
p, xp<, 10) |
x=0, :
teT,
ktére latwo uogélnié (zastepujac wektor cen p>0 i dochéd >0 ciagtymi

: Lo ; bt I
trajektoriami cen p 1 dochodu /;) do zadania:
znalez¢

max u(x, ) )
przy ograniczeniach

Cp@,x)<I(1), (100

x=0, C

teT.

Przy zatozeniach (III)-(V) i ograniczonym horyzoncie 7' (z momenten
koficowym 7, < + 00) zadanie (9)-(10) ma Vp>0,VI>0 jednoznaczn® [
rozwigzanie (%, ¢). Podobnie przy tych samych zatozeniach i dodatkowym K
zatozeniu ciagtoSci trajektorii cen pr i dochodu I jednoznaczne jest
rozwiazanie (X, t) zadania (9')-(10"). W obu rozwia,zaniilch X oznaczd
optymalny koszyk towaréw w horyzoncie T, natomiast ¢ — optymalny
moment jego nabycia przez konsumenta. !

Zar6éwno statyczna funkcja popytu

@(p, )=arg max u(x, 1)
)<l
xz20

teT

zwigzana z zadaniem (9)-(10), jak i funkcjonal popytu

@o(pp Ip)=arg max u(x,?)
pnx)<1(n)
xz0

teT
zwigzany z zadaniem (9/)-(10") sa odwzorowaniami dodatnio jednorodnym
stopnia 0.
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Zadania obrazujg sytuacj¢, gdy konsument decyduje si¢ na jednorazowy
Zakup towar6w w horyzoncie 7, przy czym w drugim zadaniu ceny i doch6d
Konsumenta mogg zmieniaé si¢ w czasie. RzeczywistoS¢ jest bogatsza.
_W rzeczywistoSci nawet przy zalozeniu, Ze na zakupy przeznaczamy
Jednorazowo pewien dochéd I>0, mozemy je w horyzoncie 7 roztozyé
W czasie. Prowadzi to do nastgpujacego zadania:

Znalez¢é

max | u(x(?), )dt (11)
t

Przy ograniczeniach

[ <p@), x()ydr<I,
X (12)

x(1)=0.

Dalej zaktadamy, Ze trajektoria cen p, oraz (w nastgpnych zadaniach,
OKtérych mowa w tym punkcie) trajektoria dochodu /; sg ciagle na obszarze
%reglonogci:

(VI) peCAD), 1 CXT:

Przy zatozeniach (III)-(VI) zadanie (11)-(12) (z trajektoria dochodu
(’)=1=const>0) ma rozwigzanie. Jest nim okre§lona na 7 trajektoria
Osumpcji (ogélnie — przedzialami ciggla):

xp=arg max | u(x@),0)dt=q(pr, D. (13)
[<px@ydisl T
T x>0

Fu“ija (13) zwiazana z zadaniem (11)-(12) ma wlasnoSci podobne do
aSnosci 1-4 standardowej dynamicznej funkcji popytu (4):
~ funkcjonat (13) jest dodatnio jednorodny stopnia 0:

Vpr>0,VI>0, VA>0(o(py D=@(Apy, AD)),

= gdy ro$nie dochdd, wowezas (w pewnym horyzoncie T’ = (14, 7,) ET)
ro$nie popyt na przynajmniej jeden towar,

= gdy ros$nie cena pewnego towaru, wtedy (w pewnym horyzoncie
I'"=(t,, t,) < T) maleje popyt na przynajmniej jeden towar,

= jezeli wraz ze wzrostem ceny towaru (w pewnym horyzoncie)
roSnie popyt na ten towar, to wraz ze wzrostem dochodu popyt
na ten towar maleje.
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Przyjrzyjmy si¢ blizej zadaniu (11)-(12). Zauwazmy przede wszystkim,
ze w rozwiazaniu tego zadania nieréwno$¢ catkowa w uktadzie (12) jest
spetniona jako réwnanie: (1

[<p@, x(t)ydt=1I (14)
T
(wynika to natychmiast z postulatu niedosytu; funkcja uzytecznosci jest

rosngcg funkcja zmiennej x).
Wprowadzmy zatem dodatkowa zmienng

P
t
o) =f {p(0), x(0))>dt
0
1 zapiszmy zadanie (11)-(12) w réwnowaznej postaci:
znalez¢
max | u(x(t), t)dt (11) i'
T
. 3 Z)
przy ograniczeniach
X, (O=Lp@), x(®)),
x(6)=0, 129 p

xn+l(0)=o’
'xn+l([1)=1’

gdzie, przypomnijmy, 7=[0, ¢, ]. Jest to standardowe niestacjonarne zadani¢
sterowania optymalnego, w ktérym trajektoria konsumpcji x; gra rolé |
sterowania, a funkcja skalarna x, ,, : T — R role trajektorii stanéw.

O funkcji uzytecznoSci zakladamy, ze spelnia zatozenia (III)-(V)|
a ponadto

e :
(VID) lim U(J\)=+oo oraz lim 6u(x)=0. |

SaeR U oS 0x Xt o0 0x

Korzystajac z warunkéw optymalno$ci L.S. Pontriagina ([5], rozdz. Ni s
stwierdzamy, ze trajektoria x;. wtedy i tylko wtedy jest rozwiazanie™ |
naszego zadania, gdy istnieje taka stata >0, ze w kazdym momencie 7 € T

ou(x, t :
) =Ap,(®) dlai=1,..,n
Ox

i X=x*(t)

oraz zachodzi warunek




~

Dynamiczna teoria popytu i sterowanie optymalne 117

[<p@), x" @)y dr=1
)

(por. (14)). Réwnania te sa dynamiczna wersja warunkéw Kuhna-Tuckera

(7)-(8) w klasycznym zadaniu maksymalizacji uzytecznoéci konsumpcji.
Dla ilustracji rozpatrzmy nastgpujace proste zadanie:

nalez¢

max f x*(t)dt
T

Przy ograniczeniach

f poe’x(t)dt<l,
T

x(1)=0, teT,

&zie 7=|0, t;] (>0 jest stopa wzrostu cen, «€ (0, 1)), ktére jest
"OWnowazne z zadaniem:
nalez¢

max | x*(r)dt
1§

Przy ograniczeniach
Xy () =poe” x(1)
x(1)=0, teT,
x;(0)=0,
x,(ty)=1.
Jego rozwiazanie spetnia uktad dwoéch réwnan:

axi=l (D =4pye’,
Ly
j poe’'x(t)dt=1,
0

Skad otrzymujemy trajektori¢

v
t

x'"(t)=Ae*"! (15)

Z N
Parametrem
1

Az(ﬁj (16)

o
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gdzie P

l:l{_a_L(l—ea__rh)}l_a>0.
Po (1 —a)pg

W zadaniu (12)-(13) jednorazowy dochdd I stuzyt do wielokrotnycl
zakupdw w ustalonym horyzoncie 7 (az do wyczerpania dochodu). Obecniés
na zakonfczenie, sformutujemy dynamiczne zadanie maksymalizacji uzyte”
cznosci konsumpcji ze zmiennym, uzyskiwanym przez konsumenta w kaz:
dym momencie te7, dochodem I(¢), ktéry mozna kumulowaé w czasi
w tym sensie, ze dochéd niewydatkowany w chwili 7 mozna przeznaczy¢ nd| g
zakupy w przysztosci:

znalez¢
max | u(x(?), 1) dt (17) l;
T
przy ograniczeniach
'y 1
[<p(0), x(0))dO<[1(6)d0, ;
x(1)=0, teT.
Przy zatozeniach (III)-(VII) zadanie to ma rozwigzanie:
Xy =arg max [ ulx(n),0)dt=q(py, I7),
[(1(0)=<{p(0),x(0)»)d0=0 T (
T x(n=0, f

teT,

w ktéorym funkcjonowal ¢, tak jak w (13), ma wilasnosci podobne do
standardowej dynamicznej funkcji popytu (4).
Przyjmujac oznaczenie

X410 =] (1O —<p(0), x(0))) 0
0

zadanie (17)-(18) mozemy przedstawi¢ w rGwnowaznej postaci:
znalez¢

max | u(x(?), 1) dt
i
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Przy ograniczeniach
xn+ 1(f)=1([)— <P(t)’ X(1)>,

x(0=0, x,, ,(1)>0,

ol teT, (18
1i67

te- Xn+1 0)=0,

AZ

st 6
xu-f-l([l)_l ’

nd gdzie]‘=f1(t)dt>0, T=[0, #,].
T

Jego rozwiazanie ma posta¢ podobna do rozwiazania zadania (11 N-(12").
7) Na przyktad, zapisujac zadanie:
Zhalezé

max | x*(t)dt
T

Przy ograniczeniach

8)
t 14
jpoe”’x(()) do< f (a+b0)do,
0 0
x(=0,teT
(2 dodatnimi parametrami a, b i parametrem o € (0, 1)) w réwnowaznej
Postaci;
Nalez¢
0
max | x*(1) dt
T
Przy ograniczeniach
x(t)=(a+bt)—p°e" x(1),
teT,
I) Xy (0) = ’

oL = Lo
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gdzie

!
= b2 >0, |

I'=[(a+btydt=at,+
T 2 l

i korzystajac z warunkéw optymalno$ci ([5], rozdz. 7), otrzymujemy
optymalng trajektori¢ (15) z parametrem A postaci (16), w ktorym

l—a

1595
% av(atl—i—é-btl) wtl
A=— (l—e°£~l )
Po (I—=w)pg
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DYNAMIC DEMAND THEORY AND OPTIMAL CONTROL

Summary ]

The paper presents foundations of dynamic preference and dynamic demand theory:
in the case when static commodity space in the economy is replaced with dynamic
commodity space.

As a result static consumption utility maximisation problem can be transformed
to some optimal control problem.




