JERZY MARCINKOWSKI

SIECIOWE MODELE ROZDZIALU SRODKOW
W WARUNKACH RYZYKA

1. Wstep

Rozwazmy przedsigwzigcie opisane siecia kanoniczna G=[P, U] typu CL
0 n wierzchotkach i m tukach. Obciazenia lukéw stanowia czasy wykonania
CZynnosm skOJarzonych z tukami, bedace realizacjami ciaglych meulemnych'
Zrmennych—losowych Przy przyj gtych zalozeniach czas wykonania przedsi s1¢wzu;c1a
Jest realizacja zmiennej losowej, ktorej trudno wyznaczalny typ rozkladu jest rozny
od rozkladow czasu wykonywania czynnosci, nawet jezeli z kazda czynnoscia
zwigzany jest identyczny typ rozkladu ([3] [4], [5]). Zat6zmy, ze ponoszac
dodatkowe koszty na realizacj¢ czynnosci, mozemy wplynqc na wartosci
parametréw (ale nie typ) rozkladu prawdo podoblenstwa zmiennej losowej, ktorej

realizacja c okresla czas wykonania czynnosc1 Beda nas interesowac rozklady, dla
klorych istnieje warto$é oczekiwana i i wariancja. Zmieniajac wartosci parametrow
Tozkladow czas6éw trwania czynnosci poprzez ponoszenie dodatkowych nakladow
‘na naich wykoname mozna sterowac wartosciami parametrow rozkladu prawdopo-
dObxenstwa czasu realizacji przedsi¢wzigcia. W artykule bedziemy rozwazac
przypadek sterowania wartoscia oczekiwang czasu wykonania przeds1¢w11¢cxa
poprzez zmiang wartosci parametrow rozkladow czasow realizacji czynnosci.

W analizie uwzglednimy poziom niezawodnosci realizacji czynnoéci jako
dodatkowy warunek ograniczajacy.

2. Modele alokacji Srodkéw
W sieciach o losowych czasach wykonywania czynnosci

WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:( E (X))~ oczekiwany czas realizacii_
Czynnosci i, j))E (Xj— oczeklwany czas realizacji przedsnngxqma Ip? (X3 )/
~ wariancja czasu trwania czynnosci X D2(X) + wariancja czasu realizacji
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przedsigwzigcia, (T, + moment zajscia zdarzenia i (1— .., h), (ki - _koszt

i
poniesiony na zmxan¢ charakterystyk rozkladu czynnosci (1 J>¢ K> calkowity

koszt, jaki mozemy poniesé w celu zmodyfikowania wartosci parametrow
rozkladow czynnosci.

Zalozenie o wplywie poniesionych kosztow na charakterystyki czynnosci
mozemy bardziej formalnie ujaé w nastgpujacy sposob. Niech E (X)) i D*(X )
beda funkcjami k;;, tzn. dla kazdego (i, j> €U okreslmy jednojednoznaczne
funkcje f; oraz g;; takie, ze

EXy=fyky) i D*(Xy)=gyky) (2.1)
Wobec zalozenia o jednojednoznacznoSci  k;=f;'(E(X;)) oraz
u=g; (D2 (X))

O funkqach fij 1 g zakladamy, ze

— s3 one funkcjami nierosnacymi,

— funkcje f;; sa okreslone w przedziale {mj;, m;), a funkcje g;; w przedziale
(dy, df, gdzie mi, di;>0.

Postulaty te maja dos¢ oczywista interpretacj¢ ekonomiczna. Ponoszqc
zwigkszone koszty na realizacj¢ czynnosci, spodziewamy sig, Ze- wplynie to na

_zmniejszenie si¢_jej oczekiwanego czasu realnzacp — ale tylko w pewnych
technologicznie okreslonych granicach — oraz na zmmejszeme ryzyka zZwigzane-
_£0 z jej realizacja mlerzonego wariancj.

Niekoniecznie fj;* (mj;) i gu‘(du) musza by¢ rowne zeru. Oznacza to, ze
doplero przekroczeme pewnej progowej w1e1kosc1 kosztu zaczyna wyw1erac
0555&1adajqce przedzxalom {mij, m,,) (d,,, ) nie musza si¢ pokrywac, co
oznacza, ze np. ponoszeme dodatkowych kosztow moze juz nie wplywac na
zmniejszenie wartosci oczekiwanej, ale bedzie wptywaé na zmniejszenie warian-
cji lub odwrotnie.

Mozliwos¢ zmiany wartosci parametrow rozkladow prawdopodobienstwa
czasOw wykonywania czynnosci prowadzi do postawienia nastgpujacych
problemow:

— w jaki sposob dokona¢ alokacji Srodkow pomigdzy czynnosci, ponoszac
koszty w wysokosci co najwyzej K, w celu minimalizacji wartosci oczekiwanej
‘czasu realizacji przedsigwzigcia,

— jakie minimalne koszty nalezy ponies¢, aby oczekiwany czas realizacji
przedsiewziecia byl rowny pewnemu dyrektywnemu czasowi T.

Prébujac znalezé rozwiazanie pierwszego zagadnienia, sformutujemy kilka

deterministycznych problemow programowania matematycznego, ktorych roz-

! Powyzsze zapisy nie sa zbyt precyzyjne, gdyz ponoszac dodatkowy koszt nie wptywamy
bezposrednio na warto§¢ oczekiwang i wariancj¢, lecz wplywamy na zmienng losowa X,
modyfikujac parametry czynnosci okreslone przez t¢ zmienna. Za wykorzystaniem zaproponowanej
notacji przemawia znaczne uproszczenie zapisu.
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wigzania stanowia oszacowania z dolu wartosci rozwiazan interesujacego
nas problemu, a nastgpnie przeprowadzimy dyskusj¢ otrzymanych wynikow
na gruncie zalozen stochastycznych okreslajacych warunki realizacji przed-

sigwziecia.
Rozwazmy nastgpujacy problem optymalizacyjny:
min T}, (2.2
EXy)=fijky, <€l (24)
Y k<K, (2.5)
ChiyeU
U\E(le)<mzj7 <la .]>€U (26)

Funkcja celu postuluje minimalizacj¢ czasu zajscia ostatniego zdarzenia, tj.

_Czasu reahzacp przeds1¢wz1¢01a Dokonujac mlmmahzacp zaklada sie, ze _czasy

trwama czynnosci sa réwne ich wartoSciom oczekiwanym. Warunki (2. 3)”
Okreslajq czasowe zaleznosci pomiedzy momentami zajscia zdarzen dane przez
czasy wykonywania czynnosci i relacje nastgpstwa okreslone pomigedzy zdarze-
niami. Minimalizacja T, nastepuje droga zmniejszenia oczekiwanych czasow
realizac}iwc’zynnoéci (2.4) poprzez ponoszenie naktadow w wysokosci co najwyzej
K (2.5). Warunki (2.3) oznaczaja, ze oczeknwany czas realizacji przedsu;wm@ma
jest wyznaczany jako suma oczekiwanych czaséw realizacji czynnosci lezacych
na $ciezce krytycznej?.

Dla dowolnych funkcji f;; postawiony problem jest nieliniowym problemem
programowania matematycznego, trudnym do rozwigzania, o ile nie przyjmie
si¢ pewnych zalozen odnosnie do wlasnosci funkciji f;;. Latwo sprawdzic, ze
w przypadku gdy f;; sa funkcjami wypuklymi, przedstawiony problem staje si¢
problemem programowania wypuklego®. Istotnie, przedstawmy (2.2)-(2.6)
W nast¢pujacej postaci:

max—T,, 2.7
T.}— ’I;— ij (kij)>0, <l’ .]> & U’ (28)
K— 3 k;>0, (2.9)

i, jyeU
y<ki<ky G DEeU, (2.10)

2 Zaproponowany sposob wyznaczania wartosci oczekiwanej czasu realizacji przedsiewzigcia
prowadzi do otrzymywania zanizonej oceny jej wartosci ([3], [4], [5]). Stad T, jest oszacowaniem od
dotu nieznanej i trudno wyznaczalnej wartosci E (X).

? Problemem programowania wypuklego nazywamy problem: f(x)— max, g,(x)>0,
i=1,..., m, gdzief, g,,..., g,, 52 funkcjami wklgstymi. Problem ten sprowadza si¢ do maksymalizacji
funkciji wklestej (lub minimalizacji funkcji wypuklej) na zbiorze wypuktym.
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gdzie:
ky=fit my),  kij=fi* (m).

Monotonicznos¢ funkciji f;; umozliwia przejscie od (2.6) do (2.10). Wartosci
ki; nickoniecznie musza by¢ réwne zeru, co interpretujemy w ten sposob, ze
dopiero poniesienie naktadéw wigkszych od progowych (réwnych ki;) wywiera
wplyw na parametry rozkladow czynnosci.

Jezeli funkcje f;; sa wypukle, to po lewej stronie nierownosci (2.8) i (2.9)
wszystkie funkcje sa wklgsle. Istotnie, ze wzgledu na wypuklosé f;;, funkcje —f;;
sa wklesle, T.—T; jako funkcja liniowa jest wklgsta, a liniowa kombinacja
funkcji wklestych jest, jak latwo dowies¢, funkcja wklgsta, co dowodzi wklgstosci
(2.8). Liniowosc (2.9) gwarantuje ich wklestosc, funkcja celu jako funkcja liniowa
jest wklesta, co dowodzi, ze przedstawiony problem jest problemem pro-
gramowania wypuklego*.

Przyjecie zaloZenia o wypuklodci f;; jest zupelnie naturalne. Funkcje f;; sa
~malejacymi funkcjami_k;;, a poza tym oczekujemy, Ze ponoszenie coraz
wyzszych kosztow wplywa w coraz mniejszym stopniu na spadek wartosci
EX; ij)» CO jest zalozeniem odpowiadajacym zalozeniu o malejacej kradcowej
efelgtywnosm naktadow powszechnie akceptowanym w klasycznej mikroekono-
mii. Oznacza to, ze f'(k;)<0, a f”(k;)>0 dla k;e <k, ki), co implikuje
wypuktos¢ f;;.

Zauwazmy, ze rozwiazanie problemu (2.2)-(2.6) daje tylko przyblizong
odpowiedz na pierwsze postawione pytanie z uwagi na niedoszacowanie przez
T, wartosci E (X) ([2], [3], [4]). Rozwiazanie daje odpowiedZ zbyt optymistycz-
na w tym sensie, ze koszt, jaki trzeba by poniesé, aby oczekiwany czas realizacji
przedsigwzigcia byt réwny T,, musialby byé wigkszy od ) k;;. Niedo-

<y el
szacowanie to zalezy od typu rozkladu czynnosci, wartosci jego parametrow

i struktury sieci.

Przyklad 2.1.

Zalozmy, ze czas realizacji czynnosci (i, j) jest zmienng losowa o paramet-
rach E (X;;)=m;;, D*(X};). Ponadto niech f;; beda funkcjami postaci:

--—(X--ki_,'i"ﬁ.j, flgj<0, [J'U=m§’j. (211)

Jezeli f;;=mj;, to dla k;=0, m;;=mj;. Z uwagi na ujemno$¢ parametru
a;; wzrost wartosci k;; powoduje spadek wartosci m;;, co ilustruje rysunek 1°.

¢ Watpliwo$¢ moze budzi¢ niewypuklo$é zbioru, na ktérym zostaly okre§lone funkcije Sy
W celu jej usunigcia wystarczy zauwazy¢, ze kazda z funkcji f;, mozna okresli¢ nie w przedziale
(k; ik ki), aw R* U {0}, przyjmujac ze f, (k) =/, (k}) dla k, <k, lf”(ku)—fu(k ) dla k> ki,
Zauwazmy, ze nie okre§lamy typu rozkladu czasu wykonania czynno$ci.
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Rys. 1

Problem (2.2) - (2.6) przyjmie przy zalozeniu liniowosci funkcji f;; nastgpujaca
postaé:

min T,
T—Ti2my, G, €U, 2.12)
my=o;ky+By, G DEU, (2.13)
Y, ky<K, (2.14)

K, jeU
my<my<m, <, jHeU. (2.15)

Podstawiajac (2.13) do (2.12), przyjmujac f;;=mj; i zastepujac w (2.15)
m;; przez (2.11), otrzymujemy nastepujacy rOwnowazny problem programowa-
nia liniowego:

min T;,
T,—T—ayk;2my, <, joeU, (2.16)
Y. ky<K, 2.17)
Chjyel
auku>m;]—m:{i, <i, j> eU. (218)

Na rysunku 2 przedstawiono przykladowa sieé, a w tabeli 1 wartosci
Parametréw czynnosci sieci, dla ktorej przeprowadzono obliczenia ilustrujace
zaleznos¢ pomigdzy warto$cia parametru K a T, tj. oszacowaniem od dotu
Oczekiwanego czasu realizacji przedsigwzigcia. Wyniki obliczen umieszczono
W tabeli 2.




JERZY MARCINKOWSKI

Rys. 2
Tabela 1
Lp. Czynnos¢ my; my; my,—mj, % (my— m; DL
1 ‘@l 5] 3 -2 -0,5 4
2 (G 5 4 -1 -0,3 5,33
3 {2,4) 8 6 -2 -0,2 10
4 G259 4 2 -2 -04 5
5 €375) 4 5! -1 -0,2 5
6 {4,5) 3 2 -1 -0,5 2
7 <4,6) 6 4 -2 ~04 5
8 {5,6) 5 3 -2 -0,3 6,66

W ostatniej kolumnie tabeli 1 podano maksymalne koszty, jakie warto
ponosi¢ na zmniejszanie wartosci m;;, tj. koszty odpowiadajace zmniejszeniu
wartosci m;; z m; do mj;.

Dokonajmy analizy wynikow obliczen przedstawionych w tabeli 2. Zauwaz-
my, Ze wraz ze wzrostem kosztu catkowitego rosnie liczba $ciezek krytycznych.
W momencie kledy nie ma juz mozliwosci skrocenia Sciezek krytycznych, dalszy
wzrost wartosci K nie spowoduje juz obnizenia wartosci T,. Moze on jednak
spowodowaé zmniejszenie wartosci E (X) poprzez skrocenie $ciezek niekrytycz-
nych, tj. zmniejszenie wkladu, jaki one wnosza w warto$¢ E(X) ([4], [5).
W naszym przypadku T, osiaga warto$¢ minimalna rowna 14 dla K=25,37.

Zauwazmy, ze na zmian¢ wartosci T, najbardziej wplywaja poczatkowe
zmiany wartosci K. Mozna oczekiwac, ze w przypadku funkcji f;;, dla'ktérych
o5 przyjmowalyby duze wartosci bezwzgl¢dne, efekt ten bytby bardziej widocz-
ny — chociaz oczywiscie zalezy to takze od struktury sieci, relacji pomigdzy
mi; a mj; dla jednej czynnosci, a takze relacji pomigdzy wartosciami tych
parametrow pomi¢dzy poszczegOlnymi czynnosciami.

Rozwazmy teraz drugie ze sformulowanych zagadnien. Przyblizona od-
powiedz na postawione pytanie mozna uzyskac¢ rozwigzujac nast¢gpujacy prob-
lem optymalizacyjny:




al

=

SIECIOWE MODELE ROZDZIALU SRODKOW 49

Tabela 2
K 2 SR e 10 15 20 25 2537
7 19,75 18,50 16,87 15,87 14,89 14,03 14,00
Czyn- 7
nose | ™y kU m, kU m, ku m, ku my, ku m, ku my, ku
G105 1§37501:7.511 143 4 |3 5083 4 3 4 3 4 IR
(1535 165 1) i &) 0|5 OBt &S 0 5 0 5 0 S8R0
<2,4)| 8 )G 0 | 7,87 [0,67] 687 | 567 | 6 10585156 10 6 |10
2,5)| 4 0 | 4 0|4 0 |4 0 4 0 4 0 4 |0
3,5 4 0 | 4 0|4 08|84 0 4 0 4 0 L)
“,5)| 3 OS2 5% i ) 2 2 2 2 7 D80
“4,6)| 6 NG 0|6 0 |6 0 589 | 029|503 | 243| 5 | 25
@ 5 OF s 0|4 [3334 3,33 | 3,89 | 3,71 3,03 | 657| 3 | 687
min Y f;'(E(Xy), (2.19)
<y jyelU
m;<E(X;)<my, <, j)eU, (2.21)
s T (2.22)

Jezeli funkcije f;; sa funkcjami wypuklymi, to — jak tatwo sprawdzi¢ — funkcje
Ji! sa takze wypukle, co implikuje, ze przedstawiony problem jest problemem
Programowania wypuklego z uwagi na to, ze suma funkcji wypuklych jest
funkcja. wypukla, co dowodzi wypuklosci funkcji celu przy liniowosci warunkow
(2.20)-(2.22)%, ktoéra implikuje ich wklestosc.

Oznaczmy przez T™" i T™ czasy realizacji przedsi@wziqcia wyznaczane
Przy warunku, ze oczckxwany czas realizacji jest rowny dlugosci najdtuzszej
SCICZkl pelnej, przyjmujac, ze czasy trwania czynnosci sa rowne ich wartosciom
chgkx_wanym w.przypadku_nieponiesienia_zadnych nakladow na_skracanie
Czynnosci i gdy poniesiono maksymalne naklady. Dla T, <T™® otrzymamy
Problem sprzeczny, a dla T,>T™> warunek (2.22) mozna pominaé, gdyz
Przestaje on ograniczaé¢ zbior rozwiazan dopuszczalnych. Wynika stad, ze
Tpowmno si¢ znajdowac w przedziale {T™® T™>% ktdrego krance bardzo
lzltwo wyznaczyc

§ Minimalizacja funkcji wypuklej na zbiorze wypuklym przy liniowosci warunkoéw ogranicza-
Jacych jest zadaniem, ktorego rozwigzanie nie nastrgcza specjalnych trudnosci obliczeniowych,
W szczegolnoscei gdy np. funkcja kryterium jest (nieujemng) formg kwadratowa.

’ Wystarczy w tym celu, stosujac metodg CPM, wyznaczyé T, przyjmujac odpowiednio, ze

CZas trwania czynosci jest rowny my, i my,.

4 Badania operacyjne w zarzgdzaniu




" _D?(X;;) sa mocno malejacymi funkcjami k;;
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Ze wzgledu na niedoszacowanie przez T, wartosci E (X), koszt, jaki trzeba by
ponies¢ w celu otrzymania rozwigzania, w ktorym warto$c ta jest wyznaczona
prawidtowo, musi by¢ wyzszy od wyznaczonego przez funkcje celu.

Mozna postawic pytanie, jakie sa wielkosci niedoszacowan. Trudno tutaj
niestety o precyzyjna odpowiedz. Wartos¢ tego niedoszacowania (zarowno
wartosci oczekiwanej przez T, w przypadku problemu (2.2)-(2.6), jak i kosztu
przez Y. fi;'(E(X;)) w przypadku problemu (2.19)-(2.22)) zalezy od wielu

i, jyeU
czynni<k(';zv takich, jak: typ rozkladu zmiennych losowych X;, wartosci paramet-
row, struktura sieci — w szczegélnosci stosunku dlugosci i liczby Sciezek
krytycznych do $ciezek pozostalych. Dla kazdej sieci waga wymienionych
czynnikOw jest rozna, co dodatkowo utrudnia analiz¢ problemu.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ jedynie do nast¢pujacych uwag.
Jezeli przy zalozeniu, ze E (X ;;)=mj;, istnieje jedna $ciezka krytyczna wyraznie
dluzsza od pozostatych sciezek pelnych, wariancje czynnosci sa male (w kazdym
razie nie istotnie wigksze) od wariancji czynnosci krytycznych, ponadto wariancje
(zwlaszcza czynnosci niekrytycznych) sa szybko malejacymi funkcjami kosztow,
to mozna oczekiwac, ze niedoszacowanie jest male. Istotnie, jezeli jedna Sciezka
jest znacznie dtuzsza od pozostalych, to oszacowanie wartosci oczekiwanej czasu
realizacji przedsigwzigcia przez dtugosé sciezki krytycznej (tj. oszacowanie E (X)
przez T,) jest w miar¢ doktadne (zwlaszcza, gdy wariancje $ciezek niekrytycznych
sq male), [4]. W problemie (2.2)-(2.6) postuluje si¢ minimalizacj¢ T, poprzez
skracanie najdtuzszych $ciezek przez zmniejszanie wartosci E (X;) drogq ponosze-
nia dodatkowych kosztow. Powoduje to zwickszenie wplywu innych $ciezek na
‘wartos¢ E (X), a wigc pogorszenie szacunku E (X) przez T.. Z drugiej strony, jezeli
ij» tO zmniejszenie wariancji czasu
realizacji $Sciezek wplynie na zmniejszenie niedoszacowania, niwelujac wyzej
wspomniany efekt zmniejszajacy niedoszacowanie, a niekiedy przewazajac nad
nim. Im dluzsze sq przedziaty {m};, m{;», tym w wyniku zmniejszania si¢ wartosci
E(X;;) stosunek liczby sciezek krytycznych do pozostalych bedzie wigkszy (co
moze si¢ przyczyni¢ do powigkszenia niedoszacowania).

Obecnie podejmiemy probe uwzglednienia, jako dodatkowego warunku
ograniczajacego, pewnej miary ryzyka zwigzanej z realizacja czynnosci.

3. Modele alokacji srodkéw w sieciach przy ustalonym poziomie
niezawodnosci wykonania czynnoS$ci

Zdefiniujmy miar¢ niezawodnosci wykonania czynnosci R;; jako prawdopodo-
bienstwo meprzekroczema przez czas jej realizacji danej w1elkosc1 th, 1.

T2, /3 Ryj=P(Xy<tf) (3.1)
(Y ALK

N A
 Ponn®
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Postawmy nastgpujacy problem optymalizacyjny: wyznaczy¢ najkrotszy
Czas realizacji przedsi¢gwzigcia oraz relacje pomigdzy momentami zajscia zda-
Izen zapewniajace, iz prawdopodobienstwo, ze czynnos$c <i, j» € U bedzie trwala
dluzej anizeli pozwala na to réznica T,—T, jest nie wigksze od 1—R;;.

Przyjmijmy, ze zmienne X;; maja rozklady normalne o parametrach m;;, o;;.
Niech T,— T;=t;;, gdzie t;; oznacza maksymalny czas realizacji czynnosci i, j)
dopuszczalny ze wzgledu na relacje zachodzace pomigdzy momentami zajscia
zdarzen i oraz j.

Korzystajacz(3.1)i przyjmujac, ze T;— T;= t;;, sformutowane zagadnienie mozna
przedstawi¢ w postaci nastgpujacego problemu programowania stochastycznego:

- minT,, (3.2)
BN X)) Sl RIS e Us (3.3)
Warunek (3.3) otrzymujemy bezposrednio z definicji (3.1) przyjmujac, ze
7}‘ T" = tij' Istotnie,
Ry=P(X;<th)<P(X;<ty)=P(Xy;<T,—T),
skad
P(X;>T,—T)<1-R;"

Zakladajac, ze T;— T;=t;; oraz korzystajac z zalozenia o typie rozkladu
Zmiennej losowej X ;; i oznaczajac przez F dystrybuante, a przez @ (t) — praw-
dopodobienstwo P (X <t), gdzie X ~ N (0, 1), dostajemy:

P(XUStij)=P(Xij_mijstij—mij>=(p<tij—mij>>Rij’

Uij O'U G','j

skad, korzystajac z monotonicznos$ci @, otrzymujemy nieréwno$é

LT g=1(Ry) (3.4)
Uij
1 ostatecznie
t"j>(p—l(RU)O'ij+mij. (35)

Wobec czego rozwazane zagadnienie mozna ostatecznie przedstawi¢ w postaci
nhastepujgcego problemu programowania liniowego:

min T,

T,—-T,>® ' (Ry)oy;+my, <, jyeU. (3.6)

¥ Sformutowanie rozwazanego problemu implikuje, ze t,JZl,‘,, gdyz w tym przypadku z tego, ze
RU=P(XU<t“/) wynika, ze z prawdopodobienistwem co najmniej R;, czynno$¢ zostanie wykonana

W czasie Ly

4*
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Zauwazmy, ze warto$¢ T, zostala wyznaczona przy zalozeniu, ze
P(T,—T;>X;)<1—R;; dla kazdej czynnosci i, j>€U. Warunek ten jest
zbyt silny, gdyz nie dla wszystkich T;, T; w rozwiazaniu optymalnym musi
zachodzi¢ rownosé

T~ T=t
lub (co jest rOwnowazne)
T,—T,=® ' (R;) a;j+my;.

Innymi stowy, niektore warunki sa zbyt silne w tym sensie, ze gdyby obnizy¢
wartos¢ R;; dla czynnosci niekrytycznych, tj. takich, dla ktorych
= T;>® ' (R;) 0;j+m;; w rozwigzaniu optymalnym, nie wywarloby to wply-
wu na wartos¢ T,. Zanim podamy sposob dokonania tej relaksacji, zauwazmy,
ze nie ma potrzeby w celu znalezienia wartosci T, rozwiazywac postawionego
problemu Wystarczy zauwazyC, ze prawe strony wyznaczaja takie czasy

§ trwania czynnosm o rozkladzie N (m;;, 0;;), aby zostal spelniony warunek
P(Xust,";) . Wobec tego majac wyznaczone wartosci tf, dokonujemy
analizy CPM co jest bardziej efektywne numerycznie od rozwiazywania
postawionego problemu. Nast¢pnie dla kazdej czynosci niekrytycznej wy-
znaczamy luz catkowity. Wiadomo, ze czynnoscx niekrytyczne mozna wydluzy¢
tak, aby staly si¢ krytyczne, chociaz z drugiej strony nie mozna dokonac tego
W sposob jednoznaczny.
~  Dokonujac wydluzenia czynnosci niekrytycznych o 4t;;, mozemy dla nich
wyznaczy¢ takie nowe wartosci Rj; (Rj;>R;;), dla ktorych w rozwiazaniu
optymalnym (3.2)-(3.3)

skad ostatecznie
t¥+ At;;—my;
R,ijzdj(u'i‘ ij ml) (3.8)
o-ij

W toku badan niestety nie udalo si¢ wskazaé¢ rozsadnego kryterium
wyznaczania wartosci 4t;;, tj. nie udalo si¢ wskaza¢ kryterium ujednoznacz-
nienia podanej relaksacji. Zauwazmy, ze dla R;;=0,5, dla kazdej czynnosci
niezaleznie od warto$ci wariancji, warunek (3.5) przybiera postac:

T—Ti>m. (39)

Innymi slowy, przy przyjeciu dla kazdej czynnosci poziomu niezawodnosci
réwnego 0,5, czas realizacji przedsigwzigcia bedzie zblizony do oczeknwanego
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czasu realizacji. Akceptujac wyzsze wartosci R;; sprawiamy, ze wartos¢ T, jest

__@:@,&Slfi_,od E (X). Problem (3.2) - (3.3) mozna oczywiscie rozwiazac, przyjmujac

inne zalozenia odnosnie do typu zmiennych losowych X;; pod warunkiem
latwosci wyznaczenia wartosci F~ ! (R;)).

Rozwazmy teraz problem minimalizacji czasu realizacji przedsiewzigcia
przy przyjetych poziomach niezawodnosci wykonania czynnosci i mozliwosci
oddziatywania na warto$ci oczekiwane czasow realizacji czynnosci poprzez
ponoszenie dodatkowych nakladéw na ich wykonanie, laczac metody analizy
zastosowane w punktach 2 i 3.

W tym celu rozpatrzymy nast¢pujace zagadnienie bgdace pewnym uogol-
nieniem problemu (3.2)-(3.3).

min T, (3-10)
T,—T>9 ' (Ry)oy+my, <, jpeU, (3.11)
kij=ou;my+ oy, < jyeU, (3.12)
my<my<m, <, jy€eU, (3.13)
oij<o;<al;, C,jyeU, (3.14)
e kS (3.15)

<, jyeU

Funkcja celu postuluje minimalizacj¢ czasu realizacji przedsi¢gwzigcia przy
wymaganym poziomie niezawodnosci wykonania czynnosci, przy zalozeniu, ze
parametry rozkladu X sa liniowymi funkcjami kosztow, ktorych suma
przeznaczona na zmniejszenie wartosci m;; i oy; (@ wigc zmniejszenie roznic
T,—T,, co wplywa na zmniejszenie wartosci T,) nie moze przekroczyé K.
Warunki (3.11) gwarantuja spelnienie dla kazdej czynnosci warunku (3.3).
Niemniej jednak tylko dla niektorych rozkladow warunek (3.3) mozna
przeksztalci¢ do takiej postaci, aby t;; mozna bylo wyrazi¢ w postaci liniowej
funkcji wartosci oczekiwanej i wariancji rozkladu (czy tez w bardziej ogélnym
przypadku w postaci liniowej kombinacji momentow rozkladu). W przypadku
kiedy funkcje te sa nieliniowe, problem (3.10)-(3.15) staje si¢ problemem
programowania nieliniowego — niekoniecznic wypuklego, co zalezy od
wlasnosci (3.11). Rozwiazanie postawionego problemu przy braku silnych
zalozen odnoszacych si¢ do typu rozkladu oraz postaci funkcji f; i g;; staje si¢
zadaniem zlozonym od strony numerycznej, zwlaszcza w przypadku zadan
o wigkszych rozmiarach.
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