Boguslaw Guzik

PROGNOZOWANIE FUNKCJI

1. Wstep

Niech dany bedzie zbidr Yq0 YoseeesYps¥n wartosci zmiennej y. Zaktada-
my, ze z kazdg wartoscig Vi (t=1,2,+..,n,T) zwigzano pewna funkcje ft(x)
zmiennej rzeczywistej x. Dziedzing funkcji It(x) oznaczymy przez Pt; Jest
to przedziax, gdy x jest zmienng ciggtg, np. przedziax skonczony Pt = [at,
bt—] lub zbidr, gdy x jest zmienng dyskretng. Funkcje i je] dziedzing be-
dziemy niekiedy nazywali ksztaitem i oznaczali symbolem {ft(x) ,xePt].

Zadanie, jakie sobie stawiamy, to odgadnigcie ksztaztu {IT(x) +X € P,
tzn. odgadnigcie funkcji fT(x) i jej dziedziny P
cji o ksztaxtach

1)
n na podstawie informa-

{24(x), x€P} , t=1,000yn

Ilustruje to rys. 1, na ktérym f1(x), fz(x), f3(x), Pyy Py, Pj 8g

dane,
a fT(x) » Pp 84 prognozowane.
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Przyktady

(a) Badano wielko$ci kosztdw x w pojedynczych przedsiebiorstwach j=1,
2,004, w latach t=1,2,...,n. Na podstawie informacji {xjt, 3=1,2,...N}
o wielkosci kosztu w poszczegdlnych przedsigbiorstwach w roku t ustalono
rozkad ft’x), b4 ePt kosztu w badanej grupie przedsigbiorstw w roku t (1
<t.<n). Interesuje nas odgadnigcie rozk¥*adu kosztdw w roku T) n.

(b) W n przedsigbiorstwach (t=1,2,...,n) wytwarzajacych ten sam wyrdb
obserwowano ksztattowanie si¢ czestosci wyrobdw wadliwych. Wielkosci te
wigzano z wielkosciami technicznego uzbrojenia s Ipsaeaydp W tych przed-
sigbiorstwach., Dla kazdego przedsig¢biorstwa z osobna na podstawie spra=-
wozdawczo$ci (np. dziennej) okreslono rozk¥ad czestosdci ft(x}, XEP, wy-
robdéw wadliwych x. Interesuje nas prognoza rozk¥adu czestodci wyrobdw wa-
dliwych w przedsigbiorstwie, w ktdrym techniczne uzbrojenie pracy Jjest
réwne Iope

(c) Dla kolejnych lat t=1,2,...,n skonstruowano modele ft(x), XE Py,
opisujace ksztak*towanie sie wydatkdéw wzgledem dochodu x w roku t. Chcemy
odgadngé model wydatkdw wzgledem dochodu w roku T > n.

W przedstawionych przykiadach z dang wartoscig Vi zmiennej y wigzano
ksztakxt {ft(x), xeuPt}, a zadanie polegaXo na  sporzadzeniu prognozy
ksztaitu {fT(x), X € PT}, zwigzanego z wartosciag V=T W przykadach (a),
(c) byzo Vy=t.

Dodajmy, ze zagadnienia rozpatrywane w przyktadach (a), (b) to zagad-
nienia prognozowania rozk}addéw, a w przykiadzie (c) - zagadnienie progno=-
zowania modelu.

Dalej oméwimy niektdre sposoby prognozowania ksztaktu {fT(x), xevPT}
na podstawie ksztaXtdw [ft(x), x ePt}, t=1,...,n. Wielkosci prognozowane
oznaczaé bedziemy gwiazdka, np. prognozg funkcji fT(x) bedzie f?(x),

a prognozg Jjej dziedziny P, bedzie f:. Rozrdéznimy dwa przypadki

a) gdy ksztaxty [{ft(x), x.el}} t=1,...,n,T]sq homogeniczne

b) gdy nie zakXada si¢ homogenicznofci ksztaktdéw.

Niech ¢, oznacza wektor parametréw funkecji ft(xf. Fowiemy, ze ksztaX-
ty [[ft(x), X € Pt}, t=1,...,n,T] sg homogeniczne, jesli

folziwat (T P
tu s I ¥
tzn., jesli funkcje ft(x) majg te samg ogdlng postadé analityczna, a réz-
ni¢ sie¢ moga jedynie wartosciami parametroéw.

2. Prognozowanie fT(x), xE;PT ne podstawie prognoz jej parametrdéw.
Ksztatty homogeniczne

Przyjmijmy, ze funkcje ft(x) oraz ich dziedziny Pt' t=1,400,01 88 Juz
dane (w praktyce czgsto jest tak, ze funkcje te trzeba dopiero wyznaczyéd
na podstawie materiatu statystycznego. Do sprawy tej powrdcimy w dalszej
czgdel pracy).
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ZakXadamy, ze wszystkie funkcje ft(x}, t=1,...,n,T majg te¢ samg ogdl=-
ng postadé analityczng, tzn.

ft(x) = f(x,ct)

gdzie Cy jest wektorem parametrow funkcji ft(x). Zmienna x moze bydé zmien-
ng cigg¥g lub dyskretng.

W przypadku kszta*téw homogenicznych zastosowaé mozna nastepujgcg pro-
cedurg prognozowania ksztaxtu {fn(x), x€Pyl:

1° Niech cg oznacze warto$é r-tego parametru funkcji f£,(x) syr=1,44.,R.

Na podstawie informacji o wartosciach [}g, t=1,2,...,nj sporzgdzamy
prognoze c; wartosci r-tego parametru funkcji fT(x).

20

Na. podstawie informacji o dziedzinach Pw poszczegélnych funkecji
ft(X)’ t=1,...,n sporzgdzamy prognoze P? dziedziny funkcji FT(x).

3° Prognozg ksztaextu [f,(x), xe Py} Jest

{f’.;(x), xePg}
gdzie

fg(x) = f(x,c;) . cg = Lc%ﬁjr=1,...,ﬁ

Wyjasnimy poszczegdlne etapy bardziej szczegdiowo.

r
Prognozowanie parametru Cip

Informacja statystyczna wykorzystywana w prognozowaniu wartosci c§ ma,
postaé szeregu

L(C€ : yt)’ t = 1,...,n]

i bedzie to np. dwuwymiarowy szereg czasowy, jesli y nie jest czasem bgdZ
nawet jednowymiarowy szereg czasowy, gdy zmienna y Jjest czasem (wéwezas
yt=t). Ogdlnie mozna wigc powiedzieé, Ze prognoza c; sporzgdzana jest na
podstawie szeregu [(cf. yt), t=1,...,n]. ¥

Przyktadowo, jesli punkty L(ci, yt), t=1,-..,n] uktadajg si¢ w otocze-
niu pewnej gadkiej krzywej (np. liniowej, wykiadniczej, potegowej itp.),
to punkty te aproksymujemy odpowiednio gtadkg funkcjg zmiennej y

AP 25 .
e’ = gr(y’dr) d,, = wektor parametréw

Za prognoze c$ przy jmujemy wartosé funkeji o Pray y=yn.
r -
cp = 8nlypy d) .

Jeéli punkty [(ci, yt), t=1,...,n] wyraznie uk¥adaja sie¢ w otoczeniu
pewnej funkcji segmentowej, to aprcksymujemy je odpowiednig funkcjg seg-
mentowg zmiennej y, a prognozg c; gporzgdzamy na podstawie takiej funkc-
Ji segmentowej.




Jedli wreszcie punkty [(cg, yt), t=1,...,nj ukt*adajg si¢ ,bezxadnie",
to c§ mozna prognozowaé¢ za pomocg metody Hellwiga na podstawie aproksy-
menty ruchomej dopasowanej do punktdw [(cg, yt), t=1,...,n].

Oczywiscie stosowane mogg byé i inne metody prognozowania c%. Mozli=-
wosci jest tu wiele, bowiem - powtdrzmy - zadanie ustalania prognozy cgﬁ
g ne podstawie szeregu [(cg, yt), t=
=1,.,.,n]. Teoria prognozowania oferuje tu wiele metod.

to zadanie prognozowania wartosci c

Prognozowanie dziedziny PT

Niekiedy moze byé tak, ze dziedziny poszczegdlnych funkecji ft(x), t=
=1,.00,n Ooraz funkcji fT(x) sg z gory zatozone i réwne P. Wéwczas oczy-
wiscie ;ilf = P, Np. jesli ft(x) t=1,+..,n,T sa funkcjami rozk¥adu zmiennej
losowej X o rozkXadzie normalnym, to Pt = (=00, 00) i w konsekwencji PT=
= (-oo, 00 ) e

Przyjmijmy teraz, ze x jest zmienng ciggtg, a dziedziny Pt' t=1,04040,
T sg przedziatami skoriczonymi

P, = [at, bt] ay » =0, by {oo .

W tym wypadku sporzgdzanie prognozy P? = [ag ’ b;J dziedziny PT = LaT,

bT] wymaga sporzgdzenia prognoz albo krancéw przedziatu PT’ albo dzugod-
ci przedziatu P, i jednego jego kranca. Gdybysmy prognozowang wielkosé
oznaczyli przez mJ(BT = 8n bT’ bT - aT), to informacjg statystyczng wy-
korzystywang w prognozowaniu sy Jest szereg [(st, yt), t=1,...,nJ, gdzie
odpowiednio 8y = 8y, bt’ bt = 8y Prognoza Sp Wyznaczona by*aby na pod-
stawie szeregu [(st, yt), t=1,...,n] i oczywiscie stosowane mogag byé réz-
ne metody (klasyczne, segmentowe, Hellwiga itd.).

Przyk¥ad 1

W pewnej grupie przedsigbiorstw badano rozktady kosztéw jednostkowych
w czasie i postanowiono sporzgdzié prognoze¢ rozktadu kosztdéw w roku t=11
na podstawie informacji o rozkxadach kosztéw w latach t=1,2,...,10. Pray=-
jeto, ze rozktad kosztdw ft(x) w roku t jest logarytmiczno-normalny

1 In(x) = m
£,.(x) = exp | - x€P, = (0,00)
t 2T o, X 2 2 t !
t 2 Ot

»gdzie Ct’ my = parametry.

&+ " O &
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¥ tabeli 1 podano wartosci parametrdw Ciy my poszczegdlnych funkcji
ft(x).

Tabela 1

rok Parametry funkcji f£i(x)

3
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Cy

0.1

-
-
-

0.2
0.3
0.5
0.6
0.8
1.0
0.8
0.7
0.5
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Prognozowanie parametru Oﬁ

Po sporzadzeniu wykresu przekonujemy sig, Zze ciag punktdw [ ( Cy» Y
t=1,...,10] ukXada sig¢ ,segmentowo": pierwszy segment zawiera dane doty=-
czace t=1,...,6; drugi - dane dotyczgce t=7,8,9,10. Przyjmiemy wiec, ze
prognoza c? gporzgdzona bgdzie poprzez ekstrapolacje ostatniego segmen-
tu. Dopgsowujgc do danych

g (AT | 8 | 9 | 10
{1.0}0.8{0.7'0.5

Oy

segment liniowy (klasyczng mnk) otrzymujemy, ze 6w segment ma posiad
C(t) = =0.16t + 2.11 t = 7,8,9,19 .
Tak wigc prognozg parametru OCn dla t=T=11 jest
O = =016 + 11 + 2.11 = 0.35 .

Prognozowanie parametru M,

Mozna przyjaé¢, ze punkty [(mt. B t=1,...,10] uktadajg si¢ w otocze~
niu pewnej prostej. Dopasowujgc do tych danych trend liniowy (za pomoca
klasycznej mnk) otrzymujemy, Ze

m(t) = 0.11576t + 1.2133 (m1seiatets10)
Ekstrapolujgc ten trend na czas T=11 mamy

*
mp = 2.487 .
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Prognoza dziedziny PT 19 1

Rozpatrywane tu rozk*ady logarytmiczno-normalne z definicji okreslone 1

sg na przedziatach P, = (0,90). Zatem Pg = (0,00).

t U o
Prognoza rozkk*adu kosztéw jednostkowych 20 ¢
Uwzgledniajgc prognozy parametrdéw funkcji fT(x) oraz jej dziedziny cen:
otrzymujemy nastepujgcg prognoze funkcji rozktadu kosztdéw jednostkowych I
w roku T=11: sto
1 1n(x) - 2.478 Het!
TRt o il e e ] e i Sl T
2} VeI« 0.35x p{ 2 + 0.352 }
= ___0.8’1]71 ~  exp {_ __Lln(x)0:2§;4 5 } y x€(0,0) gdz:
3. Prognozowanie funkcji fT(x) na podstawie jej wartosci W s
W pI
Jak w poprzednim paragrafie zakXadamy, Ze funkcje ft(x) oraz ich dzie-
dziny Pt (t=1,...,n; sg dane. ZakXadamy przy tym, ze x jest zmienng cigg-
*g, a f(x) jest funkcja jednoznaczng przy wszystkich x€P,. Zak¥adamy po-
nadto, 2e dziedziny Pt sg przedziatami skoriczonymi I
e ) [at, bt] . ney
Z prektycznego punktu widzenia nie jest to zbyt mocne ograniczenie.,
W praktyce przedziat (-oco0o, o0 ) zastgpié mozna bowiem przedziakem L-at, hﬁ, 0 f1
gdzie at, bt sg bardzo duzymi liczbami dodatnimi. 1ity
Jednoczesnie przyjmiemy siabsze niz poprzednio zalozenie, co do posta-
ci funkcji ft(x) t=1,.+.,n,T, Mianowicie nie postulujemy, by ksztatty by-
ty homogeniczne. Przeastawiona dale} procedura‘prognozowania jest wkasdnie o
pomyslana jako procedura prognozowania W przypadku ksztattdw niehomo=- 3 E
genicznych (choé moze byé tez zastosowana, gdy ksztakty sa homogeniczne). .
Procedura ta sprowadza si¢ do bezposredniego prognozowania wartodci funk- (
cji fT(x). (Poprzednio, w paragrafie 2, bezposrednio prognozowano paramet- - W)
ry funkcji fT(x).) =¥D:
Intencja proponowanej procedury prognozowania jest nastepujgca.
(a) Poniewaz dziedziny poszczegélnych funkcji mogg byé réine, zatem
rzutujemy funkcje ft(x), t=1,...,n na pewien wczedniej ustalony przedziak 2dk:
[asb].
(b) Na podstawie wartodci f;(x) rzutéw tych funkcji w punkcie x'€ [a,
b] ugtatamy prognoze¢ dotyczgcej punktu x’ wartosci funkcji f%(x'), bedg-
cej rzutem funkcji fT(x) na przedzia* [a,b]. j
(c) Ustalamy punkt x € Py, odpowiadajacy punktowi x’e€ [a,b] i prayjmuje- {rti
my, ze prognoza wartosci funkcji fT(x) w tym punkcie xE,PT jest rdéwna pro=- geky
gnozie wartosci f%(x’). d mo 2]

Opiszemy szczegdtowo proponowang procedur¢ prognozowania ksztaXtu {IT
(Y ePT}.
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18 Prognozujemy przedziax PT

Uwagi na temat prognozowania dziedziny PT funkcji fT(x} podano Juz
w poprzednim paragrafie i przeto nie bedziemy ich powtarzacd.

2° Ustalamy ,jednolity" przedzia* P = [a,b] i wybieramy regute przeksztak
cenia przedziatéw P, = [at, bt] t=1,+4.,0n,T W przedziax P.

: Niech x’ oznacza punkt z przedziastu P, a x punkt z przedziatu Pt’ Za=-
stosowane mogg by¢é rdézne reguly przeksztalcenia przedziadw P, w przedziak

P, np. przeksztaXcenie liniowe

b - a
gdzie (o ] et dt=a-atc.
bt - a8
W szczegbélnosci moze to byé przeksztatcenie liniowe, przeksztaXcajace Py
W przedziat jednostkowy P = {0,1}. Wéwezas
X - a,

Xiate
b

Fae 2t

Reguta przeksztaXcenia Pt W przedziat P jest okreslona przez wybdr pew=-
nej jedno-jednoznacznej funkcji 8 takiej, ze

- =gt(x) ’ XHCE ’ XEPt

0 funkcjach 84 (t=1,...,n,T) zakadamy, ze maja te samg ogdlng postaé ana-
lityczng, a ich parametrami sg s bt:

gy(x) = g(x; ag, by)

3° Reprezentujemy ksztat {ft(x).xésPt} ksztaXtem rt(x’) okreslonym dla
wybranych punktéw przedziaiu P

Operacyjnie obecny etap procedury polega na
~ wybraniu ciggu punktéw xj (J=1,¢+4,N) z przedziatu P
- przypisaniu kazdemu takiemu xj wartodci

rt(xs) = ft(xtj)
gdzie punkt

xtj - 821(15), (t:],...,n)

W ten sposéb ksztatt [ft(x), xE.Pt} bedzie reprezentowany ksztattem
{rt(xi), j=1,...,N} okreslonym nad wybranymi punktami przedziaiu P. Kon-
sekwencjgq takiej reprezentacji ksztattdw {ft(x), xG.Pt} Tu ] e s DRSS 04T
mozliwo$¢é traktowania ciggu wartosci

r1(x3), r2(x3),...,rn(x5)
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jako odpowiednika ciggu wartosci

\
23/ geee ,fn(an

\
f1(x1j/, f2(x
poszczegdlnych funkecji f (x) w punktach Xy E.Pt odpowiadajgcych punktowi

5€ P,
Jest zrozumiate, 2e dla dostatecznie dobrej reprezentacji ksztaxtu {ft
{x)5 xe:Pt} ksztaktem {r (x ’1, j—1,...,N} potrzebny jest dosé ,gesty"

i yréwnomierny" wybdr punktow xJ z przedziaiu P.

4° Prognozujemy wartosci rt(xg), =y ole ey N

W wyniku poprzedniego etapu dla danego x;€<P otrzymujemy cigg wartosci

r1(x3), r2(x3),...,rn(x3) A

ktére mozna uznaé za wartosci pordwnywalne, gdyz dotycza tego samego punk-

tu x). Jednoczesdnie wartosé Ty (x2) 2zwigzana jest z wartoscig Yy zmiennej

¥y, bowiem rt(x ) odpowiada wart0501 £, (x ), a ta zwigzana jest z y,. Na-

suwa sig zatem nastepujgca sugestia sposobu prognozowania wartosci Ty (2% X

(1{ikm

- bierzemy pod uwag¢ szereg [(r x3 ), yt t= 1,...,n]

- na podstawie tego szeregu sporzqdzamy prognozg rn (x ) wartosci rT(x )
Prognoza rT(x ) moze byé klasyczna, segmentowa, wg metody Hellwiga itd.

5° Prognozujemy wartosci funkecji £ (x)

X
Niech g, oznacza funkcj¢ przeksztaXcajacq przedziak Pg = [aT, by ]
w przedziat P = [a,b], przy czyw

3
gen(x) = glx,aq, bip) x € Ppy
Prognozg wartosci funkcji fT(x) w punkcie
-1
ij Lod gT (X )

Jjest
f?I\E(ij) - r¥(x3)’ j=1'cot’N .

Przedstawiona procedura prognozowania pozwala okreslié prognozy war=-
tosei funkeji fy (x) dla wyzej zdefiniowanych punktéw Xy (J=1,000e,N). b=
1i liczba N Jest duza, zbidr { T(x DAl 1,...,N} mozne uznaé 2za  prak-
tycznie wystarczajgcg reprezentacje¢ funkcji f (x), xE,PT.

Gdybyémy jednak z jakich$ wzgledéw chcieli otrzymac nkompletng" funk-
cje f;(x) okredlong dla wszystkich x(iP?, to mozna byXoby to zrobié przy-
najmniej. na dwa sposoby:

a) poprzez interpolacje z wezzami interpolacji

Lep(xps)s xpq] s [£n(xpgeq) s Xp, 54q] 3

b)

fun
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b) poprzez aproksymacje punktdw
[(eh(xpg) s Xpg)s d=1500e,N]
funkcjq zmiennej x. Tg ,nowag" funkcj¢ uznajemy za prognoze funkcji fT(x).

Przyktad 2

Bada sig zmiany ksztaxtéw w czasie (tzn. Yiu= t) . Dla czterech kolejnych
lat t=1,2,3,4 ustalono, ze

f1(x) = 8e0°05% przy czym Py = [1,10]
£,(x) = 0.9x + 3 P, = [3,15]
£3(x) = x + 1 Py = [4,18]
2,(x) = 390+ 1% p, = [6,21]

Nalezy sporzgdzié prognoz¢ ksztaztu fT(x), xe,PT dla t=5.

1. Prognoza przedziatu PT

Przyjmiemy, Zze przedziax PT prognozowany jest przez prognozowanie je-
go krarcdéw: dolnego an 1 gérnego bpe Dolne kranice a, oraz gérne krance by
przedziaXdw P, (t=1,2,3,4) sa nastepujace

t 1 2 3 4
ay 1 3 4 6
bt 10 15 18 21

Poniewaz y=t prognozy a¥, b¥ wyznaczymy na drodze ekstrapolacji trenddw
odpowiednio: wartosci {at, t=1,2,3,4}, wartosci {bt’ t=1,2,3,4}. Po spo=-
rzgdzeniu wykresu tych szeregdéw przekonujemy sig, Ze rozsadnie bedzie
wzigé trendy liniowe. Stosujac klasyczng mnk otrzymujemy

ﬁa=1.6t-o.5; ﬁb=3.6t+7

- $ - $ .
(ﬁa trend wartodei a,, ﬁb trend wartosci bt)
Ekstrapolujgc te trendy na czas t=T=5 uzyskujemy

ap = 1.6°5 = 0.5 ; b’T‘=3.6'5+7=25.

Prognozg przedziatu PT Jjest

Py.= [7.5, 25] .

2. Reguta przeksztakcenia przedziaxdw Pt‘w przedziat P

Przyjmiemy, ze jednolitym przedziatem jest P = [0,1] oraz, %e punkto-
wi xE.Pt, w przedziale P odpowiada punkt
X = ag

3 e (t=1,¢00,n,T; n=4, T=5)
t =8¢
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3. Reprezentowanie ksztaXtdw ft(x), x € P, ksztatrtami rt(x’), x'eP

fiybierzemy nastepujgce punkty xs (j=14¢..,0) 2z przedziatu P:

5| I 2 I 53| FasEs I 6 l 7 l 8 I 9 | 10| 11
, (N=11)
x'j | 0 I O.1| 0.2 yO.B |O.4 IO.S‘ Os6Rt03108 '0.9 ! 1.0
1 H
: X - a
Poniewaz x = ==l wiec punktowi x3 z przedziaiu = odpowiada
Tirnat

w przedziale Pt punkt

X R xs (bt - at) + ay Tn 1y o s s

t3

W tabeli 2 podano tak obliczone wartosci xtj oraz zwigzane z nimi wartod-
ci

rt(xs) - ft(xtj) £R15213, 10
Tabela 2
t=1 £=2 t=3 t=4
SEtE xSl | ool ) 3 a0 G g o (X4 2
r1(x3) r2(x3) rj(xi) ; r4(x5)
10 1 8.41 3 5«10 4 5 6 5.46
A v ) 8.79 4.2 | 6.78 5.4 | 6.4 7.5 6.35
380218 228 9.20 5.4 | 7.86 6.8| 7.8 9.0 7.38
2 1®0% 31| 8837 9.63 6.6 | 8.94 8.2 | 9.2 10.5 8.57
5| 0.4| 4.6 10.07 7.8 | 10.02 9.6 | 10.6 12.0 9.96
6 0.5| 5.5 10.53 9.0 | 11.10 11.0 [ 12.0 13.5 11.57
7| 0.6 | 6.4 11.02 | 10.2 [ 12.18 12.4 | 13.4 15.0 13.45
8 %07 |9 753 11.52 | 11.4 | 13.26 13.8 | 14.8 16.5 15.62
9| 0.8| 8.2 12.05 | 12.6 | 14.34 15.2 | 16.2 18.0 18.15
10| 0.9 9.1 12.61 | 13.8]15.42 16.6 | 17,6 19.5 21.09
11| 1.0 10.0 13.19 | 15.0 | 16.50 18.0 | 19.0 21.0 24.50

Tak wige np. w punktach x1j=1, 15931 2485 ceesdely 10ikaztatt f1(x), € B
reprezentowany jest ksztaitem r1(x'), x'€Pw punktach x3=0, 0e1,y 025000,y
0.9, 1.0. Wartodci IT(X)' r1(x’) w odpow;adajacych sobie punktach Xq40
x5 sg réwne 8.41, 8.79, 9.20,...,12.61, 13.19.

4. Prognozowanie wartosci rT(xa), J=lyeeeyN

Wartosgé rT(xé) prognozowana Jest na podstawie szeregu [(rt(XS), yt),
t=1,...,n]. W naszym przyktadzie zmiany ksztaktéw wigzane sg z czasem (y=
=t), zatem rT(x3) bedziemy prognozowaé¢ na podstawie jednowymiarowego sze=-

regu tzasowego

[rt(x3), t=1,...,nJ s

I



N=11)

wiada

artod-

)
n (y=
8Ze-

17

Ciggi liczb [rt(xS), t=1,2,3,4] podano w odpowiednich j-ych wierszach
tabeli 2.

Przyjmiemy, Ze prognozg wartosci rT(x’) bedzie wartos$é z ekstrapolacji
trendu dopasowanego do szeregu [rt(xa), t=1,2,3.4] i przy tym bedg to
trendy
- hiperboliczne dla j=1,2,3
= liniowe dla Jj=4,5,...,11.

Po zastosowaniu klasycznej mnk otrzymano nast¢pujgce trendy
;j wartosci [rt(xé), t=1,2,3,4]:

~ -7 | -~ -~ 2¢31
Foe by, B, =225, 75230, e

T4

0.025t + 10.1, %6 = 0,402t + 10.3

-0.262t + 9.82, ?5

;7 = 0.851t + 10.39, Tg = 1.322t + 10.34, = 2,016t + 10.145

g =
Tyo = 2.762t + 9.775, P,, = 3.643t + 9.19 .
Prognozy wartosci rT(XS) J=1,4¢+,11 otrzymane z ekstrapolacji odpowied-
nich trendéw na czas T=5 podano w tabeli 3.

Tabela 3

J 1 "~ £ 4 ) 6 7 8 9 10 11

Xy 0 0.1 0.2 | 0.3]|0.4 (0.5 |0.6 |0.7 |0.8 |0.9 [1.0

rT(x3) 4.72| 5.99 [ 6.92| 8.51 10.23[12.31]| 14.65|16.95| 20.23(23.59|27.41

5. Prognoza ksztaXtu [fT(x), XGZPT}

Poniewaz
’ x-at

& Ebt-at ) P=LO,2J ’

wiec punktowi xs z jednolitego przedziatu P = [0,1] oapowiada punkt
L ] ®
ij = xj(bT - aT) T+ ap
2z przedziaiu Pm = [ag, b;]; bedgcego prognozg przedzialu‘PT. Przypomnij=-
my, ze otrzymaligmy Pg = [7.5, 25), zatem

XU REX (25 0TS 5) 75
T3 y

Prognoza wartoseci fT(x) w takim punkcie X jest

f;(xTJ) = rg(xs) Ak et G
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Wartosci ij oraz prognozy f?(ij) podano w tabeli 4.
Tabela 4
xs 0 0.1 0.2 0.3 0.4 [0.5 0.6 0.7 0.8 ] 0.9 1.0
ij 149 9.25(11.0 |12.75[14.5 |16.25 18.019.75(21.5 |23.25 |25
fT(ij) 4,72 | 5.99| 6.92| 8.51|10.23[12.31 14.65/16.95|20.23 23.59(27.41

t=1,2,3,4.
28
26
%
22 1
20 +
18 ¢
16
14
A2

10+

"

f7(x)

4. Wyznaczanie funkeji £.(x), f=1,...,n

10

2 44

16

Rys. 2.

418 20

2

29

na podstawie materiaiu statystycznego

26

w

X

Do tej pory zaktadaliémy, Ze ksztaXty {ft(;), xe,Pt} SRS ee syl
juz dene. Obecnie zajmiemy sig¢ zagadnieniem wyznaczania funkoji ft(x),

Prognozy te umieszczono tez na rys. 2. Dla jucigglenia" prognozy ksztax-
tu {fg(x), xé,Pgisasiednie wartosci f;(ij) potgczono ze sobg, co odpo=-

wiada interpolacji liniowej. Na rys. 2 podano tez ksztaity ft(x), xePy,

[T

t=1

pal

dle

no

gd

o o B o

o
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t=1,...,n na podstawie materiaxu statystycznego. Tak jak w poprzednich
paragrafach zaXozymy, Ze ft(x) sg funkcjemi Jednoznacznymi okreslonymi
dla x(&Pt. Oméwimy trzy ,typowe" przypadki konstrukecji funkcji ft(x).

1. ft(x) jest funkcjg rozkladu zmiennej losowej X

W tym przypadku trzeba ustalié ogdélng postaé analityczng funkeji £i(x)
i stosowngq metod¢ - np. metode momentdéw - wyznaczyé parametry funkcji
ft(x) na podstawie zwigzanych z wartoscig y, realizacji zmiennej losowe]
X.

Przykadowo, jesli zakiadamy, ze £, (x) sa funkcjami gestosci rozkiadu
normalnego, tzn. jesli zskXadamy, ze

2
£f.(x) = e exp { - if—le— sy XEP, = (moo0, o0) ,
t Oy V21 2 Ctz t

gdzie Mgy Cyp = parametry, to na podstawie metody momentdw przyjmiemy, i?
3o U Cg. =8¢
gdzie it - Srednia arytmetyczna, Boa= odchylenie standardowe z préby.

2. Aproksymacja empirycznych odpowiednikdw wartoseci funkcji ft(x)

Przyjmujemy, ze dla danej wartosci Vis 2 ktérgq zwigzany jest kaztaxt
{ft(x) y XEP, } dany jest

- cigg [xg 3 u=1,...,ut:]wartoéci zmiennej x

- oraz cigg [zg 3 u=1,...,ut] empirycznych odpowiednikdéw wartosci funkecji

ft(x) w punktach x=x (u=1,...,ut).

Na przyktad, jesli ft(x) Jjest modelem ekonometrycznym, to zE bedzie
wartodcigq zmiennej objasnianej, a x: - wartodcig zmiennej objasniajgcej.

Jesli ft(x) jest charakterystykg rozk*adu zmiennej losowej X, to 2,
bedzie empiryczng czgstoscig przyporzadkowang wartosdci xz » W tym ostat-
nim przypadku czestosci mogg byé skumulowane (tt(x) bedzie wéwezas  dy=-
strybuantg) lub nieskumulowane (ft(x) bedzie funkcjg gestosci lub funkcjg
rozktadu prawdopodobienstwa) .

Jesll rt(x) jest rozkadem liczebnodeci, to 23 bedzie liczebnodcig przy-
padkéw przyporzgdkowanych wartosci xz zmienne) x. Liezebnosci te mogg byé
skumulowene bgdZz nieskumulowane.

Jest zrozumiate, ze jesli zmienna x (bgdZ zmienna losowa X) jest cigg-
ta, to nalezy rozpatrywad
= albo liczebnodei (czestodel) skumulowene
= albo liczebnodci (czgstodci) nieskumulowane dotyczgce pewnego przedzia-
Xu wartoscl zmiennej x (zmiennej X), ktdérego reprezentantem jest X, e

Obecnie rogzwazane podejsécie polega na tym, Ze za funkoje rt(x) prayj-
mujemy funkcje aproksymujgcq punkty

[(zz. xz). u-1....,ut] .
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3. Okreslanie ft(x} bez aproksymacji jej empirycznych odpowiednikdw

Funkcje ft(x) mozne réwniez okreslié na podstawie wartosdci z: (U=1%00e

...ut) jej empirycznych odpowiednikdw w punktach-xz, bez koniecznosci
aproksymacji. Mozemy mianowicie przyjac, ze
a) w przypadku zmiennej x (bad{ zmiennej losowej X) dyskretnej

t
u

ft(x) =z dla x=x3 (u=1t,...,ut)

b) w przypadku zmiennej x (bad? zmiennej X) ciagtej

Ay Rl o e -
dla x=x jest ft(x, = 2,
dlatxisic <<¥t xt >’ wartogé £, (x) jest interpolacjg wartosdci
u ’ Tu+l t p Ja
t
O R

Takie rozwigzanie wydaje si¢ korzystniejsze od poprzedniego przynajmniej
z tego powodu, ze dla x=xz wartosé ft(X) jest réwna zz (poprzednio ft(x)
byta tylko aproksymacjg wartosci zz).

Darius



