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OPTYMALIZACJA WARTOSCI
PRZEDSIEBIORSTWA
W MODELU Z ZAPASAMI

Polityka w zakresie gospodarki zapasami jest waznym elementem dlugo-
okresowej strategii przedsigbiorstwa i ma istotny wplyw na efektywno$¢ jego
funkcjonowania. Zagadnienia poruszane w artykule dotycza problemu zapaséw,
powstajacych na wyjsciu procesu produkcyjnego, czyli zapaséw dystrybucyj-
nych. Rozwazany jest dynamiczny model firmy i zadanie maksymalizacj
warto$ci przedsigbiorstwa, w ktérym dopuszcza si¢ mozliwo$¢ sterowania
poziomem sprzedazy. Strategia optymalna modelowego przedsigbiorstwa for-
mulowana jest na dwoich plaszczyznach: gospodarki zapasami i polityki
dywidendy.

1. Model

Rozwazany bedzie dynamiczny model przedsigbiorstwa, w ktérym zagregowa-
ny produkt jest efektem wykorzystania w procesie produkcyjnym dwoch
czynnikéw: pracy i trwatego majatku produkcyjnego. Zasoby pracy sa w mode-
lu nieograniczone — zaktadamy, Ze firma w kazdym momencie jest w stanie
zatrudni¢ taka liczbg pracownikéw, aby w maksymalnym stopniu wykorzysta¢
posiadany majatek produkcyjny (oznacza to natychmiastowe dostosowywanie
si¢ zasobéw pracy do poziomu majatku), zatem:

L(@t)=IK(), (1)
gdzie:
K(t) — zas6b majatku trwalego w momencie 7,
L(#) — poziom zatrudnienia w momencie ¢,
[ — odwrotno$¢ technicznego uzbrojenia pracy (I=const, /> 0).




Optymalizacja warto$ci przedsigbiorstwa 321

Wielko$¢ produkcji, jaka wytwarza przedsigbiorstwo, jest zatem funkcijg
wylacznie poziomu majatku trwatego i zaktadamy, Ze jest to zalezno$¢ liniowa:

Qw (1) =gK (1), (2)

przy czym:
Ow () — wielko$¢ produkcji wytworzonej w momencie 7,
q — wspbtczynnik produktywno$ci majatku trwaltego (g =const, g >0).

W klasycznym modelu przedsigbiorstwa zaklada si¢, Ze cala wytworzona
produkcja zostaje natychmiast sprzedana. Uchylenie tego zatozenia pozwala na
rozwazenie problemu utrzymywania zapaséw w przedsigbiorstwie (por. [1],
s. 102). Przyjeto, ze firma moze gromadzi¢ zapasy, czyli zachowywaé czgs§é
wytworzonej produkcji lub tez moze si¢ ich pozbywaé, sprzedajac wigcej niz
wytwarza w momencie #, zatem:

V()= Q0w (1) —0(), (3)

gdzie:
V(t) — przyrost stanu zapaséw w momencie ¢ (moze by¢ dodatni lub
ujemny);
Q(r) — wielko$¢ sprzedazy w momencie ?.
W zapisie ksiggowym zapasy stanowig cz¢$¢ majatku obrotowego, tworza-
cego razem z majatkiem trwaltym aktywa przedsigbiorstwa, stad:

A=K +pV(Q), “4)

przy czym:
A(f) — warto$¢ aktywoéw przedsigbiorstwa w momencie ¢,
V(#) — poziom zapas6w w momencie ?,
p — jednostkowa ksiggowa warto$¢ zapasow.
Po stronie pasywéw w modelowym przedsigbiorstwie ujmowany bedzie
wylacznie kapital wlasny firmy (dla uproszczenia modelu zaktadamy, ze firma
nie zacigga zobowiazan), a zatem:

P(1)=X(), (&)
gdzie:

P(t) — warto§¢ pasywéw w momencie ¢,
X(r) — zas6b kapitalu wlasnego firmy w momencie ¢.
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Strumien przychodu uzyskiwanego w firmie ze sprzedazy biezacej produk-
cji oraz ewentualnej redukcji poziomu zapaséw zaspokaja zobowiazania fiskal-
ne firmy (podatek dochodowy), zobowiazania wobec pracownikéw (place),
stuzy pokryciu kosztéw utrzymania zapaséw (koszty obstugi i magazynowania)
oraz jest przeznaczany na fundusz amortyzacyjny; pozostala czeS¢ jest za-
trzymywana w przedsigbiorstwie. Podzial przychodu opisuje formuta:

S(Q)=f(S(Q)—wL(t)—aK(t) —hV(t)) + wL(t) + hV(t) + aK(t) + ZN(Q), (6)
przy czym:

S(Q) — warto$¢ przychodu ze sprzedazy w momencie ¢, o funkcji S za-
ktadamy, ze jest rosnaca i wklgsta (S'(Q)>0, S”(Q)<0) oraz
ze §(0)=0,

ZN(Q) — warto$¢ zysku netto w momencie 7,
f — stawka podatku dochodowego od o0s6b prawnych (f=const,
f€l0, 1)),
w — stawka plac (w=const, w>0),
h — jednostkowe koszty utrzymywania zapaséw (h=const, 7>0),
a — stopa deprecjacji (a=const, a€[0, 1)).

Uzupetnieniem rachunku wynik6w przedsi¢biorstwa jest informacja o po-
dziale zysku netto, zwiazana §cile z prowadzona w firmie polityka w zakresie
dywidendy. Zysk netto wypracowany w przedsigbiorstwie moze by¢ bowiem
dzielony pomig¢dzy akcjonariuszy — wyplata dywidendy, oraz firm¢ — zysk
zatrzymany stuzacy zwigkszaniu wartoSci kapitatu przedsigbiorstwa. Stad:

ZN(Q)=X(1)+D(), (7

przy czym D(#) to wielko§¢ dywidendy w momencie 1.

Natomiast wzrost trwalego majatku produkcyjnego odbywa si¢ poprzez
inwestycje, ktére musza takze restytuowal fizycznie zuzyta cz¢§¢ majatku
(fizyczna deprecjacja utozsamiana bedzie z ksiggowym pojeciem amortyzacji),
zatem:

1()=K(t)+aK(1), (8)

gdzie I(t) to wielko$¢ inwestycji w momencie ?.
Z podstawowego réwnania bilansowego zréwnujacego aktywa i pasywa
przedsigbiorstwa otrzymujemy zalezno$¢:
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K@) +pV(0)=X(). 9)

Po obustronnym zrézniczkowaniu (9) oraz uwzglednieniu réwnan (7), (8)
mozemy napisac:

1(t) — aK () + pV (1) =ZN(Q) — D (). (10)

Wygospodarowana przez firm¢ w okresie bilansowym nadwyzka finansowa
CF(Q) sklada si¢ z zysku netto oraz amortyzacji. Na podstawie tej definicji
réwno$¢ (10) mozna przeksztalci¢ do postaci:

CF(Q)—pV()=It)+D(1), (11)

z ktérej odczytujemy, ze przy danej nadwyzce finansowej CF(Q) zmniejszenie
stanu zapaséw (V(¢)<O0) prowadzi do zwigkszenia $rodkéw dostgpnych do
finansowania inwestycji badZ przeznaczanych na dywidendg, natomiast wzrost
poziomu zapaséw (V(#)>0) ma dzialanie przeciwne.

Problem decyzyjny, ktéry bedzie rozwazany polega na sformulowaniu
optymalnej strategii przedsigbiorstwa w zakresie jego polityki dotyczacej
zapasOw oraz dywidendy.

2. Zadanie optymalizacyjne

Celem dziatalnoSci przedsigbiorstwa jest, zgodnie z nowoczesna teorig firmy,
maksymalizacja korzy$ci akcjonariusza, na ktére skladaja si¢: strumien biezacej
dywidendy oraz warto$¢ kapitalu wlasnego firmy w ustalonym, koficowym
momencie horyzontu (obie wielkoSci zaktualizowane). A zatem funkcja kryte-
rium wyrazona jest formuta:

max j'D(t)c“'"’dt+X(z)e""‘: ; (12)
0

w ktérej:
ip — stopa dyskontowa dywidendy, ustalona przez akcjonariuszy (i), >0,
ip=const),
iy — stopa dyskontowa zysku z kapitatu, ustalona przez akcjonariuszy,
(iy>0, iy =const),
z — ustalony horyzont analizy (z>0, z=const).
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Przy formulowaniu strategii postaramy si¢ znaleZé odpowiedZ na pytanie,
kiedy przedsigbiorstwu oplaca si¢ utrzymywac zapasy oraz zastanowimy sig,
kiedy warto wyptaca¢ dywidendg¢ akcjonariuszom. Koszty utrzymywania zapa-
séw sa w modelu wyr6znione, mozna wigc zadaé pytanie, czy ktérekolwiek
z roOwnan modelu usprawiedliwia utrzymywanie zapaséw? KorzySci firmy
z posiadania zapas6w zapisane zostaly w funkcji celu. Funkcjonat (12) po
uwzglednieniu (9) przyjmuje postaé:

max }D(t)e_i”'dt+(1<(z)+pV(z))e“'X‘}. (13)
0

Po koniecznych przeksztalceniach otrzymujemy rozwazany problem w postaci
zadania sterowania optymalnego, w ktérym zmiennymi sterujacymi sa: Q(?)
— wielko§¢ sprzedazy w momencie ¢ oraz D(f) — wielko$¢ dywidendy w momen-
cie t, a zmiennymi stanu: K(f) — zas6b majatku trwatego w momencie ¢ oraz V(t)
— poziom zapaséw w momencie .

Zadanie optymalizacyjne
Znalez¢é maksimum funkcji celu (13), gdy dynamike¢ zmiennych stanu opisuja
réwnania:

K1) =1—-1)[SQ)—wl+a)K({®)—hV(©)]—plgK(®)— Q1] —D(1), (14)
V(t)=gK()—Q(), (15)
spetnione sa ograniczenia:
V(=0, K@®>0, Q@®>0, D(®)>0 (16)
i dane sa warunki poczatkowe:
K©0)=K,>0, V(0)="V,>0. (17)

Szukajac rozwiazania zadania przyjmowaé bedziemy, Zze w momencie
poczatkowym firmie oplaca si¢ rozwija¢ dzialalno$¢, tzn. zalozymy, ze mar-
ginalny przych6d ze sprzedazy nie jest nizszy niz jednostkowe koszty produkcji
w fazie rbwnowagi stacjonarnej, co oznacza spetnienie w momencie poczat-
kowym nastgpujacego warunku (zob. Dodatek matematyczny):

a8
0Q

1/ i
2—(—1D +wl+a). (18)
0=0, 9

1=
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3. Strategie optymalne

Strategie optymalne przedsigbiorstwa w zakresie gospodarki zapasami oraz
polityki dywidendy wyznaczymy w dwoch przypadkach (zob. Dodatek matema-
tyczny):

I. Dywidenda i zysk z kapitatu uzyskiwany ze sprzedazy aktywéw firmy na
koniec horyzontu sa dla akcjonariuszy w jednakowym stopniu atrakcyjne
(ip=ix).

II. Akcjonariusze preferuja zysk z kapitatu realizowany na koniec horyzontu
nad biezace korzysci w postaci dywidendy (iy <ip).

W obu wypadkach strategie optymalne zaleza od dtugo$ci horyzontu oraz
stanu zapaséw i wielkoSci majatku trwalego w momencie poczatkowym.

ad. I. Jezeli w momencie poczatkowym spelniony jest warunek
Ko+pVy<K, w ktérym K oznacza zas6b majatku przedsigbiorstwa w fazie
rownowagi stacjonarnej', to w dlugim horyzoncie czasu®? (z>7) strategia
optymalna opisana jest przez trajektori¢ optymalna, skladajacy si¢ z dwéch faz:
dochodzenia do magistrali i rozwoju po niej. W fazie dochodzenia do magistrali
firma moze utrzymywac zapasy, jeSli dysponowala nimi w momencie rozpo-
czgcia dziatalno$ci, jednak stopniowo stan zapaséw powinien ulegaé zmniej-
szeniu. Podczas tej wstepnej fazy wzrasta sprzedaz, a takze biezaca produkcja
— proporcjonalnie do przyrostu majatku produkcyjnego. Majatek trwaly wzrasta,
gdyz cata nadwyzka finansowa przeznaczana jest na inwestycje. Dywidenda
w tej fazie nie jest wyplacana (Sciezka 2). Jezeli catkowity stan zapaséw ulegnie
redukcji do zera zanim firma osiggnie magistralg¢ lub jesli w momencie
poczatkowym firma nie dysponuje zapasami, to faza intensywnego wzrostu
przebiega przy zerowym poziomie zapaséw (Sciezka 3). Dynamiczny wzrost
w calej fazie dochodzenia do magistrali, bez wzgledu na to, czy sklada si¢
z jednej czy z dwdch Sciezek, firma uzyskuje dzigki temu, ze marginalny zysk
netto przekracza wymagana przez akcjonariuszy stope zwrotu kapitatu
0ZN

(g >ip=1ix)-

! Faza réwnowagi stacjonarnej jest magistralg analizowanego zadania,

? 7 oznacza krytyczng dlugo$¢ horyzontu, po przekroczeniu ktérej w rozwiazaniu
pojawia si¢ faza rownowagi stacjonarnej. Jest ona réwna 7,, lub 74, w zaleznoSci od typu
trajektorii optymalne;j.
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Gdy marginalny przychéd ze sprzedazy obnizy si¢ do poziomu jedno-

stkowych kosztéw produkcji (;?ag:cl]{%—f—i_ wl+a] ), a marginalny zysk netto
zrbwna si¢ z wymagana przez akcjonariuszy stopa zwrotu Kkapitalu
QZNI 5 : ; st :
K p=1Iyx), rozw0j firmy wchodzi w faz¢ rownowagi stacjonarnej. Sprze-
daz i produkcja utrzymywane sa na statym poziomie (Q =¢gK). Firma realizuje
tylko inwestycje odtworzeniowe na poziomie /=ak, a cala reszta nadwyzki
finansowej (caly zysk netto) jest przeznaczana na wyplatg dywidendy akcjo-
nariuszom (Sciezka 1).

W miar¢ wydluzania horyzontu wydluza si¢ czas rozwoju firmy po
magistrali. W krétkim horyzoncie (z<Z), o ile tylko firma nie znajduje si¢ na
magistrali w momencie poczatkowym, faza intensywnego wzrostu jest jedyna
faza jej rozwoju.

ad. II. Gdy akcjonariusze preferuja zysk z kapitatu nad dywidendeg, pojawia
si¢ zmiana w strategii optymalnej. W diugim horyzoncie (z>7) strategia jest
teraz wyznaczona przez trajektori¢ tréjfazowa, na ktéra skladaja sig: faza
dochodzenia do magistrali, rozwéj po niej i, nieobecna w punkcie I, faza
koncowa, w ktérej firma opuszcza magistralg. Poczatkowa faza, tak jak
w pierwszym przypadku, jest okresem dynamicznego wzrostu i trwa dopoki
marginalny zysk netto przekracza wymagana przez akcjonariuszy stopg zwrotu

; 0ZN ’ - :
kapitatu (6_K> max {ip, iy}). Magistrale, ze statym poziomem sprzedazy i pro-

dukcja (Q=gK), stalym majatkiem produkcyjnym (K), zerowymi zapasami
i dodatniag dywidenda cechuje marginalny zysk netto na poziomie ustalonej

g : : 0ZN
przez akcjonariuszy stopy zwrotu kapitatu (W =max {ip, iy}). W rozwazanym

przypadku akcjonariusze preferuja zysk z kapitatu, jaki moga uzyska¢ na koniec
horyzontu, dlatego w ostatniej fazie nast¢puje wytracenie firmy z rozwoju po
magistrali. Akcjonariusze sg zainteresowani maksymalnym wzrostem aktywow
przedsigbiorstwa, ktérych sprzedaz w momencie koficowym zapewni im zysKk.
Poniewaz preferencje akcjonariuszy dotycza wzrostu aktywéw, bez r6Znicowa-
nia ich na majatek trwaly (produkcyjny) i obrotowy (zapasy), nie mozna
jednoznacznie wskazaé, czy zapasy powinny byé gromadzone w fazie koficowej
czy nie. Charakterystyka trajektorii optymalnych pozwala jedynie stwierdzi¢, ze
oba warianty wzrostu aktywow (z zapasami i bez ich udziatu) s3 w rozwazanym
zadaniu dopuszczalne.
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Ze wzgledu na to, Zze opuszczenie przez firmg¢ fazy réwnowagi zostaje
wymuszone celem akcjonariuszy, a nie jest wynikiem sytuacji wewngtrznej
przedsig¢biorstwa, wskaZniki charakteryzujace dziatalno$¢ firmy sa mniej korzy-
stne niz w poczatkowej fazie wzrostu: marginalny przychéd ze sprzedazy jest
nizszy niz jednostkowe koszty produkcji w fazie réwnowagi

1
(— —|: L f+ wl +a]) a marginalny zysk netto spada ponizej ustalonej przez

0ZN
akcjonariuszy stopy zwrotu kapitatu (ﬁ<max {ip,ix}); dlatego diugosé tej

fazy jest zawsze ograniczona, a wydluzenie horyzontu analizy powoduje
wydtuzenie okresu rownowagi stacjonarnej w rozwoju firmy.

W przypadku krétkiego horyzontu (z<Z) w rozwigzaniu optymalnym nie
wystepuje faza rozwoju firmy po magistrali, a rozwigzanie redukuje si¢ do
procesu jednofazowego — akumulacji aktywow.

4. Przykladowe trajektorie optymalne

W celu zaprezentowania przebiegu przykladowych trajektorii optymalnych
majatku, zatrudnienia, sprzedazy, zapasow, inwestycji i dywidendy, ustalono
funkcj¢ przychodu nastgpujacej postaci:

Qo

S(Q)=p, 0]

(), (19)
w ktérej p, to jednostkowa cena sprzedazy w momencie poczatkowym.

Dla funkcji przychodu opisanej ta formula, uwzgledniajac (D.12) oraz (1),
(2), (8) i (10), mozna wyznaczy¢ optymalne wartoSci sprzedazy, majatku,
zatrudnienia, zapas6w, inwestycji i dywidendy osiagane w fazie r6wnowagi
stacjonarnej. Sg to wielkoSci stale, ktorych wartoSci zaleza wylacznie od
parametréw modelu:

Pl Poq(1—f) )2
Q‘Q°(2[i,,+(1—f>(wl+a>1 ’ (2
(2} 1)
q

1:=lk, (22)’




Elzbieta RYCHEOWSKA-MUSIAL

V=0, (23)
I=ak, (24)
D=(1—f)(pov/ Qo Q— Wl +a)K). (25)

Aby wygenerowac trajektorie optymalne, postuzymy si¢ réwnaniami mode-
lu w wersji dyskretnej. Z dyskretnej postaci rownania (14) mozna wyprowadzi¢
formule opisujacq przebieg trajektorii majatku:

K, s1=(=F)pov/ Qo Qi —[(1 =f) Wl +a) +pg— 11K, —pQ,— (1 —)hV,,  (26)
dyskretna posta¢ réwnania (15) pozwoli wyznaczy¢ trajektori¢ zapasow:
V1=V, +9K,— 0, (27)
1 sprzedazy:
Qrr1=9Ki11= Vi1t Vi (28)
a z (8) otrzymamy trajektori¢ inwestycji:
L,,=1+a)K,,,—K,. (29)

Ustalmy moment poczatkowy (1=0) 1 stycznia 2004 roku, horyzont analizy
z=10 lat oraz jednostke¢ czasu t=1.

Warto$ci poczatkowe (K,, L, Qo V,) charakteryzuja spétk¢ akcyjna
sektora spozywczego: K,=103 299 tys. zl, L,=864 osoby (Srednio),
pVo=17 048 tys. zt, Q,=18 475 ton (szacunkowo, na podstawie danych z lat
ubiegltych). Z réwnain modelu wyznaczono nastgpujace warto$ci parametrow:
1=0,000008364, q=0,0001646, p,=5846,62, p=9234,33 (przy obliczeniach
warto$ci parametrow p, i p uwzgledniono réwniez 40% wsp6tczynnik materia-
tochtonnosci). Wykorzystujac metody heurystyczne, oszacowano parametry:
h=0,10 oraz i,=iy=0,06. Parametry egzogeniczne w modelu to:
w=26 766,72 (szacunkowo, na podstawie danych statystycznych, roczne
jednostkowe wynagrodzenie) oraz f=0,19, a=0,10.

Trajektorie optymalne sprzedazy, majatku, zatrudnienia, zapasow, inwes-
tycji i dywidendy przy tak okreSlonym zbiorze zmiennych i parametréw modelu
ilustruja ponizsze wykresy.
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W analizowanym przyktadzie empirycznym przyjeto dla uproszczenia, ze
ip=iy; stad w przypadku kazdej trajektorii wejScie na magistralg (faza
rownowagi stacjonarnej) jest bezpowrotne. Faza dochodzenia do réwnowagi
trwajaca okoto dwéch lat, to dla firmy czas redukcji zapaséw, powigkszania
wolumenu sprzedazy oraz zwigkszania zasob6w majatku produkcyjnego
1, zwigzanego ze wzrostem majatku, zatrudnienia.

Podsumowanie

Tematyka artykutu koncentrowata si¢ wokoét zagadnienia dysponowania zapasa-
mi w przedsigbiorstwie. Na podstawie dynamicznego modelu firmy sfor-
mutowano zadanie wyboru optymalnej polityki w zakresie gospodarki zapasami
i dywidendy. Rozwiazanie zadania pozwala zauwazy¢ wystepujacy w diugim
horyzoncie efekt magistrali, co w rozwoju firmy oznacza pozostawanie okreso-
wo w stanie rownowagi. Przeprowadzona analiza uprawnia do sformutowania
nastgpujacych wnioskow:
1) Dywidenda powinna by¢ wyptacana akcjonariuszom wylacznie wow-
czas, gdy firma pozostaje w stanie r6wnowagi.
2) Stan réwnowagi charakteryzuja zerowe zapasy.
3) Réwnoczesne utrzymywanie zapaséw i wyplacanie dywidendy akcjo-
nariuszom nie jest dopuszczalne.
4) Zapasy moga by¢ utrzymywane w przedsigbiorstwie jedynie okresowo
(w fazie poczatkowej, jeSli firma dysponuje zapasami w momencie
rozpoczynania dzialalnoSci oraz w fazie koficowej, jezeli akcjonariusze
preferuja wzrost aktywéw firmy nad biezacq dywidenda).
OczywiScie postulowana w rozwiazaniu radykalna redukcja zapaséw do
zera moze oznacza¢ w praktyce utrzymywanie zapasOw na pewnym poziomie
normatywnym, a redukcji ulega¢ bedzie jedynie pewna ich nadwyzka.
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DODATEK MATEMATYCZNY

Zadanie sterowania optymalnego (13)-(17) rozwiazemy postugujac si¢ zmodyfi-
kowang zasada maksimum Pontriagina®, Poniewaz jest to zadanie z ogranicze-
niami, tworzymy, uwzgledniajaca je, funkcj¢ Lagrange’a:

L(K(1), V(1), (1), D(1), A(1)) =
=D(1) +il(t){(1 —=IS(Q)—Wl+a)K(t)—hV()]—plgK(t)—Q(1)] —D(t)} +
+ A, 0{gK@®)—Q®} +vOV () + u(t) D(@).

Zgodnie z  zasada  maksimum, jezeli  proces  optymalny
(Q*(),D*(1),K"(t), V'(t)) jest rozwiazaniem zadania (13)-(17), to istnieje
funkcja wektorowa A(f)=[4,(?), 4,(¢)] ciagta, przedzialami rézniczkowalna,
bedaca rozwiazaniem uktadu rownan:

A1) =ip A (O — {4, () [— (1 =)Wl +a)—pqgl +q A, (D)}, (D.1)
Ay () =ip Ay (O — {4, ([— A=A +v(D)}, (D.2)
z warunkiem transwersalnoSci w postaci uktadu:
A(@)=el> W%

Ay (@) =(p+y)elr™ 7, (D.3)

y=20A7V(2)=0.
Spelnione sa ponadto zaleznoSci:

oS
ll(t){(l—f)@+p]—iz(t)=0 (D.4)
1—-4,0)+u(@=0, (D.5)
gdzie:
(@) Z0Apu@)D(1) =0, (D.6)
v()Z0Av()V(1)=0. (D.7)

* Twierdzenie to formuluje co prawda jedynie warunki konieczne optymalnoéci, jednak
spetnienie dodatkowych zatozen o wklgsto$ci Hamiltonianu zapewnia takze ich dostatecz-
nos¢.
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Z zalozen o zmiennej stanu K wynika, ze funkcja 4,(7) jest ciagta na catym
przedziale [0, z], natomiast w punktach nieciagtosci funkcji 4, (#)(z) spetnione
sq warunki:

Ay (17) =4y () +1(7),
n()=Z0An(r)V(r)=0.

Poniewaz zagadnienie (13)-(17) jest przykladem nieklasycznego zadania
sterowania, rozwiazanie wyznaczymy stosujac tzw. procedur¢ taczenia Sciezek
(zob. np. [2]). Jej pierwszy etap polega na scharakteryzowaniu wszystkich
Sciezek, wynikajacych z analizy warunkéw koniecznych, nast¢pnie okre§lamy
$ciezki dopuszczalne oraz ustalamy te, ktére moga by¢ fazami koncowymi.

Procedurg¢ konczy etap szukania dopuszczalnych przetaczef 1 tworzenia
optymalnych trajektorii (fancuchéw Sciezek).

Tabela 1. Zestawienie $ciezek dopuszczalnych w rozwiazaniu zadania (13)-(17)

Zmienne
Sciezki
V(1) p(t) V(5 D(1)
1 + 0 zerowe dodatnia
2 0 + dodatnie brak
3 + + Zerowe brak
4 0 0 dodatnie dodatnia

Analiza ukladu warunkéw koniecznych wskazuje na mozliwo$¢ istnienia
czterech Sciezek. Podamy teraz charakterystyke kazdej z nich.

Sciezka 1: Poniewaz u() =0, v(t) >0, wigc z (D.6)-(D.7) wynika, ze fazg t¢
charakteryzuja zerowe zapasy (V(7)=0) oraz dodatnia dywidenda (D(z)>0).
Warunki optymalno$ci (D.1)-(D.7) sa rownowazne ukladowi:

/lz(t)=(l—f)$|:li—ff+wl+a:| +p, (D.8)
v()=ipAy () +(1=f)h, (D.9)

a8
/12(1)=(1—f)@+p. (D.10)

A(D)=1. (D.11)
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ZaleznoSci (D.8) i (D.10) prowadza do wniosku, ze w fazie tej spetniony jest
warunek:

s_g=$[—l_l£_f+ wl+a] =const. (D.12)

Marginalny przych6d ze sprzedazy jest rowny jednostkowemu kosztowi
produkcji, co oznacza, ze w fazie tej sprzedaz utrzymywana jest na stalym
poziomie (Q)*. Ze wzgledu na zerowe zapasy cata produkcja wytworzona jest
sprzedawana (Q =¢K), implikuje to staly poziom majatku produkcyjnego (K),
a wowczas z (11) mozemy odczytaé, ze nadwyzka finansowa jest dzielona
miedzy firme (inwestycje) i akcjonariuszy (wyptata dywidendy) w taki sposob,
ze 1(f) =aK oraz D()=ZN(Q).

Na mocy (2), (3) i (7) warunek (D.12) jest réwnowazny warunkowi
0ZN T 3 : : ; -
W=1D=max{zb,zx}, ktéry oznacza, ze marginalny zysk netto jest rowny
stopie zwrotu kapitatu wymaganej przez akcjonariuszy. Faze o tej wiasnosci

bedziemy nazywali magistrala badanego zadania.

Sciezka 2: Na tej Sciezce u(t) >0, v(1)=0, a wigc z (D.6)-(D.7) wynika, ze
w tej fazie firma dysponuje nieujemnymi zapasami (V(r) >0), a dywidenda nie
jest wyptacana (D(f)=0). Zatem zgodnie z (11) na sfinansowanie inwestycji
firma przeznacza nadwyzke finansowa, ktéra moze by¢ powigkszana (lub
zmniejszana) poprzez zmniejszenie (lub zwigkszenie) stanu zapasow.
Warunki optymalno$ci (D.1)-(D.7) sa réwnowazne uktadowi:

ll(t)=/11(t)q{(1—f)é[i—n+wl+a}+P}—lz(1)q, (D.13)

15
Ay (D) =ip Ay () + A, (D1 —f)h, (D.14)
,12(:)=i,(t)[(1 —f)%ﬂ?}, (D.15)
MO =1+pu). (D.16)

Przeanalizujmy przebiegi funkcji A,(¢) oraz 4,(2).

4 W artykule symbol £ oznacza stala warto$¢ zmiennej x w fazie rownowagi stacjo-
narnej.
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Zauwazmy, ze z (D.13), (D.15) i (D.16) wynika:

: oS 1] ip
=—\z=——|——+Wwl 1-— :
A, (7) {6Q G [1_f+w +a“q( A (1), (D.17)
A1()>1 na calej Sciezce 2 ewentualnie poza jej punktami brzegowymi i moze
dazy¢ do jedynki na jej poczatku lub koncu:
(@  jezeli lim A,()=1, to A,()>0 dla t>1,,,
l"‘[:z
gdzie 7,, to punkt polaczenia Sciezki poprzedzajacej ze §ciezka 2.
Woéwczas z (D.17) odczytujemy, ze:
oS il %ip
—<—-|—+wl+a|, (D.18)
0 q[l = ]

3 : o (AN ¥
ktéry z kolei oznacza, ze: —— <ip=max{ip, iy}.

0K
Skoro marginalny przych6d ze sprzedazy jest nizszy niz marginalny koszt
produkcji w tej fazie, to, poziom sprzedazy w fazie 2: Q(f)> Q.
(b)  jezeli lim A,(£)=0, to A,(t)<0 dla t<7,,,
t=1Ta;
gdzie 7,, to punkt potaczenia Sciezki 2 ze $ciezka nastg¢pna.
Podobnie jak w punkcie (a), mozna wykaza¢, ze w tym przypadku:

aSERL|

0ZN o
oraz a—K>iD=max{iD, ix}, a ponadto Q(f) < Q.

Natomiast z (D.14), (D.15) i (D.16) wynika, ze ,’{z(t)>0 na calej $ciezce
drugie;.

Sciezka 3: Dla u(@®)>0, v(t)>0 z (D.6)-(D.7) odczytujemy, ze Sciezke te
charakteryzuja zerowe zapasy (V(1)=0) oraz zerowa dywidenda (D(7)=0).
Zatem zgodnie z (11) nadwyzka finansowa jest przeznaczana na inwestycje:
CF(Q)=1(1).

Warunki optymalno$ci (D.1)-(D.7) sa réwnowazne ukladowi:

l, (t)=/11(t)q{(l —f)(—ll [Tl—'_)—j-,+ wl+a] +p} —A,(0q, (D.20)




Elzbieta RYCHLOWSKA-MUSIAL

Ay =ip Ay (O +2,(OA—fh—v(), (D.21)
oS

Ay (D)= 2,(0) {(1 —f)5§+p}, (D.22)

A =14pu). (D.23)

Podobnie jak dla §ciezki 2 przeanalizujmy przebiegi funkcji 4,(7) oraz 4, (2).

Zauwazmy, ze z (D.13), (D.15) i (D.16) oraz (D.20), (D.22) i (D.23) wynika,
ze na Sciezce 3 przebieg funkcji 4,(7) jest taki, jak dla Sciezki 2.

Natomiast z (D.21) i (D.22) wynika, ze:

a8

aQ-}-p} iD+(1—f)h}—v(t), (D.24)

lz(r)=il<z){[(1—f>

Zatem ze wzgledu na dowolna, dodatnia warto$¢ v(z) funkcjal, () moze by¢
rosnaca lub malejaca na tej Sciezce.

Sciezka 4: Gdy u(#)=0, v(t)=0 warunki (D.6)-(D.7) wskazuja, ze Sciezke t¢
charakteryzuja nieujemne zapasy (V(f)=0) oraz nieujemna dywidenda
(D(1)=0).

Warunki optymalnosci (D.1)-(D.7) sa réwnowazne uktadowi:

lz(t)=(1—f)(—11{ll—'f}+wl+a} +p, (D.25)
Ay (t)=ip 2y () +(1—f)h, (D.26)

0s
A () =(1~f) 20 +p, (D.27)
(=1, (D.28)

Nietrudno zauwazy¢, ze jest to uktad sprzeczny.

Kolejnym etapem procedury budowania trajektorii optymalnej jest wytonie-
nie spoSr6d wszystkich $ciezek dopuszczalnych tych, ktére moga by¢ fazami
koficzacymi, tzn. spetniaja warunki transwersalnoSci (D.3).

Dopuszczajac nieciaglo$¢ funkcji 4, () w momencie koficowym z zapiszmy
réwnowazng posta¢ warunkéw transwersalnosci (D.3):
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A‘I(Z)zei"—i)(’
Ay (@) =peT, A, (zT)=(p+yeH, (D.29)
y=20A7V(2)=0.

Zauwazmy, ze dla y=0 warunki (D.4) i (D.29) prowadza do sprzecznoS$ci
z zatozeniami o funkcji przychodu S, co implikuje nieciagto$¢ funkcji 4,(7)
w momencie koncowym z.
Warunek (D.29) réwnowazny jest z tr6jka implikacji:

I gdyip=iy, wtedy 1,(2)=1A4,(z")=pAi,(z27)=p+7,
I gdyip>iy, wtedy 4,(2)> 1A,z )>pAl,(z7)>p+7,

L. gdyip<iy, wtedy 4,(2)<1A4,z")<pAai,z7)<p+7,
gdzie:
1=20AyV(z)=0.

W przypadku I faza koncowa trajektorii moze by¢ jedynie Sciezka 1,
niemniej warunek transwersalno$ci moze by¢ spetniony w punkcie koficowym
kazdej ze Sciezek.

Fazami koficowymi w przypadku II moga by¢ Sciezki 2 lub 3.

NieréwnoSci przypadku III nie pozwalaja na sformulowanie strategii
optymalnej w zadaniu (13)-(17).

Ostatni etap procedury laczenia Sciezek polega na ustaleniu trajektorii
optymalnych. Mozliwe przetaczenia wyznaczamy Korzystajac z zatozen mode-
lu, znakéw zmiennych dodatkowych i warunk6éw transwersalnoSci.

Przypadek I dopuszcza trzy dlugookresowe trajektorie, kofczace si¢ wej-
Sciem trajektorii optymalnej na magistralg (Sciezka 1):

a) gdy V,>0, woéwczas otrzymujemy trajektorie: 2—1, 23 =1,

b) gdy V,=0 dopuszczalna jest wylacznie trajektoria: 3 —1.

W przypadku II w kazdej z powyzszych trajektorii pojawia si¢ faza koficowa
zejScia z magistrali, stad dlugookresowe trajektorie optymalne to:

a) gdy V,>0, otrzymujemy: 212, 213, 2-1-3-2;

239192, 2-3-51-3,293-51-3-2,
b) natomiast gdy V,=0, mamy: 3—-1-2,3 13,3132,

22
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FIRM’S VALUE OPTIMISATION PROBLEM
IN A MODEL WITH AN INVENTORY
OF FINISHED GOODS

Summary

In this paper a dynamic model of a firm is formulated in which the firm may hold
a part of final output as an inventory. The aim of the paper is to formulate optimal
inventory and dividend policies for a model firm. Solving the optimal control
problem we are able to derive the optimal trajectory of: the capital goods, labour,
sales, inventory of finished goods, investment and dividend.

Theoretical results are illustrated by empirical example.




