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Wstep

W roku 1973 ukazuja si¢ dwa artykuly autorstwa Fischera Blacka, Myrona
Scholesa oraz Roberta Mertona, uznawane za przelomowe w rozwoju teorii
nowoczesnych finanséw. W artykutach tych zaprezentowano model wyceny
opcji. Od tamtego czasu model zwany modelem Blacka-Scholesa-Mertona
(model BSM) stat si¢ najpopularniejszym sposobem wyceny opcji, a literatura
go dotyczaca nalezy do najbogatszych. O popularno$ci moze Swiadczy¢
pojawienie si¢ w kalkulatorach finansowych funkcji wyznaczajacej ceng opcji
na podstawie modelu BSM. Jednak popularno$¢ oznacza réwniez, ze model
BSM stosowany jest w kazdym miejscu i sytuacji, bez zwracania uwagi na jego
ograniczenia. I wla$nie na te ograniczenia i problemy z nich wynikajace autor
chciatby zwrécié uwage w artykule, koncentrujac si¢ gtéwnie na wspétczynniku
zmiennoS$ci akcji.

1. Model BSM, uwagi ogélne

W modelu BSM przyjeto postulat, ze cena akceji Sq, T€[0, t], jest procesem
stochastycznym, opisanym za pomocg stochastycznego réwnania rézniczkowe-
g0 postaci:
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dSr=uSrdt+aSrdWy, S§,>0, (1)
gdzie:
u — stala stopa aprecjacji odzwierciedlajaca tendencje zmian cen akcji,
g — wsp6iczynnik zmiennoSci cen akcji (volatility),
So — cena akcji w chwili T=0 (S,>0),
W, — jednowymiarowy proces Wienera.

Ostatecznie wzory na ceng europejskiej opcji kupna i sprzedazy przyjmuja
odpowiednio postaé:

c=8;N(d)—Ke ""N(d—a+/T), )
p=Ke ""N(o+/T—d)—S;N(—d), (3)
gdzie:
rT
In SL;— +%O’2 i
d= ; 4)

oy T

K - cena wykonania opcji,

r — stopa zwrotu wolna od ryzyka,

T — czas pozostaly do wyga$niecia opcji,

N - dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego:

d 4
N(d)= j L_e—de. (5)
~wA/ 2T
Zatem w modelu BSM poczyniono nastgpujace zatozenia:
1) rynek jest efektywny, nie istnieje mozliwo$¢ arbitrazu,
2) rynek jest idealny — nie ma kosztéw transakcji,
3) transakcje moga by¢ dokonywane w sposéb ciagly, mozna dowolnie
czesto zmieniaé sklad portfela,
4) akcje sa doskonale podzielne liczba akcji w portfelu nie musi by¢
catkowita,
5) dopuszczalna jest krétka sprzedaz,
6) akcje nie przynosza dywidend,
7) stopa procentowa wolna od ryzyka jest stala,
8) wspotczynnik zmiennoSci akcji o jest staty w czasie — wlasnoSci procesu
stochastycznego nie zmieniajg sig,
9) zmiany cen akcji w czasie opisywane sa przez lognormalny proces
Wienera.
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Nie wszystkie z powyzszych zalozen sa jednakowo dobrze spetnione na
rzeczywistych rynkach finansowych. Watpliwo$ci nie ma jedynie przy zatoze-
niu dotyczacym krotkiej sprzedazy.

2. Ograniczenia w stosowaniu modelu BSM

Problemowi efektywnoS$ci rynku po§wigcono liczne badania, z ktérych wynika,
ze rozwinigte gietdy charakteryzuja si¢ mocng efektywnoscia'. Niemniej jednak
przed przystapieniem do stosowania modelu BSM na wybranym rynku powinno
si¢ sprawdzi¢ poziom jego efektywno$ci. JeSli rynek jest nieefektywny,
stosowanie modelu BSM nalezy zarzucic.

Zatozenie o braku kosztéw transakcyjnych mocno upraszcza model.
Uwzglednienie kosztéw w modelu jest mozliwe, ale wzrost jego skomplikowa-
nia nie uzasadnia prob wierniejszego odzwierciedlania rzeczywistoSci.

Podobnie ma si¢ sprawa z zalozeniem dokonywania transakcji w sposéb
ciagly. Poniewaz wszelkich zmian w skladzie portfela mozna dokonywaé
jedynie dyskretnie, pojawily si¢ modele, w ktérych rezygnuje si¢ z ciggtosci. Sa
jednak na tyle skomplikowane, Ze nie zdobyly szerszego uznania.

Zatozenie doskonalej podzielnosci akcji jest kolejnym zatozeniem, uprasz-
czajacym model i w niewielkim stopniu odbiegajacym od rzeczywistosci,
zwlaszcza dla inwestor6w obracajacych duzymi liczbami akcji.

Zalozenie 6) mozna pomina¢, istnieja bowiem uogélnienia modelu BSM,
dopuszczajace wyplate dywidend [7].

StatoS¢ stopy procentowej wolnej od ryzyka i wsp6iczynnika zmiennoSci cen
akcji jest formalnie niezb¢dne do wyprowadzenia modelu BSM, jednak powszechng
praktyka rynkowa jest uzmiennianie tych wielko$ci. Nalezy jednak pamigtaé, ze
istotng cecha kazdego modelu rynku finansowego powinno by¢ generowanie
zalezno$ci w ramach modelu zblizonych do zaleznoSci faktycznie obserwowanych
na rynku. Jezeli zaleznoS$ci wynikajace z modelu istotnie odbiegaja od wystgpuja-
cych w rzeczywisto$ci, dany model nie moze by¢ wiarygodnym narz¢dziem do
wyceny opcji (nawet jesli jest poprawny pod wzgledem formalnym) ([12], s. 52).

Wspdétczynnik zmienno$ci cen akcji jest Zrédiem najwigkszych kiopotéw
zwigzanych z implementacja modelu BSM. Wynika to z tego, ze wspolczynnik
zmiennoSci jest jedyna wielkoScig, wystgpujaca w modelu, ktéra nie jest
bezposrednio obserwowana na rynku. Dlatego tez nalezy dokonac jej estymacji.
W literaturze definiuje si¢ nastgpujace rodzaje zmiennoSci [11]:

' Wigcej o zaleznoSci miedzy efektywnodcia a arbitrazem mozna znalezé w [13].
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— zmienno$¢ przyszla (future volatility), stanowiaca nieznang warto$¢

przyszlej zmiennosci,

— zmienno$¢ historyczng (historical, realized volatility), wyznaczang na

podstawie przeszlych notowan instrumentu bazowego,

— zmienno$¢ implikowang (implied volatility), wyznaczang na podstawie

aktualnych cen opcji wystawionych na instrument bazowy.

Zmienno$¢ przyszia stanowi jedynie teoretyczna kategori¢ i nie jest stoso-
wana przy wycenie opcji w modelu BSM, w ktérym najczgsciej wykorzystuje
si¢ zmienno$¢ historycznga. Podstawowym bledem jest wéwczas wyznaczanie
parametru ¢ jako odchylenia standardowego stép zwrotu z akcji. Je§li zmiany
cen akcji Sy sa opisywane przez rozktad lognormalny, to stopy zwrotu

R
Rr= R T__1 tez maja rozktad lognormalny z wartoscia oczekiwana;
T-1
E(Rp)=e*—1, (6)
i wariancja;
V(Rr)=e*(e” —1). (7)

Rozwiazujac réwnania (6) i (7), otrzymujemy wzor:

£ V(R7)

Tabela 1 przedstawia warto$ci ¢ dla r6znych odchyleri standardowych stép
zwrotu i warto$ci oczekiwanej réwnej 10%. Réznica migdzy prezentowanymi
warto§ciami nie jest duza, rz¢du kilku punktéw procentowych i wydaje sig, ze
nie ma ona wigkszego znaczenia dla praktycznych zastosowan. Pozory jednak
myla. Niewielka zmiana wartoS$ci ¢ implikuje istotne r6znice w warto$ci opcji.
Przykladowe obliczenia prezentuje tabela 2.

Tabela 1. Zaleznos¢ miedzy wariancjg stop zwrotu a zmienno$cia cen akcji
o (obliczenia wykonane dla E(R;) = 10%)

V(Ry)

0 20 2 0 0
(W %) 5 1 15 5 3 35 4

o
(W %)
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Tabela 2. ZaleznoSci miedzy cenami 100 opcji kupna wyznaczanymi dla
wariancji i wspolczynnika o (obliczenia wykonane na podstawie wzoru (2) dla
danych z tabeli 1 oraz: S, =60, S,=50, T=365, r=0,06)

cdla
wariancji

c dla
zmiennoS$ci
histo-
rycznej

0,3 28,4 9331 175,47 | 266,2 | 361,26 | 458,7 | 557,46

67,82 | 150,8 | 220,63 | 280,63 | 333,58 | 380,8 423,82 | 463,02

Zmienno§é historyczna bytaby bardzo dobrym sposobem estymowania
zmienno$ci, gdyby zmienno$¢ cen akcji byla stala (tak jak zaklada to model
BSM). Liczne badania empiryczne pokazuja, Zze zmienno$¢ nie jest stala
w czasie. Efektem tego jest systematyczny btad w wycenie opcji, gdy korzysta
si¢ ze zmienno§ci historycznej ([12], s. 200). Juz autorzy modelu zauwazyli ([2],
s. 339-418), ze ich wzér podaje zbyt wysoka cen¢ opcji, gdy zmiennoS¢
historyczna jest zbyt duza, i zbyt niska, gdy zmienno$§¢ jest mala.

Innym podejSciem jest wyznaczanie zmiennoSci implikowanej, na pod-
stawie notowan opcji, bgdacych w obrocie. Niestety nie jest mozliwe w modelu
BSM analityczne przedstawienie parametru zmienno$ci jako funkcji pozo-
statych parametréw o=f(c, S, E, T, r). Dlatego tez wyznaczenia zmiennoSci
dokonuje si¢ metodami numerycznymi, przy zalozeniu ze pozostale parametry
modelu sg znane, a cena opcji na rynku jest ceng sprawiedliwa. Najczgsciej
stosuje si¢ w tym rekurencyjny algorytm Newtona-Raphsona:

6i+1=0'i“—C(Ga‘)C C» )]
0,
gdzie:

o; — zmienno§¢ implikowana uzyskana w i-tym kroku algorytmu,

¢ — rynkowa cena opcji,
c(o;) — cena wyznaczona z modelu BSM dla g,
dc :
;77.- — parametr kappa“.

2 Wystepujacy w literaturze tez jako parametr vega.
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Procedur¢ powtarza si¢ az do uzyskania warunku:
lc—c(o;4 DI<e, (10)

gdzie ¢ to zatlozony poziom doktadnoSci.
Za warto$¢ startowa procedury mozna przyjaé ([6], s. 227-230):

AY 2
=A| [In=L+rT |Z.
a\/n +r 5

i (1)

Jednak, by skorzysta¢ z algorytmu Newtona-Raphsona, niezbg¢dna jest znajo-
mo$¢ czastkowej pochodnej ceny opcji wzglgdem parametru zmiennoSci
(wspélczynnika kappa). W wielu wypadkach wspélczynnik ten nie jest znany
w postaci analitycznej. W takich wypadkach zmienno$¢ implikowana wyznacza
sie, wykorzystujac metod¢ bisekcji ([4], s. 170-171):

Op—0L
O-i+l=O.L+(Cl'—CL) o ) CL<CI<CII oraz O'L<O'l-<0'", (12)

Cg—CL

gdzie:
¢, — cena opcji wynikajaca ze zmiennoSci o,
cy — cena opcji wynikajaca ze zmiennoSci oy,
¢; — cena opcji wynikajaca z poszukiwanej wartoSci o;.

W kolejnych krokach algorytmu, o ile nie jest spetniony warunek (10),
dokonuje si¢ podstawienia:

;=04 Je8li c(0;41)<c, lub oax=o0;.,jesli c(o;4,)>C,. (13)

Znane sa rOwniez metody niewykorzystujace rozwigzan rekurencyjnych
([31, s. 80-83, [5], s. 593-603), ale mato przydatne ze wzgledu na zbyt duze
niedoktadnosci.

Uzycie zmienno$ci implikowanej tez ma swoje ograniczenia, albowiem
zalezy ona w istotny sposéb od czasu pozostalego do wyga$nigcia opcji oraz
relacji ceny realizacji opcji do ceny akcji. W praktyce obserwowany jest tzw.
u$miech zmiennoSci (volatility smile), ktéry przejawia si¢ wzrostem zmienno$ci
implikowanej, gdy cena waloru bazowego rézni si¢ znacznie od ceny realizacji
opcji. Ponadto obserwuje si¢ spadek zmiennoSci wraz ze wzrostem czasu
pozostatego do wyga$nigcia oraz wzrost zmiennoSci, gdy opcja ma duza warto$¢
wewnetrzna ([12], s. 200).
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Model BSM mimo ponad trzydziestoletniego uzywania wcigz stanowi
uzyteczne narz¢dzie do wyceny opcji. Nalezy jednak bra¢ pod uwage jego
liczne ograniczenia i z dystansem podchodzié do wynikéw uzyskanych
Z jego pomoca.
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OBSTACLES IN IMPLEMENTING
THE BLACK-MERTON-SCHOLES MODEL RELATED
TO DETERMINING THE VOLATILITY INDEX

Summary

The aim of the article is to indicate the obstacles in implementing the Black-Merton-
-Scholes model. After presenting the general assumptions of the model the author
indicates the limits of where it can be applied. He concentrates on the volatility
index. The analysis has proved the necessity to be cautious in implementing the
discussed model. This thesis has been supported by sample calculations.




