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Model Blacka-Scholesa, pozwalajacy na oszacowanie ceny prostej opcji
kupna w warunkach réwnowagi rynkowej, nalezy do najwigkszych osiagnigé
ekonomii finansowej. O doniostosci tego odkrycia $wiadczy uniwersalny cha-
rakter modelu', fakt powszechnego wykorzystywania formuty wyceny B-S
w praktyce zycia gospodarczego oraz rola modelu wyceny B-S w rozwoju ryn-
kéw finansowych?.

Celem ponizszego opracowania jest proba wyjasnienia tego, co kryje si¢ za
formuta wyceny prostej opcji kupna. Czg$¢ pierwsza artykutu charakteryzuje
zalozenia modelu B-S ze szczegélnym uwzglednieniem proceséw oddajacych

17a wymiarem uniwersalnym modelu B-S kryje si¢ szeroki wachlarz mozliwosci aplikacyj-
nych, jakie oferuje ten model. Mozliwo$ci wykorzystania teorii wyceny B-S nie ograniczaja si¢
tylko do wyceny opcji finansowych i derywatéw finansowych. Metodologi¢ wyceny Blacka
Scholesa stosuje si¢ réwniez do wyceny tzw. corporate liabilities — instrumentéw stuzacych
finansowaniu dziatalno$ci inwestycyjnej przedsigbiorstw, np.: obligacji zamiennych, warrant6w,
akcji uprzywilejowanych i zwyktych. Koncept stojacy za modelem B-S znajduje réwniez zastoso-
wanie w $wiecie oderwanym od instrumentéw rynku kapitalowego: w obrgbie opcji rzeczywi-
stych.

2 Model B-S stat si¢ powszechnie wykorzystywanym narzedziem wyceny przez inwestorow
i analitykéw finansowych na calym $wiecie. W literaturze analizujacej wplyw modelu wyceny
opcji na rozwdj rynkéw finansowych moéwi sie czesto o przetomowej technologii wyceny opcji
(option-pricing technology), ktéra okazata sig, po pierwsze, zrédtem innowacji finansowych na
niespotykana dotad skalg, i po drugie, uruchomita samonapedzajaca si¢ spirale rozwoju rynku
opcji gietdowych, rynkéw opcji pozagietdowych oraz badan naukowych udoskonalajacych teori¢
wyceny.
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dynamike cen akcji. W czgsci drugiej wyjasniono koncepcjg portfela arbitrazo-
wego oraz dokonano opisu wyprowadzenia czastkowego rownania rézniczko-
wego B-S. Czgs¢ trzecia zawiera analize wrazliwo$ci modelu B-S.

1. Charakterystyka zatozen modelu B-S

Formuta modelu wyceny prostej opcji kupna wedtug Blacka-Scholesa z roku
1973 ma nastepujaca postac:

w=xN(d)-ce" "N(d,),
02 02
In(E) +(r+ )e=0) ln(£)+(r—?)(t*—l)
We=x N{—C —e T DN —E£ (D
Dyt *—t UVt *—t
gdzie:

W — cena opcji (wariantu),

X — biezaca cena akcji (w dniu wyceny),

¢ — cena wykonania,

r —wolna od ryzyka stopa procentowa,

U - odchylenie standardowe stopy zwrotu akcji, zmienno$¢ cen akeji,

! *—¢ termin do wygas$nigcia opcji,

N(d) — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Zanim scharakteryzowane zostang zatozenia modelu B-S warto zauwazy¢, ze
jego korzenie siggaja zaréwno nauk ekonomicznych, jak i przyrodniczych. Do
wyprowadzenia modelu B-S wykorzystano dorobek naukowy $wiatowej stawy
matematykow, fizykow i ekonomistéw (patrz rys. 1).

Kolejnos¢ nazwisk oraz obszary badawcze badanych zjawisk pozwalaja na
Poznanie, juz na tym etapie analizy, najwazniejszych cech tego modelu:

— model wyceny opcji Blacka-Scholesa jest modelem interdyscyplinarnym,

—do estymacji modelu wykorzystano zaawansowany aparat matematyczny —
rachunek stochastycznych réwnan rézniczkowych i catkowych oddajacy w spo-
sOb ilosciowy wplyw czasu i1 niepewnosci otoczenia na wyceng instrumentow
finansowych.

Zatozenia modelu B-S podzieli¢ mozna na grupg zatozen fundamentalnych
(technicznych), na ktérych opiera si¢ konstrukcja modelu, oraz na grupg zatozen
upraszczajacych.
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Rysunek 1. Dorobek naukowy matematykéw, fizyk6w i ekonomistow wykorzystany

do stworzenia modelu B-S

Do grupy zatozen technicznych nalezy zatozenie o tym, ze:

— dynamike cen instrumentéw bazowych — opisuje geometryczny ruch Browna;

rozktad cen akcji jest logarytmiczno-normalny;

— cena opcji jest funkcja czynnika losowego (cena instrumentu bazowego) 1 de-

terministycznego (czas); zmiany cen opcji opisuje lemat Ito;

— istnieje mozliwos¢ zbudowanie portfela sktadajacego si¢ z akcji i opcji, ktéry
na bazie argumentu braku arbitrazu cenowego przynosi dochéd réowny wolnej

od ryzyka stopie procentowej;

— oczekiwana stopa zwrotu z opcji i akcji jest funkcja parametryzowang przez

wspotczynnik beta z modelu CAPM.
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W grupie zalozen upraszczajacych wyszczeg6lnia sie nastepujace:

— krétkoterminowa stopa procentowa rynkowa i wolna od ryzyka jest znana
1 stala w czasie;

— z akcji w czasie zycia opcji nie sa wyplacane dywidendy;

— wyceniana opcja jest opcja typu europejskiego;

— sprzedaz badz kupno akcji i opcji jest zwolnione od oplat i podatkéw — koszty
transakcyjne sg zerowe;

— prawo nie zabrania ani nie naklada ograniczefi co do wykonywania krétkiej
sprzedazy;

— akcje sa nieskonczenie podzielne.

Jednym z najistotniejszych zalozen przyjetych przez Blacka i Scholesa jest
zalozenie dotyczace ewolucji zachowan cen akcji. Model Blacka-Scholesa za-
kfada, ze dynamikg cen instrumentu bazowego opcji opisuje geometryczny ruch
Browna. Geometryczny ruch Browna stanowi modyfikacje standardowego ruchu
Browna — ruchu oddajacego dynamike nieuporzadkowanych i niestabnacych w
czasie czastek Browna®. Ruch czastek Browna nalezy do jednego z typéw proce-
séw stochastycznych®. Przyktadowa trajektori¢ bladzenia losowego czastek
Browna przedstawia rysunek 2.

Proces Wienera dla ruchéw Browna

0,5 0,2

warto$¢ zmiennej X

czast

Rysunek 2. Symulacja btadzenia losowego W, = W,_, + z, dla df = 1/365 roku = 0,0027

Zrédto: opracowanie wiasne

: Innymi przyktadami zjawisk przypominajacymi ruchy Browna moga by¢ ci$nienie atmosfe-
Tyczne, temperatura powietrza w okreslonym punkcie kuli ziemskiej, ilos¢ bakterii w rozwijajacej
si¢ kolonii.

* Proces stochastyczny (losowy) & = &(z) definiuje sig jako funkcje parametru rzeczywistego
L€ T (interpretowany jako czas), ktérej wartosci &(¢) przy kazdym ¢ sa zmiennymi losowymi.
[stnieje wiele typéw procesow stochastycznych. Ruchy Browna (ruchy pyléw i zawiesin w gazach
1 cieczach) uznawane sa za szczeg6lny przypadek proceséw stochastycznych typu Markowa.
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Ruch Browna opisuje formuta Wienera majaca nastgpujaca posta¢ (J. Hull,
2000, s. 220):

dw: = g4/dt,
gdzie:
& —zmienna losowa o rozktadzie normalnym ¢(0,1),
dW: — przyrosty procesu maja rozktad normalny ¢(0,dt).

Podstawowe cechy standardowego ruchu Browna:
—jesli Wo=0 1 0<t1 <...<tn, to zmienne losowe (Wn,Wr2 —Wn,...,Wtn —Wir1)

sq zdarzeniami niezaleznymi (J. P. Fouque, G. Pananicolaou, K. R. Sircar, s. 2);

— dW: jest procesem o przyrostach stacjonarnych i niezaleznych (A. Weron,
R. Weron, 1998, s. 165);

— zdarzenia W: nie sa powiazane zaleznosciami przyczynowo-skutkowymi: histo-
ryczny przebieg zdarzen jest nieistotny dla celéw oszacowania warto$ci zmien-
nych losowych w przysztosci; warto$¢ zdarzenia W w okresie ¢ zalezy wy-
tacznie od wartosci zdarzenia w chwili 7 —1 oraz od skladnika losowego nazy-
wanego szumem: W,= W,; + £ ; taki proces kwalifikuje ruchy Browna do okre-
$lonej grupy procesow stochastycznych nazywanych procesami typu Markowa’;

— realizacje ruchow Browna sa nierézniczkowalne;

—ruch Browna to przyktad fraktala (M. Baxter, A. Rennie, 1996, s. 49); nieza-
leznie od skali, w jakiej analizuje si¢ ruch czastek, budowa morfologiczna
zawsze jest taka sama. Realizacje procesu Browna wykazujace jego fraktalna
nature przedstawia rysunek 3.

Wdladt=0,1339 —— Wdladr=0,0108

= W dla dt = 0,0027

Rysunek 3. Realizacje procesu Browna wykazujace jego budowg fraktalng
Zrédto: opracowanie wlasne

> Procesy Markowowskie sa modelami zjawisk, w ktérych znajomo$¢ stanu ukladu w danej
chwili determinuje catkowicie zwiazki probabilistyczne dla  chwil przyszlych: P{X (7, +
+ r)(yll ¥L*R*} = P{X (1, +0)[*} = P{X (¢, +7) (y'X(tO) = x}, gdzie: [* i I** oznaczaja odpo-

wiednio informacje w 7,1 przed z, (L. N. Bronsztejn, K. A. Siemiendiajew, Matematyka, s. 794).
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Formuta opisujaca geometryczny ruch Browna stanowi modyfikacje ogélnego
procesu Wienera i przyjmuje nastgpujaca postac:

Ogolny proces Wienera

dX, = u(X,,0)dt +o(X,,0)dwW,

s N

Arytmetyczny GEOMETRYCZNY
ruch Browna RUCH BROWNA
dX, = udt + odW, dX, = uX, dt+oX ,dw,
VAT AN HX ) = u KX 1) = X,
przesunigcia (dryfu)
Ws.pélczryn-mk (X, =0 o(X,,1) = 0X,
zmienno$ci

Geometryczny proces Wienera dopuszcza tylko wartosci nieujemne oraz
uwzglednia parametry, ktére sa specyficzne dla rynku waloréw finansowych:
zmienno$¢ cen oraz dryf, czyli wykladnicza stopg¢ wzrostu danego aktywu
finansowego. Zmienno$¢ (szczerbato§¢ wahah) oraz trend mozna modelo-
wac odpowiednio za pomoca odchylenia standardowego o oraz $redniej 4.
Nieujemno$¢ zmiennych losowych zapewnia analiza logarytméw zmian cen
akcji.

Przyktadowa trajektori¢ geometrycznego ruchu Browna przedstawia rysu-
nek 4. :

Geometryczny proces Wienera

ceny akcji X

T T ; ; i

0 0.2 04 0,6 0,8 1

Czast

Rysunek 4. Symulacja geometrycznego procesu Wienera
Zr6dto: opracowanie wlasne
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2. Opis wyprowadzenia czastkowego réwnania rézniczkowego
w oparciu o rownanie przychodu z inwestycji w wolny od ryzyka
portfel ztozony z akcji i opcji

Fundamentem, na jakim opiera si¢ model wyceny opcji B-S, jest czastkowe
réwnanie rézniczkowe opisujace dynamik¢ cen opcji. Réwnanie to wyprowa-
dzono z réwnania przychodu z inwestycji w wolny od ryzyka portfel (ztozony
z dhugiej pozycji w akcji i krétkiej w opciji)°.

Pomyst wykorzystania koncepcji portfela arbitrazowego ztozonego z diugiej
(krétkiej) pozycji w akcji i krotkiej (dtugiej) pozycji w opcji byt pomystem no-
watorskimi’. Na bazie argumentu braku mozliwoéci arbitrazu cenowego Black
i Scholes skonstruowali wolny od ryzyka portfel ztozony akcji i opcji stanowia-
cy rodzaj idealnego zabezpieczenia (zysk/strata z akcji réwnowazona jest stra-
ta/zyskiem z wystawionych opcji). Nastgpnie dowiedli, Ze aby stopa zwrotu
z tak skonstruowanego portfela rownata si¢ wolnej od ryzyka stopie procen-

towej, inwestor posiadajacy jedna akcjg o warto$ci x musi sprzeda¢ — opcji
W

1 SR ) : 3
o warto$ci —w. W portfelu arbitrazowym zawierajacym akcjg i opcje zmiana
144]
y : : 1 r
w Ax akcji rekompensuje zmiana w — Aw 0opcji.
1%
Réwnanie przychodu z inwestycji w wolny od ryzyka portfel ztozony z akcji
i opcji przyjmuje nastgpujaca postac:

Ax—Awlwy =(x—w/w)rAt, (2)

gdzie:
x — cena akcji,

ele ilo$¢ opcji potrzebnych do zabezpieczenia jednej akcji w portfelu arbitra-
%,

ot d
zowym (jeshi w, = 8—: ik

® Lemat Ito po raz pierwszy wykorzystany zostat w finansach przez Roberta Mertona.

" Patrz: C. M. Sprenkle (1961), H. F. Ayres (1963), A.J. Boness (1964); A. P. Samuelson
(1964 i 1969); W. J. Baumol, B. G. Malkiel, R. E. Quandt (1966); A. Y. Chen 1970. Podejscie
zaprezentowane w tych pracach opieralo si¢ na formule na warto$¢ oczekiwana opcji.
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wiw— warto$¢ opcji potrzebnych do zabezpieczenia akcji x,
1
Aw/w,— wartos¢ opcji potrzebnych do zabezpieczenia akcji w sytuacji, gdy
cena akcji wzrosta do Ax,
(x—w/w,)rAt— dochdéd z inwestycji (x—w/w;) w wolng od ryzyka lokate ze
stopa r .

Zakladajac, ze cena opcji w(x,?) jest funkcja czynnika losowego (cena instru-
mentu bazowego) i deterministycznego (czas do wygasnigcia kontraktu) do opi-
su zmian cen opcji Aw, w rOwnaniu (2) wykorzystano lemat Ito — regulg réz-
niczkowania funkcji zmiennych losowych:

Aw =w(x + Ax,t + At) — w(x,t) = w,Ax + é-w“sz + w,At, (3)
gdzie:
ow
W =—,
0x
11 S
T
2% _dw
Gy

Kwadratowy przyrost cen akcji Ax* — dla matych przyrostéw At — wyraza sig
jako Ax* = x* v* At (gdzie v — odchylenie standardowe stop zwrotu akcji).

Réwnanie (3), po podstawieniu za Ax® wyrazenia x> v* At, przyjmuje naste-
pujaca postac:

Aw = wAx +—;—w“v2x2At +w,At. 4)

Wykorzystujac lemat Ito wyrazony réwnaniem (4) i podstawiajac go do le-
wej strony rownania (2) otrzymujemy nastgpujace rownanie:

Ax — (w,Ax + %wnvzszt +woAt) [ w, = ~(—;— w07 x> + wszt/wl. Q)

W réwnaniu (5) zmiany Ax wzajemnie si¢ znosza. ROownanie przychodu
z tak skonstruowanego portfela staje si¢ rownaniem niezaleznym od zmian
czynnika losowego Ax . Dochdd z Ax — Aw/w réwna si¢ dochodowi z inwesty-
¢ji (x—w/w) w wolna od ryzyka lokatg ze stopa r. Serie kolejnych prze-
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ksztalcen doprowadzaja réwnanie (2) do czastkowego rownania rézniczkowego
zwanego roOwnaniem B-S.

Ax— (wle+%w“1)2szt +wyAt) [ w, = (x —wlw)rAt

'

- (%w”vzx2 + wz)At/w1 = (x—w/ w)rit

'

1 2.2
rw—wlxr—awuv X =w,. (6)

Taka sama posta¢ czastkowego roéwnania rézniczkowego Black i Scholes
otrzymali wyprowadzajac réwnanie ceny opcji przy wykorzystaniu modelu
CAPM".

Roéwnanie (6) to rownanie rézniczkowe dajacego sprowadzi¢ si¢ do rwnania
przewodnictwa cieplnego. Rozwigzaniem tego réwnania dla warunku brzego-
wego w*=max[x—c,0] jest nastgpujaca formuta:

¢

wix,t) =xN(d)—ce™" " N(d,),

Y (r) (1) () R (r Xy
e 2 E e 2

= xN
kaes Wt *—t Dt *—t =19

gdzie:

w — cena opcji (warrantu),

x — biezaca cena akcji (w dniu wyceny),
¢ — cena wykonania,

r — wolna od ryzyka stopa procentowa,

§ CAPM — model wyceny aktywéw kapitatowych — opisuje relacje pomigdzy ryzykiem a ocze-
kiwana stopa zwrotu w warunkach réwnowagi rynkowej. Autorzy formuty zatozyli, ze oczekiwana
stopa zwrotu z opcji zalezy od ryzyka opcji w taki sam sposéb jak oczekiwana stopa zwrotu z akcji

zalezy od ryzyka cen akcji: E(Ax/x) = rAt + aff_At; E(Aw/lw) = rAt + a3, At.
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U — odchylenie standardowe stopy zwrotu akcji,
t*—t —termin do wygasnigcia opcji,
N(d)- dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego,

X—C X)C

w*=max[x—c,0]= {0 «c Warunek brzegowy ceny opcji w dniu wygasnigcia.

3. Wspétczynniki wrazliwosci ceny opcji kupna

Cena opcji w modelu (7) jest funkcja nastepujacych zmiennych:
— ceny akcji X,
— parametru zmienno$ci oznaczanego jako v Iub o,
— ceny wykonania c,
— czasu wygasnigcia opcji T =1 *—1.
— wolnej od ryzyka stopy procentowej r .
Model B-S pozwala na oszacowanie wspoiczynnikéw wrazliwosci ceny
opcji. Wspoélczynniki wrazliwosci modelu B-S dla cen opcji kupna przedstawia
tabela 1.

Tabela 1. Wsp6lczynniki wrazliwosci cen opcji kupna

DELTA GAMMA RHO VEGA THETA
ow 2 ow 0 )
o f o e B % o~ 0w O —(:)_; vega, ., = -—‘i @m” = _\:V_
)¢ call axX ax 5 e 9T
(T =t*-1)

Zrédto: opracowanie wiasne.

DELTA
Delta opcji kupna mierzy wptyw zmian ceny akcji na ceng opcji.

A aw_N{ln(X/C)+[r+(0‘2/(t*~t))]
o\ft¥—1

Callsss & =
Delta opcji kupna przyjmuje wartosci z przedziatu od zera do jeden. Opcje
bedace silnie in the money maja delte bliska jedno$ci — ceny opcji beda zmieniaé

= N(d))0.

? Inwestor wyceniajacy opcje ma bezposredni dostep do 4 z 5 zmiennych réwnania réwnowa-
gi. Oszacowania wymaga jedynie wariancja stép zwrotu. Istnieja dwa podejscia do wyliczenia
wariancji stép zwrotu. Pierwsze sprowadza si¢ do wyliczenia historycznych stop zwrotu. W dru-
gim implikowana warto$¢ wariancji oszacowywana jest z warto$ci rynkowych opcji.
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sie niemal doktadnie tak samo jak zmieniaja si¢ wartosci instrumentu bazowego;
opcje bedace gleboko out of the money maja deltg bliska zeru. Ksztaltowanie si¢
delty w zalezno$ci od warto$ci wewngtrznej opcji kupna przedstawia rysunek 5.

1 A

0,8 A
<
=)
£}

20,68
5

g 04
S

S 02 A

0
ceny akcji X
Rysunek 5. Delta opcji kupna
Zrédto: opracowanie wiasne

GAMMA

Gamma jest miarg elastycznosci delty opcji kupna wzgledem zmian cen ak-
cji. Gammeg okresla si¢ réwniez jako miarg niestabilnosci wspotczynnika delty.

e 0A e 9*w ) n(d,) — itz 1 :
S Y Y 2 So27T

Gamma opcji kupna osiaga najwyzsze rozmiary w przypadku opcji at the
money oraz zmienia si¢ wraz ze zmienno$ciag cen instrumentéw bazo-
wych'®. Wysoki poziom gammy wskazuje na niestabilna delte.

0,03 -
0,025 1
£ 0,02
(51
£0,015
5 0,01
0,005
0

ceny akcji X

Rysunek 6. Gamma opcji kupna
Zrédlo: opracowanie wlasne

10 . . . ’ . . .
M. Putawski, Innowacje finansowe na Swiatowych gietdach terminowych, s. 144.
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RHO
Ryzyko Rho mierzy wrazliwos¢ opcji kupna na zmiany wolnej od ryzyka
stopy procentowe.

ow

—a::

In(X /C)+[r—(c* [(t*~1))]

(t*=1)C e <" N{
ot *—t

pmll 3 >0

Wolna od ryzyka stopa procentowa odzwierciedla koszt utrzymania pozycji
opcyjnej lub alternatywny koszt kapitatu/zysku, jaki mogtyby przynie$¢ kapitaty
zainwestowane w bezpieczne lokaty finansowe'".

Zaktada sig, ze wzrost oprocentowania doprowadza do wzrostu kosztu
utrzymania pozycji w akcjach, powodujac wzrost atrakcyjnosci opcji kupna, co
przektada si¢ na wyzsza ceng opcji.

2551
20 A
eg ikt 5
=10+
Fd

0 5

ceny akcji X
Rysunek 7. Rho opcji kupna
Zrédlo: opracowanie wlasne
THETA

Ceny opcji, przy zatozeniu pozostatych czynnikéw niezmiennych, maja ten-
dencje do spadku wraz z uptywem czasu, czyli w miarg zblizania si¢ terminu
wygasnigcia kontraktu opcyjnego'”.

Theta mierzy wrazliwo$¢ cen opcji na uptyw czasu do terminu wygasnigcia
opcjl.
ow  Xn(d

9 _ TN (d,) =

O , ==
call aT 2\/'17

'I'A. J. Baird, Rynek opcji, s. 57.
12 Wartosci brzegowe cen opcji kupnadla 7 =0 i 7 = przedstawia rysunek 5.
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T
_Xn(d)CIXeTT oy
TN T
e—d§/2
=—Ce'{ +rN(d,)}dla(t=t*-1).

o

Wartosci thety dla poszczeg6lnych cen akcji przedstawia rysunek 8.

ceny akcji X

theta

Rysunek 8. Theta opcji kupna

Zrédlo: opracowanie wlasne

VEGA

Cena opcji moze zmienia¢ si¢ w wyniku zmiany rynkowej zmiennosci impli-
kowane;j.

Ryzyko vegi nalezy do najwazniejszych elementow ryzyka w obrocie opcja-
mi i definiuje si¢ je w nastgpujacy sposéb:

dﬁ/z

2z

VT.

Vega,, = ‘; = Xn(d T =X =

vega/K

ceny akcji X

Rysunek 9. Vega opcji kupna
Zrédlo: opracowanie wlasne
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Ryzyko vegi nie jest powiazane z ryzykiem delty. Zmienno$ci implikowane
moga wahac si¢ w kazda strong, niezaleznie od kierunku zmian cen akcji.
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Katarzyna Appelt

The model of estimating a stock exchange option of purchasing according
to Fisher Black and Myron Scholes - assumptions and analysis of sensitivity

Summary

The price of simple call option estimates following formula:

2 2
() + (r + 2ot * 1) () + (r =)t * 1)
(4, 2 c 2

—e¢"TcN

a\/t*-t o'Jt*—t

w=xN

This formula was derived by Fisher Black and Myron Scholes in 1973 and today it is conside-
red to belong to the most important accomplishments of the financial economics.

The article undertakes an attempt to explain the concept underlying the model. Part one cha-
racterizes its main assumptions. Part two presents and explains equation of zero-beta (hedged)
portfolio. It also describes the process which led to derivation of Black-Scholes differential equ-
ation. Part three constitutes the Greek letters which measure sensitiveness of call option to varia-
bles influencing its price.




