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Wstep

Metoda rzutowania gradientu dla zadan programowania wypuklego zostala
wprowadzona przez Rosena w roku 1960. Opiera si¢ na znanym schemacie
— w kazdej iteracji najpierw wyznaczany jest kierunek poprawy rozwigzania
(a wiec kierunek wzdtuz ktérego funkcja celu polepsza swoja wartoS¢),
a nastgpnie optymalna wielko$¢ przesunigcia wzdiuz tego Kierunku. Optymalng
dtugosé kroku wyznacza si¢ — nie tylko w tej metodzie — stosujac na przykiad
metody jednowymiarowego przeszukiwania liniowego. Cechg wyr6zniajaca
algorytm rzutowania gradientu jest sposéb wyznaczania Kierunku poprawy.

Aby to uczyni¢, wykonuje si¢ rzut gradientu na brzeg zbioru rozwigzan
dopuszczalnych, wykorzystujac do tego celu macierz rzutowania P. Jej wy-
znaczenie wymaga wykonania kilku dziataf mnozenia i odwrécenia macierzy
dos§¢ duzych rozmiaréw (odpowiednio zdefiniowanych podmacierzy macierzy
ograniczen) i jest najbardziej pracochtonng cz¢Scia kazdej iteracji.

W przypadku nieliniowych zadan alokacji macierze ograniczefi majg
specyficzna posta¢ — skladaja si¢ wylacznie z elementéw — 1,01 1, a ponadto sa
bardzo rzadkie (niewielki odsetek ich elementéw rézni si¢ od 0). To prowadzi
do do$¢ naturalnego pytania, a mianowicie czy w przypadku tych zadai mozna
procedurg wyznaczania kierunku poprawy uproScic i czy po takim uproszczeniu
metoda rzutowania gradientu moze konkurowa¢ z innymi metodami roz-
Wigzywania nieliniowych zagadnieni alokacji. Celem niniejszego artykutu jest
udzielenie odpowiedzi na to pytanie.
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W pierwszym punkcie przedstawiona zostata ogélna postaé metody z po-
prawkami (w wersji oryginalnej algorytm nie zawsze byl zbiezny, wigcej na ten
temat mozna znalez¢ na przyktad w pracach [5], [7], [8]). W drugim punkcie
zaprezentowano zwi¢zle omawiane zagadnienia alokacji. Trzeci punkt opisuje
wyprowadzenie postaci macierzy rzutowania P dla poszczegélnych typéw
nieliniowych zadan alokacji i wynikajace z niej uproszczone postacie algoryt-
mu. W czwartym zaprezentowano wyniki eksperymentéw obliczeniowych.
Prac¢ zamykaja wnioski i sugestie co do dalszych badan.

W artykule zastosowano nast¢pujace symbole matematyczne:
Vf — gradient funkcji f,
A" — macierz transponowana do macierzy A,
A~' — macierz odwrotna do macierzy A,
[x|| = norma wektora x,
|x| — warto§¢ bezwzgledna liczby x,
0 — wektor zerowy (wektor o wszystkich wspétrzednych réwnych 0),
I — macierz jednostkowa,
A; — wiersz i macierzy A,
x; — wspoéirzedna i wektora x.

1. Metoda rzutowania gradientu

Zat6zmy, ze dane jest zadanie programowania nieliniowego:

min f(x)
przy (1)
A x=b,

A,x<b,

Metod¢ rzutowania gradientu mozna zapisaé w postaci (por. [5]):

1. Obierz stala ¢>0. Podstaw k:=1 i wyznacz pierwsze rozwigzanie
dopuszczalne x‘1).

2. Niech M bedzie macierza, ktérej wiersze sa wierszami macierzy A;
i tymi wierszami macierzy A,, ktére odpowiadaja warunkom wigzacym
w aktualnym rozwigzaniu.

3. Jezeli macierz M™ jest macierza pustg i V£ (x*) =0, to STOP. Uzyskane

rozwigzanie nalezy do zbioru rozwiazai zadowalajacych Q. Jezeli
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macierz M® jest macierza pusta, ale Vf(x*)#0, wyznacz kierunek
poprawy rozwiazania zgodnie ze wzorem

dW=—-Vfx®) ()

i przejdz do kroku 8. Jezeli macierz M™ nie jest macierza pusta, wyznacz
macierz rzutowania zgodnie ze wzorem:

P(k)=1—(M(k))T(M“‘)(M(k))T)_IM("). (3)
4. Wyznzicz wektor d®* zgodnie ze wzorem:
A% = — pOV £(x¥). )

5. Wyznacz wektor przyblizonych warto$ci zmiennych dualnych' zgodnie
ze wzorem:

wk = _(M(k)(M(k))’l“)—IM(k)Vf(x(k))_ (5)

Podziel wektor na dwie czeéci: (w®)"=[(v®)T ™)), gdzie wektor u®

odpowiada warunkom nieréwnosciowym, a v — réwnaniom. Dalsze

postgpowanie zalezy od tego, ktory z trzech wykluczajacych si¢ warun-

kéw jest spetniony:

o Jezeli u®>0id™" =0, to STOP. Otrzymane rozwigzanie x* nalezy
do zbioru rozwiazan zadowalajacych Q.

o Jezeliu®=0id™""*#0, wyznacz wektor poprawy rozwiazania zgodnie
ze wzorem d®=d®™"* i przejdz do kroku 8.

o Jezeli istnieje indeks i, dla ktérego u® <0, przejdz do kroku 6.

6. Wybierz indeks i" taki, ze

up=min{u;: u;<0}. : (6)

Usun z macierzy M* wiersz zwiazany ze sktadowa u;. wyznacz macierz
rzutowania zgodnie ze wzorem:

p(k)=1_(M(k))T(M(k)(M(k))T)— Ly (7)

! Uzyte sformulowanie nalezy rozumieé tak, Ze ciag wektoréw podanej postaci jest
zbiezny do wektora zmiennych dualnych w punkcie spefniajacym warunki Karush-Kuhna-
-Tuckera (patrz np. [5)).
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10.

Wyznacz wektor d®** zgodnie ze wzorem
d** = _P(k)vf(x(k)) (8)

i przejdz do kroku 7.

Wyznacz kierunek poprawy rozwiazania zgodnie ze wzorem:
w_ 14 1dY > clual, ©)
d®%,  dY] <cluyl
1 przejdZ do kroku 8.
Wyznacz maksymalng dlugo$¢ kroku ze wzoru:
b—Ax®
min {—lAd:—z:Aid(k)>O , Ji:A;d%>0,
i = { " (10)
o Ad™<0

gdzie A; oznacza wiersz i macierzy warunkéw ograniczajacych w postaci
nieréwnosci, ktére pozostaja niewiazace w aktualnym rozwiazaniu.
Wyznacz optymalng dlugo$¢ kroku jako rozwiazanie nastg¢pujacego
zadania przeszukiwania liniowego:

® gk

opt

min f(x® + A
przy (11)
20 € 0,70 5

opt max

(kg

: : : : : (k+1) _ (k)
Wyznacz kolejne rozwigzanie zgodnie ze wzorem x; ity +/10pl ij

podstaw k :=k+1 i wr6¢ do kroku 2.

W praktyce warunek z kroku 7 sprawdza si¢ bezpos§rednio po wyznaczeniu
pierwszego kierunku poprawy, dzigki czemu mozna w niektérych iteracjach
uniknaé wykonywania kroku 6.

2. Nieliniowe zagadnienia alokacji

Rozpatrzone beda cztery typy nieliniowych zadan alokacji: zagadnienie trans-
portowo-produkcyjne bez ograniczen mocy produkcyjnych (bez warunkéw
popytowych), oznaczane dalej jako TP1, zagadnienie transportowo-produkcyjne
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z ograniczeniem mocy produkcyjnych, oznaczane dalej jako TP2, zagadnienie
poSrednika bez ograniczen popytowych, oznaczane dalej jako NP1 i zagadnienie
posrednika z ograniczeniami odno$nie do popytu, oznaczane dalej jako NP2.

W kazdym z omawianych zadan wyst¢puje m dostawcéw i n odbiorcéw
(w przypadku zadan TP1 i TP2 odbiorcy sg utozsamiani z zaktadami produkcyj-
nymi). Przez c;; oznaczono jednostkowy koszt transportu od dostawcy i do
odbiorcy j, przez x;; wielko§¢ przewozu od dostawcy i do zaktadu j, przez a;
podaz dostawcy i, a przez b; — popyt odbiorcy j.

Ponadto dane sa wypukle funkcje kosztéw produkcji f; (W przypadku zadar
TP1 i TP2) albo wklgste funkcje przychodu g; i wypukle funkcje kosztéw
zakupu f; (w przypadku zadan NP1 i NP2). W kazdym wypadku zaktadamy, ze
funkcje te sa klasy C.

Biorac pod uwage powyzsze, model matematyczny zagadnienia typu TP1
bedzie miat postaé (por. [6], [9], [11]):

min Z Z Cij X+ Zf(x)

i=1j=1

przy

Y xy=a, i=1,..,m (12)

inJ-:xj, j=1,...,n
=3
x‘-j>0, =15 m i =1an

zagadnienia typu TP2 (por. [1], [9], [11]):

m n

min ), Y c;X;+ Zfl(x)

i=1j=1

przy

inj=ai, i=1,...,m (13)
j=1

Z xy=x, Jj=1,

xJSbJ, j=l,...,n

xU;O, i=1,...,m, j=l,..-,n
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zagadnienia typu NP1 (por. [9], [11]):

R _Zlg,-(y,-)—,_Zlﬁ x)— Y, 2 cy%y

i=1j=1

przy
f n

Z XU=X‘, i-_—l,...,m (14)
i=1

xisar vi=150nm

1 [ §

m

Y, Xy=Yjp Jj=1,...n

Xij>0’ i=1,'--7ms j=1"“’n

zagadnienia typu NP2 (por. [2], [9], [10], [11]):

S Zlgj(yj)—zlfi ®)— Y X cyxy
= i

i=1j=1
przy
n
Z xu=x,, i=1,...,m (15)
j=1
x<a, i=1,...m

3. Postacie algorytmu dla nieliniowych zadan alokacji

W przypadku zadania typu TP1 macierze A, i A, mozna zapisaé w postaci
(zaktadajac, ze porzadkujemy zmienne najpierw wedlug pierwszego, a potem
wedlug drugiego indeksu):
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IR0 107 R0 e 0080

0 a0 T3 a3 a0 (0008 o (0
A= (16)

Ay=—1, (17)

(7, oznacza macierz jednostkowg rz¢du k).

Niech ustalony bedzie pierwszy indeks zmiennej i. Przez n; oznaczono
liczb¢ zmiennych o pierwszym indeksie i rownych 0. Macierz M powstanie
wowczas z macierzy A, oraz tych wierszy macierzy A,, ktére odpowiadaja
zmiennym réwnym 0. Warto zauwazy¢, ze usunigcie ktéregokolwiek z wierszy
macierzy M nie ma wplywu na jej ogdlng postaé (a wigc réwniez na postacie
kolejnych wyznaczanych macierzy), a jedynie na warto$ci liczb n; dla po-
szczeg6lnych i.

Macierz MM" przyjmie w takiej sytuacji nastgpujaca posta¢ blokowa:

; nl, B
MM" = : (18)
BT

gdzie 1, oznacza macierz jednostkowa rze¢du K,
m

N=Yn, (19)
i=1

a B jest macierza o m wierszach i N kolumnach taka, ze w wierszu i wystepuje
doktadnie n; elementéw ,,— 1" postaci:

s s 1 BB O e R S/ D arti MR O N R O
O O O L i e [ R O R R D &)

B . (20)
() (0] QRSO0 0 -1 -1 -1

Macierz odwrotna ma postaé blokowa;

18
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B, C, G, s
Cf Brs (L a8 0
Ty—10
(MMe) 5= C{; 05 B =0 ; 21)
_Cﬁ 0 0 B

1
0 0
1
S 0 e 0
0 3 (22)
1
L 0 0 v

0 oznacza macierz zerowa odpowiednich rozmiaréw, B; jest macierza kwad-
ratowa, o n; wierszach i kolumnach postaci:

rn"'ni'f'l 1 1 1
n—n; n—n;,  n—n
1 n—n,-+l 1
Bi: T s n—n; : (23)
1 1 n—n;+1
-~ n—n n—n n—n; =

a C; oznacza macierz o m wierszach i n; kolumnach, kt6rej wiersz i sktada si¢

wylacznie z elementéw

, pozostale elementy sg zerami.

]

Biorac pod uwage powyzsze, postaé blokowa macierzy (MM™) ™' M mozna
zapisa¢ nast¢pujaco:
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ED DR W)
Fl 0 “ee 0

(MMER M= 8 0B E s SR () §18 (24)
L0 0 F,]

D; jest macierza o m wierszach i n kolumnach taka, ze wszystkie jej wiersze
poza wierszem i sa wypelnione zerami, a w wierszu i na wszystkich miejscach

odpowiadajacych usuni¢gtym wierszom macierzy A, stoja elementy

, Na

pozostatych za§ 0; F; jest macierzq o n; wierszach i n kolumnach, w ktorej
kolumny odpowiadajace usuni¢gtym wierszom macierzy A, wypelnione sg

elementami

, a pozostale kolumny (przy zachowaniu ich kolejnoSci)
et by
tworza macierz —1,; 0 jest macierzg zerowa odpowiednich rozmiarGw.

Ostatecznie macierz rzutowania ma posta¢ blokowo-diagonalna:

Giii0 a0
0FIG. N0

P= : (25)
0 0 G

przy czym 0 oznacza macierz zerowa odpowiednich rozmiar6w, a G; jest
macierzq kwadratowa, w ktdérej wszystkie kolumny i wszystkie wiersze od-
powiadajace nie usunigtym wierszom macierzy A, sa wypelnione zerami, a po
ich usunig¢eiu macierz przyjetaby postaé:

Fn—n;+1 -1 -1 A
n—n; n—-n, n—n
-1 n—n;+1 -1
G n—n; n—-n;, = n—n ; 26)
-1 -1 n—n;+1

18+
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Biorac pod uwage powyzsze ustalenia oraz majac na uwadze fakt, ze

macierz M nigdy nie bedzie macierza pusta?* algorytm rzutowania gradientu dla
zadan typu TP1 mozna zapisaé w postaci:

podazowych A;.

1. Obierz stala ¢>0. Podstaw k:=1 i wyznacz pierwsze rozwiazanie
dopuszczalne x.

2. Niech M™ bedzie macierza, kt6rej wiersze tworza warunki podazowe i te

warunki nieujemnoéci, ktére odpowiadaja zmiennym réwnym w aktual-

nym rozwiazaniu 0.

Wyznacz wartosci n;, i=1,...,m i przejdZ do kroku 4.

4, Wyznacz wspéhrzedne wektora d®* zgodnie ze wzorem:

&

0, i=1,...,m, jE]i,
diiE=1s0

t

(27)
Z af (k)) 1 af (k)), i=1,...,m, j¢‘];"

Jl = I’l, h¢./ (3)(!,, n—ni axu
h#j

gdzie J; oznacza zbi6r drugich indekséw tych zmiennych o pierwszym
indeksie i, ktérych warunki nieujemnoSci nie zostaly usunigte
z macierzy M®,

5. Wyznacz przyblizone warto$ci zmiennych dualnych, odpowiadajacych
warunkom nieujemno$ci zmiennych uwzglednionym w macierzy mM®
zgodnie ze wzorem:

(k) —
Uij

: Z ( ®) 4 f( )R = e ] e U e (25
n—n; 5.0 0x;
Dalsze postgpowanie zalezy od tego, ktory z trzech wykluczajacych si¢
warunkOéw jest spetniony:
e Jezeli u®>0id™®'=0, to STOP. Otrzymane rozwiazanie x*) nalezy
do zbioru rozwiazaf zadowalajacych Q.
o Jezeli u®>0 i d™*#0, wyznacz wektor poprawy rozwiazania
zgodnie ze wzorem d®=d™" i przejdz do kroku 8.
o Jezeli istnicje para indekséw i, j, dla ktérych u{ <0, przejdZ
do kroku 6.
6. Wybierz par¢ indekséw i°, j* taka, ze

ul =min{ul): uf) <0}. (29)

2 Wynika to z faktu, ze na pewno beda do niej naleze¢ wiersze macierzy ograniczefi




Metoda rzutowania gradientu 277

Usufi z macierzy M® wiersz zwiazany ze sktadowa ;s j* 1 wyznacz
wektor d®** w taki sam spos6b, jak wektor d®* w kroku 4. Przejdz do
kroku 7.

7. Wyznacz kierunek poprawy rozwigzania zgodnie ze wzorem:

0 — {d(m*’ 1a%* > clugal,

30
d®”,  d™) <clul S
1 przejdz do kroku 8.
8. Wyznacz maksymalng dtugos$¢ kroku ze wzoru:
) : X 1w
lmax=._ min. 3{5, di?<0¢. (31)
i=1,...,m, j=1,...,m ij

9. Wyznacz optymalng dlugo$¢ kroku jako rozwigzanie nast¢pujacego
zadania przeszukiwania liniowego:

min f(x® + lg’;’l d™)
przy (32)
AR

10. Wyznacz kolejne rozwiazanie zgodnie ze wzorem x{§ "V =x{¥ + A% d(,
podstaw k:=k-+1 i wr6¢ do kroku 2.

W przypadku zadan typu NP1, jezeli wszystkie warunki podazowe sa
wiazace, postacie poszczegélnych macierzy sa identyczne z zadaniami typu
TP1. W sytuacji gdy ktéry$§ z warunkéw jest niewigzacy, nalezy nieznacznie
zmodyfikowaé poszczegblne macierze. W macierzy (MM™)™! nalezy usunaé
wszystkie wiersze odpowiadajace niewigzacym warunkom (ta modyfikacja
dotyczy podmacierzy D,), natomiast w odpowiednich macierzach F; elementy

2 nalezy zastapi¢ zerami. W macierzy rzutowania natomiast po usunigciu

z odpowiednich podmacierzy G; zerowych kolumn i wierszy powinny powstaé
macierze jednostkowe rz¢du n—n;.

Biorac pod uwage powyzsze, algorytm rzutowania gradientu dla zadaf typu
NP1W mozna zapisa¢ w postaci:

1. Obierz stala ¢>0. Podstaw k:=1 i wyznacz pierwsze rozwigzanie
dopuszczalne x).
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2. Niech M™ bedzie macierza, ktérej wiersze tworza warunki podazowe

spetnione w danej iteracji z rownos$cig i te warunki nieujemnosci, ktére
odpowiadaja zmiennym réwnym w aktualnym rozwigzaniu 0.

3. Jezeli macierz M® jest macierza pusta i Vf(x*) =0, to STOP. Uzyskane

rozwigzanie nalezy do zbioru rozwigzan zadowalajacych Q. Jezeli
macierz M jest macierza pusta, ale Vf(x*")#0, wyznacz kierunek
poprawy rozwigzania zgodnie ze wzorem

d®=—Vfx®) (33)
i przejdz do kroku 8. Jezeli macierz M® nie jest macierzg pusta, wyznacz
warto$ci n;, i=1,...,m 1 przejdz do kroku 4.

4. Wyznacz wspétrzedne wektora d* zgodnie ze wzorem:

(0, i=l,...,m, j€J;,
1 o] f
Z ( m)+L of e (e e 5 T E T, (3D
d®* — n— n; h¢1, n—n; axu
1] e h#j
a{( (k)) i¢1*$ jé‘]ia

\

gdzie J; oznacza zbi6r drugich indekséw tych zmiennych o pierwszym
indeksie 7, ktérych warunki nieujemno$ci nie zostaly usunigte z macierzy
M®, a I" zbi6r indekséw warunkéw podazowych wigzacych w danym
rozwiazaniu.

5. Wyznacz przyblizone warto$ci zmiennych dualnych odpowiadajacych

el AT . : 3 k
warunkom nieujemno$ci zmiennych uwzglgdnionym w macierzy M ®)
zgodnie ze wzorem:

5 U wy g f(‘“) fer ey,
(k) n n; h¢J, a Xin a
“u 7 af (35)
S-G9, gl jel,

ij

oraz przybliZzone warto$ci zmiennych dualnych odpowiadajacych wiaza-
cym warunkom podazowym zgodnie ze wzorem:

=3

n Il,m‘,

1elf (36)

( ),
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Dalsze postgpowanie zalezy od tego, ktéry z trzech wykluczajacych si¢

warunkéw jest spetniony:

o Jezeli u®<0id®*=0, to STOP. Otrzymane rozwiazanie x* nalezy
do zbioru rozwiazan zadowalajacych £2.

o Jezeli u™ <0 id"™*#0, wyznacz wektor poprawy rozwiazania zgod-
nie ze wzorem d® =d®* i przejdz do kroku 8.

o Jezeli istnieje para indekséw i, j, dla kt6rych u} >0, albo indeks i, dla
ktérego u®>0, przejdi do kroku 6.

. Wybierz par¢ indekséw i”, j* taka, ze uf’i’,—max{u"". "">0} Wy-

bierz indeks A" taki, ze 1) =max {u®: ul."">0} Jezeli uf’i’ *>u,‘,",’, usun

z macierzy M“ wiersz zwiazany ze sktadowa u,, j+ 1 Wyznacz wektor

d™"* w taki sam spos6b, jak wektor d®* w kroku 4. W przeciwnym razie

usufi z macierzy M® wiersz zwiazany ze sktadowa u, , i wyznacz wektor

d™** w taki sam sposéb, jak wektor d¥* w kroku 4. Przejdz do kroku 7.

. Wyznacz kierunek poprawy rozwigzania zgodnie ze wzorem:

d®, d®*| >clugl,
HA e : (37)
d®",  |d") <clu
i przejdZ do kroku 8.
. Wyznacz maksymalna dtugo$¢ kroku ze wzoru:
P =N {Z00 200 (38)
gdzie
(k1) — : xf,k) k
lmax = min : 1( )<0 (39)
i=1 ym, j=1 d“‘)
ij
oraz

(k 2) : a 3 Zl x(k) - k
A = min_ —-——Z’ T ,-; i <0 (40)
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9. Wyznacz optymalng dlugo$¢ kroku jako rozwiazanie nastgpujacego
zadania przeszukiwania liniowego:

) 4 20 (k)
max f(x®+ 2% d)

przy (41)
) *)
j'op( € <0’ )'max>
10. Wyznacz kolejne rozwiazanie zgodnie ze wzorem xi‘j’.” 1)=xl.(1'.‘) +/'Lf”;’l d,.‘j'-‘),

podstaw k:=k+1 i wr6é do kroku 2.

W zadaniach typu TP2 i NP2, ze wzgledu na wystgpowanie warunkéw
popytowych, macierze rzutowania maja trudna do przewidzenia postaé.
W zwiazku z tym do ich rozwiazywania trzeba uzywaé ogélnej postaci
algorytmu. Ze wzgledu jednak na fakt, ze odpowiednie macierze sa symetrycz-
ne, do operacji odwracania, b¢dacej najbardziej czasochtonnym elementem
algorytmu, uzyto algorytmu Frobeniusa-Schura dla macierzy symetrycznych.

Nieco uproszczone zostaly takze operacje mnozenia odpowiednich macie-
rzy, biorac pod uwagg to, Ze w obu przypadkach macierz A jest macierza rzadka,
a jej jedyne niezerowe elementy maja warto$¢ 1 albo — 1.

4. Wyniki eksperymentow

Dziatanie przedstawionego algorytmu zostato poréwnane z dzialaniem metody
wyréwnaii uogélnionej na zadania z dowolnymi wypuktymi funkcjami celu’
(patrz np. [3], [9], [11]) oraz metody kierunkéw dopuszczalnych dla nielinio-
wych zadan alokacji przedstawionej w pracy [4]. Testy przeprowadzono dla
zadan z kwadratowymi, wypukiymi funkcjami kosztéw i kwadratowymi,
wklestymi funkcjami przychodéw (bez stalej, jedynie z czescig liniowa i kwad-
ratowa). Przetestowano po 100 zadad kazdego typu, z czego po 50 z 10
dostawcami i 10 odbiorcami oraz po 50 z 5 dostawcami i 20 odbiorcami.
Parametry kazdego z 400 zadafi zostaly wygenerowane niezaleznie jako liczby
pseudolosowe o rozkladzie jednostajnym odpowiednio z przedziatow:
— podaz dostawcow: przedziat (0, 100);

3 Tylko w przypadku zadaf postaci TP1 i NP1, gdyz tylko dla tych typéw zadaf
zdefiniowano metod¢ wyréwnan.
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— popyt odbiorcéw: w przypadku zadan z 10 dostawcami i 10 odbiorcami
— przedziat (0, 150); w przypadku pozostatych zadan — przedziat (0, 50);

— jednostkowe koszty transportu: przedziat (0, 10);

— wspotczynniki funkcji kosztéw dla zadan typu TP1 i TP2 — cz¢§¢ liniowa:
przedzial (0, 10); cze¢§¢ kwadratowa: przedziat (0, 0,1); dla zadan typu
NP1 i NP2 — cz¢$¢ liniowa: przedziat (0,10); cz¢§¢é kwadratowa: przedzial
(0, 0,05);

— wspolczynniki funkcji przychodu dla zadan typu NP1 i NP2 — czgs8¢
liniowa: przedziat (10, 30); cz¢$¢ kwadratowa: przedziat (—0,1, 0).

Algorytm zatrzymywat si¢, gdy pierwiastek kwadratowy iloczynu ska-
larnego kierunku poprawy i gradientu funkcji celu osiagal wartoS¢ mniejsza
od £¢=0,01.

Zmierzone zostaly czasy (w sekundach), po jakich wybrane metody
znajdowaly rozwigzanie zadowalajace, zdefiniowane jak wyzej. Wszystkie
metody zostaly zaimplementowane w jezyku VBA.

Por6éwnaniu poddane zostaly: §redni czas dzialania algorytmu w kazdym
przypadku, bedacy miernikiem jego efektywnoSci, oraz miary zmienno$ci tego
czasu na badanej populacji zadan: rozstgp (czyli réznic¢ migdzy maksymalnym
i minimalnym czasem rozwiazywania) i odchylenie standardowe z préby, przy
czym obie te wielkoSci zostaly podzielone przez Srednie wartoSci czasu
rozwiazywania (aby uzyskac tatwiejsze do poréwnania wspélczynniki zmienno-
Sci). Te ostatnie wskazniki pozwalaja ocenié, w jakim stopniu zmiany paramet-
row wplywaja na czas pracy danego algorytmu, czyli innymi stowy, jaka jest
jego wrazliwo$¢ na zmiany parametrow.

WartoSci najkrétszych (¢ . ), najdiuzszych (7 ) i Srednich (1, ) czasow
pracy poszczegblnych metod dla wszystkich typéw zadan oraz obu wsp6iczyn-
nikéw zmienno$ci (odpowiednio v, dla odchylenia standardowego i v, dla
rozstepu) zostaly zamieszczone w ponizszej tabeli.

Jak widaé, w przypadku zadan postaci TP1 i NP1 metoda rzutowania
gradientu cechuje si¢ krétszymi Srednimi czasami poszukiwania optimum niz
metoda kierunkéw dopuszczalnych, a w por6wnaniu z metodq wyréwnan
wypada nieco gorzej (w dwoéch przypadkach Srednie czasy sq nieco lepsze,
w dwéch pozostatych gorsze niz dla metody wyréwnarn).

Nalezy jednak zwr6cié uwage na fakt, ze we wszystkich czterech przypad-
kach algorytm rzutowania gradientu cechuje si¢ mniejsza wrazliwo$cig na
zmiany parametr6w niz metoda wyréwnan (choé w dwoch przypadkach jest pod
tym wzgledem gorszy od metody kierunkéw dopuszczalnych).

max
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Tabela 1. Wyniki eksperymentéw obliczeniowych

Metoda wyréwnan
Zadanie

tav tmax tmin vs vd
TP1 10 x 10 0,512 3,165 0,090 1,739 6,007
TP1 5 x 20 0,354 0,821 0,100 0,632 2,038
NP1 10 x 10 0,420 1,402 0,050 0,838 3,221
NP1 5 x 20 0,397 1,022 0,020 0,772 2,527
TP2 10 x 10 - - - - -
TP2 5 x 20 - - - - -
NP2 10 x 10 - - - - -
NP2 5 x 20 - - - -~ -

Metoda kierunkéw dopuszczalnych
TP1 10 x 10 0,770 2,543 0,080 1,015 3,198
TR1858¢:0() 1,201 2,293 0,500 0,481 1,493
NP1 10 x 10 0,937 1,822 0,221 0,633 1,708
NP1 5 x 20 0,447 0,872 0,241 0,404 1,412 ‘
TP2 10x 10 0,727 3,966 0,090 1,503 5,330
TP2 5 x 20 0,669 2,133 0,070 0,901 3,084
NP2 10 x 10 1,370 5,258 0,240 0,999 3,663
NP2 5 x 20 0,656 1,873 0,070 0,907 2,747
Metoda rzutowania gradientu

TP1 10 x 10 0,419 0,841 0,170 0,524 1,600
TRIES20 0,789 1,632 0,241 0,529 1,421
NP1 10 x 10 0,736 1,162 0,030 0,485 1,538
NP1 5 x 20 0,379 1,001 0,090 0,654 2,402
TP2 10 x 10 24,750 47,468 2,293 0,519 1,825
TP2:5:5¢2() 40,649 98,581 6,770 0,661 2,259
NP2 10 x 10 295,655 365,655 216,471 0,179 0,505
NP2 5 x 20 255,958 437,238 147,072 0,332 1,134

Podsumowujac powyzsze, metoda rzutowania gradientu dla nieliniowych
zadan alokacji moze konkurowaé z innymi znanymi metodami, o ile ogranicza-
my si¢ do zadafi bez warunkéw popytowych.

Duzo wolniej metoda rzutowania gradientu dziala w przypadku zadan TP2
i NP2. W tej sytuacji czas dzialania jest kilkudziesigciokrotnie lub kilkusetkrot-
nie wigkszy, niz w przypadku metody kierunkéw dopuszczalnych. Oznacza to
wprawdzie dyskwalifikacj¢ metody, jednakze z kilkoma zastrzezeniami.

Po pierwsze, we wszystkich czterech przypadkach czasy wykonania cechuja
si¢ mniejsza wrazliwo$cia na zmiany parametréw. Po drugie, algorytmy
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testowano tylko dla jednego typu funkcji kosztéw i przychodéw, a nie mozna
mie¢ catkowitej pewnoSci, czy zmiana typu funkcji nie powoduje, przynajmniej
niewielkiej, zmiany wynikéw na korzy§¢ metody rzutowania gradientu. Po
trzecie, dotychczasowe nieudane proby wyznaczenia uproszczonej postaci
macierzy rzutowania dla zadan z ograniczeniami popytowymi nie oznaczaja, ze
jest to niemozliwe. Gdyby takie uproszczenie doszto do skutku, mogloby
znacznie skrdcié czas pracy algorytmu.

Uwagi korncowe

Jak widaé, prezentowana metoda pozwala efektywnie rozwiazywac nieliniowe
zadania alokacji bez warunkéw popytowych, a wigc zadania typu TP1 i typu
NP1, nie jest za§ raczej przydatna w przypadku zadai z warunkami popytowy-
mi, czyli typu TP2 i NP2 (cho¢ nawet w tym ostatnim przypadku cechuje si¢
niewielkg wrazliwo$cia na zmiany parametr6w zadania). Poréwnanie wynikéw
dla zadan poszczegblnych typéw pozwala stwierdzié, ze uproszczenie procedur
wyznaczania macierzy rzutowania, kierunku poprawy rozwiazania i wektora
zmiennych dualnych znacznie skraca czas pracy algorytmu.

Kontynuacja badaf nad przedstawiona metoda powinna, zdaniem autora,
objaé przede wszystkim dwa kierunki.

Po pierwsze — w miar¢ mozliwo$ci nalezy poréwna¢ dzialanie metody
rzutowania gradientu z innymi metodami, nie tylko wymienionymi w tekScie.
Mozna tu jednak napotkaé trudno$¢ w postaci zakresu dziatai tych metod
— opisane w literaturze algorytmy sa przewaznie dostosowane do rozwigzywa-
nia zadan jednego, maksymalnie dwdch, spoSrdd czterech omawianych typow.
Nalezy réwniez przeprowadzi¢ testy dla r6znych typéw funkcji (wielomian6w
wyzszych rzgdéw, funkcji wyktadniczej, funkcji logarytmicznej itp.).

Po drugie, nalezy probowaé wyznaczy¢ uproszczone metody generowania
kierunku poprawy i wektora zmiennych dualnych dla zadan postaci TP2 i NP2.
Mimo dotychczasowych niepowodzefi, zdaniem autora, uproszczenia takie sg
mozliwe, gdyz macierz ograniczefi aktywnych takze w przypadku tych typow
zadan ma specyficzng posta¢ — jest bardzo rzadka macierza, ktérej wszystkie
niezerowe elementy maja warto$¢ 1 albo — 1.
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GRADIENT PROJECTION METHOD
FOR NONLINEAR ALLOCATION PROBLEMS

Summary

In the paper author presents the adaptation of gradient projection method of Rosen to
several classes of nonlinear transportation problems. The special character of
constraints matrix is exploited to obtain much simpler form of the projection matrix
and dual variables vector. Comparison between presented method and feasible
directions and equalization algorithms shows that it may be successfully used to
solve some of concerned problems.




