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PROBA ZASTOSOWANIA TRAJEKTORII
OKRESOWYCH | CHAOTYCZNYCH
ATRAKTOROW W PROGNOZOWANIU
ZJAWISK GOSPODARCZYCH

Celem niniejszego opracowania jest odtworzenie skomplikowanego obrazu
dynamiki gospodarczej. Procesy ekonomiczne to procesy w wigkszosci nieli-
niowe. Ekonomia nie jest nauka czysta: regularno$¢ w zjawiskach ekonomicz-
nych ,,przeS§wieca” poprzez pozorny i rzeczywisty chaos. Naszym zadaniem jest
dowiedzenie, ze w gospodarce mamy do czynienia z procesami nieliniowymi.
Nie jest to zadanie tatwe. Jezeli jednak sig¢ uda, wéwczas mozna siggna¢ do ar-
senatu znanych réwnan w celu wyjasnienia zwiazkéw wystepujacych w bada-
nych procesach. Dowdd, ze procesy ekonomiczne maja charakter nieliniowy,
wymaga duzej cierpliwosci oraz zastosowania (czgsto niekonwencjonalnych)
narzedzi. Dowodu takiego nie da si¢ uzyska¢ a priori, lecz jedynie na drodze
eksperymentowania. Wnioski wynikajace z przeprowadzonych dotychczas eks-
perymentéw pozwalaja z umiarkowanym optymizmem spojrze¢ na problemy
prognozowania. Prawda jest, ze ,,mimo wszelkich post¢gpéw w konstrukcji coraz
inteligentniejszych komputeréw i programéw nie jesteSmy w stanie zmieni¢
natury obiektéw ekonomicznych”(Z. Czerwinski, 2002, s. 370). Mozemy sig
jednak zbliza¢ do ich rekonstrukcji pojeciowej i empirycznej: teoria chaosu ofe-
ruje bowiem narzgdzia coraz lepiej imitujace zachowania spoleczne.

Jedna z podstawowych cech dynamik chaotycznych jest ich czulo$¢ na wa-
runki poczatkowe. Taka czuta zalezno$¢ dotyczy¢ moze takze stanu ustalonego.
Zjawisko to pojawia si¢ w warunkach wspélistnienia wielu atraktoré6w'. Moga to

! Atraktor to obszar poziomu réwnowagi systemu w nieliniowych szeregach czasowych.
Atraktory to szczegllne stany uktadéw dynamicznych. Wyr6zniajaca ich cecha jest stabilno$¢
i ruch zmierzajacy od dowolnego stanu (w miarg uptywu czasu) do danego stanu wyréznionego.
Bardziej sformalizowanym okre$leniem atraktora A jest wyjécie od jego otoczenia R: dla kazdego
punktu (x,y)€A istnieje dowolnie mate otoczenie o srodku w (x,y), ktére zawarte jest w R.
W szczegblnosci zatem ACR. R jest obszarem-pulapka co oznacza, ze kazda orbita zaczynajaca sig
w R pozostaje na zawsze w R. Przy czym orbita zbliza si¢ na dowolnie mata odleglos¢ do A. Takie
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by¢ tzw. dziwne atraktory” lub punkty stafe przeksztalcenia. Kazdy stan moze
Zosta¢ ustalony jedynie ze skoficzona doktadnoscia p. Jezeli orbity (trajektorie)
Przebiegu procesu nie oddalaja si¢ od danego punktu poczatkowego (lub stanu
W§Zeéniej ustalonego) na odleglos¢ wigksza niz p, wéwczas mozna latwo prze-
Widzie¢ przyszly stan badanego procesu. Trajektorie takich proceséw beda
Z!)ieine do jednego z atraktor6w tworzacych brzegi okre$lonych basendw przy-
Ciagania’, Brzegi te sa czesto fraktalami®. Jezeli jednak orbity przebiegu danego
Procesu oddalajg si¢ na odlegto$¢ wigksza od p, wéwczas, w warunkach wyste-
POwania wielu obszar6w przyciagania, trudno jest prognozowaé, do jakiego
Stanu zbiega¢ sie beda trajektorie punktéw poczatkowych. Jedne trajektorie beda
Zbiezne do jednego atraktora, pozostate za$ do innego. Sita przyciagania zalezy
0d tzw. wymiaru fraktalnego® brzegéw obszaréw przyciagania. Im wickszy wy-
miar fraktalny brzegu, tym trudniej przewidzie¢ stan koncowy badanego ukladu.
L Przeciwnie, obszar niepewnosci kurczy si¢ wraz ze zmniejszaniem wymiaru
fraktalnego brzegu basenéw przyciagania.

Zgodnie z powyzszym schematem, punkt poczatkowy x(1) bedzie przyciaga-
Ny przez atraktor Al i jego zachowanie w danych warunkach jest catkowicie
Przewidywalne. Natomiast stan koficowy punktu x(2) jest nieprzewidywalny ze
Wzgledu na jego wejécie w otoczenie p brzegu basenu przyciagania. Ten fakt, ze
Warunki poczatkowe x(i), (i = 1,2) sa okreSlone z niepewnoscia p oznacza, ze
Ustalenie iz x(i) = x jest rtownoznaczne ze stwierdzeniem, ze x(i) znajduja si¢ w
Poblizu x: [x — x(i)| < p. Dla sytuacji zilustrowanej na rysunku 1 z niepewnoscia
P wiadomo na pewno, ze proces x(1) zdaza do atraktora Al. Punkt poczatkowy
Procesu x(2) znajduje sie¢ w obszarze przyciagania atraktora A2, ale z powodu
Niepewnodci p jego trajektoria moze w rzeczywisto$ci zblizy¢ sig albo do atrak-
tora A2 albo do atraktora Al. Warunek poczatkowy x(1) nosi nazwg warunku
P-pewnego, za$ x(2) — warunku p-niepewnego. Warunki p-niepewne leza w od-
leglogci mniejszej lub réwnej p od brzegu obszaréw przyciagania. Prawdopodo-

\-——
A jest atraktorem. Por. M. Tempezyk (2002, s. 27), H.-O. Peitgen, H. Jiirgen, D. Saupe (1996, t. 2,
$.329), E. E. Peters (1997, s. 242).

7 Dziwny atraktor cechuje si¢ tym, ze jego trajektorie nie przecinaja sig, za$ punkty nigdy nie
POwtarzaja si¢ w tych samych obszarach przestrzeni fazowej. Ma on na ogét budowg fraktalna
1jest nieokresowy.

3 Basenem przyciagania atraktora jest zbiér punktow plaszczyzny, ktérych orbity pozostaja
Uwigzione w obszarze-putapce. Obszar-putapka jest catkowicie zawarty w obszarze przyciagania.

* Fraktale to obiekty, ktérych czesci sa (jakoSciowo) podobne do caloéci. Przykltadem moze

by¢ drzewo: relacja samopodobienstwa obejmuje ciag drzewo — korzenie — korona — gataz — 1i$¢.
; 2 Wymiar fraktalny wyraza si¢ liczba utamkowa, poniewaz fraktale nie sg obiektami ciaglymi
! Wypetnionymi. Wymiary topologiczne (-1, 0, 1, 2, 3 dla odpowiednio: zbioru pustego, punktu
1zbioru punktéw, linii prostej i odcinka prostej, plaszczyzny, bryly) nie sa odpowiednie do mie-
IZenia wymiaru takich obiektow, jak linia brzegu morza, pajeczyna, ser szwajcarski, chmura, po-
Wierzchnia morza, dym z komina itp.
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Rysunek 1. Przewidywalne i nieprzewidywalne stany poczatkowe
Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie: H.-O. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe (cz. 2, 1996, s. 386),
E.Ott (1997, 5.190)

biefistwo losowego wyboru warunku poczatkowego p-niepewnego mozna okre-
§li¢c jako stosunek rozmiaru (powierzchni, objgtoSci) obszaru wyznaczonego
linia przerywang do pola (objgtosci) calego obszaru przyciagania (tzw. prze-
strzeni fazowej). Stosunek ten jest zatem funkcja p: f{(p). Dla brzegu, ktéry nie
jest fraktalem, wystepuje zalezno$¢ wprost proporcjonalna f{p) ~ p. Dwukrotne
zmniejszenie p (czyli dwukrotnie zwigkszenie doktadno$ci warunku poczatko-
wego) zmniejsza dwukrotnie potencjalng niepewnos¢ prognozy stanu koncowe-
go procesu x(i). Jezeli jednak brzeg obszaru przyciagania sam jest fraktalem,
wowczas f(p) nie jest juz funkcja liniowa p. Mamy wéwczas do czynienia z za-
leznoécia o charakterze nieliniowym: fip) ~ p* , A = N — D, gdzie N jest wymia-
rem przestrzeni fazowej, za§ D — wymiarem brzegu obszaru przyciagania. Jezeli
np. A =0,1, to aby dwukrotnie zmniejszy¢ niepewnos¢ stanu koficowego f(p)
poprzez poprawg doktadnos$ci ustalenia warunku poczatkowego p, p nalezaloby
zmniejszy¢ az 2'%-krotnie! Parametr A nosi nazwe wykladnika niepewnosci,
bowiem wraz z jego spadkiem pogarsza si¢ sytuacja poprawy prognozowania
poprzez zwigkszenie doktadno$ci warunku poczatkowego. Co wigcej, wraz ze
zmiang wymiaru fraktalnego obszaru przyciggania zmienia si¢ poziom niepew-
no$ci w przewidywaniu stanéw koncowych orbit (trajektorii) punktéw poczat-
kowych. W danych warunkach wymiary fraktalne brzegéw basenéw przyciaga-
nia (atraktor6w) uzyskuja jednoznaczng interpretacj¢ dynamiczng. Wraz ze
wzrostem wymiaru fraktalnego ros$nie niepewno$¢ prognozowania przebiegu
trajektorii procesow gospodarczych. Jak mozna obliczy¢ wymiar fraktalny sze-
regdw dynamiki gospodarczej?
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.B- Mandelbrot, w swojej klasycznej juz monografii z 1982 roku zatytutowa-
¢} Fraktalna geometria przyrody, pisat zgodnie z Kantowska krytyka czystego
T0zumu, ze ,,Chmury nie sg kulami, géry nie sa stozkami, wybrzeze morskie to
G Koto, szczeknigcie psa nie jest tagodnym dzwickiem, a btyskawica nie zakre-
Sla linij prostej” (B. B. Mandelbrot, 1982). Geometria fraktalna umozliwia zro-
Zumienie zwigzku pomiedzy struktura catkowicie przypadkowych ksztattéw
1procesem ich powstawania i rozwoju oraz — analogicznie — pomigdzy strukturg
Cykliczng proceséw dynamiki gospodarczej a wzrostem gospodarczym. Pierw-
S$2ym, kto zwrdcit na to uwage, byt W. D’ Arcy Thompson, ktéry w swojej pracy
Z 1917 roku O wzroscie i ksztaltach (On Growth and Form) zauwazyt zwigzek
POmigdzy nieuporzadkowaniem struktur i proceséw przyrodniczych na mikro-
skopowym poziomie i uporzadkowaniem zjawisk makroskopowych: ksztattow,
Struktur i wzoréw.

; Struktury fraktalne charakteryzuja si¢ wymiarami poérednimi pomigdzy wy-
Miarami takich obiektéw geometrycznych, jak punkty (D =0), linie proste
(D =1), powierzchnie (D =2), czy przestrzenie (D =3). Poszarpany wykres
Kursw gietdowych ma wymiar posredni 1 < D < 2. Aby obliczy¢ wymiar frak-
talny szeregéw dynamiki gospodarczej, stosowa¢ bgdziemy metodg¢ zapropono-
Wang przez P. Grassbergera i I. Procaccig (P. Grassberger, 1. Procaccia, 1972).

.Wymiar fraktalny przyblizany jest w procedurze wyznaczania catki korela-
€Yinej C,(R). Calka korelacyjna mierzy prawdopodobiefistwo dwéch dowolnych
PunktGw atraktora w odlegtoéci R od siebie wzajemnie. Rekonstrukcja szeregu
CZ?}SOWego odbywa si¢ poprzez umieszczenie go w przestrzeni fazowej o niskiej
Pojemnosci m = 2. Jezeli atraktor jest nieliniowym procesem dynamicznym, to
bedzie zachowywa¢ swoéj wymiar niezaleznie od wymiaru pojemno$ciowego
0.bszaru, w jakim zostanie umieszczony: linia prosta zachowuje swéj wymiar
Niezaleznie od tego, czy przebiega dwuwymiarowa plaska powierzchnig, czy tez
tr6jwymiarowa przestrzen. Punkty trajektorii nieliniowego atraktora natomiast
S8 wzajemnie skorelowane i ulegaja zageszczaniu w okreS$lonych punktach.

_biqdzeniu przypadkowym brak autokorelacji powoduje, ze punkty réwno-
Miernie zapetniaja przestrzen, w jakiej zostaly umieszczone, i nie wykazuja nie-
Zmiennego wymiaru niezaleznego od wymiaru pojemnosciowego przestrzeni.

.Niech f(p)=p". Jezeli dany proces umieScimy w skali podwdjnie logaryt-
Micznej, to otrzymamy réwnianie liniowe log[f(p)l=Alog(p). Majac dany wy-

adnik niepewnosci A mozemy wyznaczy¢ wymiar fraktalny di=A =
= log[fip)]/log(p). Funkcja f(p) maleje monotonicznie wraz ze wzrostem p i nie
Ma dolnej granicy. To za$ oznacza, ze mozna poprzez zwiekszanie ilosci iteracji
Uzyska¢ obiekt o dowolnie matej gestosci.

Catke korelacyjna liczymy zgodnie z formula:

[Fon
C,(p)=—5X% ZZ([)—Ixi =y bk
N™ 5=
i#]
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gdzie:

Z(x) = 1, jezeli p = [x;— x| > 0, w pozostatych przypadkach Z(x) = 0,
N — liczba danych,

p — odlegtosé,

C,, — catka korelacyjna dla wymiaru m.

Z(x) jest zero-jedynkowa funkcja Heaviside’a. Catka korelacyjna mierzy
pewno$¢ tego, ze dwa losowo wybrane punkty sa oddalone od siebie o mniej
niz p jednostek. Wraz ze wzrostem p calka korelacyjna ro$nie wykladniczo
w tempie p’:

Cm = pA5
tzn. otrzymujemy podwdjnie logarytmiczng zaleznos¢ liniowa
log(C,,) = Alog(p) + C,

(gdzie C = constans). W miar¢ zwigkszania wymiaru pojemnosciowego m wy-
miar korelacyjny A zbliza¢ si¢ bedzie do swojej prawdziwej wartosci
(E. E. Peters, 1997, s. 153—-155).

Umieszczenie obiektu fraktalnego w wymiarze wyzZszym niz jego wlasny nie
zmienia wymiaru fraktalnego ze wzgledu na wystepujaca korelacje wzajemna
mig¢dzy punktami. Dlatego wymiar korelacyjny liczony metoda Grassbergera
i Procaccii jest dobrym oszacowaniem wymiaru fraktalnego.

Rysunek 5 zawiera wyniki obliczen calek korelacyjnych (liczonych opisana
wyzej metoda) dla wymiaréw pojemnosciowych m =2, 3, ..., 10. Nastepnie li-
czyliSmy regresj¢ liniowa w obszarach podwéjnie logarytmicznych wykresow.
Wspétczynnik kierunkowy regresji liniowej jest przyblizeniem wymiaru fraktal-
nego w przestrzeni fazowej. Wymiar fraktalny zbliza¢ si¢ bedzie do swojej
prawdziwej warto§ci w miar¢ zwigkszania wymiaru pojemno$ciowego m.
Zbieznos¢ ta jest wyraznie widoczna na rysunku 6. Wyniki zostaty zebrane w ta-
beli 3 i 4.

Program autorski przeprowadzajacy obliczenia catek korelacyjnych wymagat
podania, poza wymiarem pojemnos$ciowym i liczba danych, takich parametrow
poczatkowych, jak przesuniecie czasowe rekonstruowanej przestrzeni fazowej
(), przyrost stosowany w kazdym pomiarze (dt), oraz odlegto$¢ poczatkowa (p).
Przyjete przez nas wartosci p oraz dt wynosity ok. 10% réznicy pomigdzy mak-
symalng i minimalng wartoécig analizowanego szeregu czasowego. Natomiast
przy wyborze przesunigcia czasowego ¢ korzystaliSmy z réwnania

mixi=t08

gdzie:
M — wymiar pojemnosciowy,
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I — przesuniecie czasowe,
Q- przecigtny okres orbitalny.

Opéznienie czasowe stanowi zatem wielko$é przecigtnego okresu orbitalne-
€0 przypadajaca na jeden wymiar pojemno$ciowy. Jezeli np. okres orbitalny
Wynosi 96 miesigcy, a wymiar pojemnosciowy m = 2, to przesunigcie czasowe
=438, dla m = 4 przesunigcie czasowe ¢ maleje do 24, dla m = 8 ¢ = 12 itd. Skad
Jednak wiadomo, jaki jest okres orbitalny badanego procesu dynamicznego?
Przeciqtny okres orbitalny ustalaliSmy na podstawie analizy przeskalowanego
Zflkresu (pomocna moze si¢ okaza¢ takze dekompozycja dyskretnej transforma-
CJi falkowej oraz analiza spektralna, por. E.E.Peters, 1997, s.72-104;
J: T. Biatosiewicz, 2000, s. 204-237; W. Luczynski, 1998, s. 82-119). W anali-
Z1€ przeskalowanego zakresu (lub zasiegu, rescaled range analysis, R/S) obser-
Wuje si¢ zanik korelacji migdzy obserwacjami w miarg wydtuzania szeregu cza-
SOwego. Miarg takiej swoistej dekorelacji szeregdw jest wyktadnik Hursta:
C= 2(21“)—1, gdzie C — miara korelacji, H — wyktadnik Hursta. Wyktadnik Hur-
Sta réwny 0,5 oznacza szereg quasi-losowy, dane procesy dynamiczne pozba-
VYione sa pamigci. Procesy dynamiczne, dla ktérych wyktadnik Hursta zawiera
S1¢ W przedziale 0<H<0,5 sa, procesami antypersystentnymi lub ergodycznymi.
Dane procesy maja tendencje powrotu do $redniej, to znaczy po kazdym odchy-
leniu od $redniej jest bardziej prawdopodobne (w nastgpnym okresie) odchylenie
W przeciwnym kierunku niz zachowanie zgodne z trendem. Jezeli natomiast
0.5<H<1 to takie procesy dynamiczne wzmacniaja trend, sa procesami per-
Systentnymi. Rysunek 2 ilustruje utratg pamigci przez procesy dynamiczne.
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Rysunek 2. Analiza R/S miesiecznych wskaznikow prognozy koniunktury przemystu

przetworczego Niemiec (01.1971-12.2002, N = 384)

Zr6dio: Obliczenia whasne na podstawie danych IFO-Institut
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Szeregi zwiazane z koniunktura przemystowa traca pamig¢ po 30-90 mie-
sigcach, natomiast szeregi tempa wzrostu cen produkcji oraz produkcji sprzeda-
nej przemystu przetworczego wykazuja znacznie dluzsza pamiec¢ 140-190 mie-
siecy. Wykladniki Hursta ksztaltujg si¢ na poziomie 0,76-0,95. Tak wysokie
wartosci §wiadcza o tym, ze dane procesy nie sa btadzeniem przypadkowym,
lecz sa procesami persystentnymi wzmacniajacymi trend. A to oznacza, ze jezeli
obserwujemy wysokie (lub niskie) wartosci, to bardzo prawdopodobne jest ich
utrzymywanie si¢ na raczej wysokim (lub niskim) poziomie w nastgpnym okre-
sie. Takie procesy sa w istocie fraktalami. Dynamika produkcji przemystowe;j
natomiast wykazuje, ze produkcja sprzedana przemyshu przetworczego Niemiec
jest procesem antypersystentnym lub ergodycznym, jego zmienno$¢ ma cechy
btadzenia przypadkowego, a momentami przewyzsza zmienno$¢ procesow lo-
sowych. W okolicach cyklu 90-miesigcznego obserwujemy nieznaczng zmiang
wyktadnika Hursta (z 0,502 do 0,522). W miarg wydtuzania okreséw ruchu or-
bitalnego trajektorii produkcji przemystowej poprawia si¢ pami¢¢ danego proce-
su: wyzsza korelacj¢ obserwujemy dla zjawisk oddalonych od siebie w czasie
0 90 i wigcej miesigcy. Zalezno$¢ ta nie jest spowodowana zadnymi procesami
odpowiedzialnymi za krétkookresowe zaleznoS$ci, jakimi sg np. procesy autore-
gresji AR. Oméwione cykle to cykle przecigtne, nieokresowe, ktére sa charakte-
rystyczne dla nieliniowych proceséw dynamicznych. Cykle te, ze wzgledu na
swa nieokresowos¢, sa niewykrywalne metodami analizy spektralne;j.

Tabela 1. Analiza przeskalowanego zakresu R/S wybranych szeregéw czasowych
(wyktadnik Hursta)

Szereg czasowy H Cykl (w miesigcach) = 1/H
Prognoza koniunktury przemystu przetwoérczego 0,952 49
Diagnoza koniunktury przemyshu przetworczego 0,941 90
Prognoza cen produkcji przemystu przetwérczego 0,873 32
Dynamika cen produkcji przemystowej 0,803 192
Dynamika obrotow przemystu przetwoérczego*) 0,795 151
Dynamika obrotéw przemystu przetwérczego **) 0,757 138
Dynamika produkcji przemystowej netto 0,502 90

*) w ujgciu nominalnym **) w ujgciu realnym
Zrédto: obliczenia wlasne przy wykorzystaniu programu autorskiego zgodnie z algorytmem opisanym przez
E. E. Petersa (1997, s. 235-238), A. Weron, R. Weron (1998, s. 324-330).

Analizowane szeregi czasowe wielkosci realnych sa niestacjonarne. Zasto-
sowany w tym celu rozszerzony test pierwiastka jednostkowego Dickey-Fullera
(ADF-test) nie pozwala odrzuci¢ hipotezy zerowej o niestacjonarnosci realnych
sygnatéw. Natomiast sa podstawy do odrzucenia hipotezy o istnieniu pierwiast-
ka jednostkowego szeregéw jakoéf:iowych, zwigzanych z subiektywnymi oce-
nami koniunktury gospodarczej i zmian cen. Wartosci krytyczne odrzucenia
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hipotezy zerowej ksztaltowaty si¢ (przy okre$lonym jedno-, pigcio- i dziesigcio-
Procentowym poziomie popetnienia bigdu) nastgpujaco:

1% - -2,5710,

5% - -1,9403,

10% - -1,6161.

Tabela 2. Wyniki testu pierwiastka jednostkowego Dickey-Fullera

—
Szereg czasowy Statystyka ADF
Prognoza koniunktury przemystu przetwérczego —2,268996
Diagnoza koniunktury przemystu przetwérczego —4,281191
Prognoza cen produkcji przemystu przetwérczego -3,823928
Dynamika cen produkcji przemystowej -0,074745
Dynamika obrotéw przemystu przetwoérczego*) -0,557636
Dynamika obrotéw przemystu przetwérczego **) —0,568553
Dynamika produkcji przemystowej netto -1,221020

*) w ujeciu nominalnym **) w ujgciu realnym
Zr6dto: obliczenia wlasne na podstawie programu E-Views v.3.0s.

Niestacjonarne szeregi czasowe wymagaja analizy w plaszczyZznie czas —
Czgstoliwos¢. Odwotamy si¢ do wielorozdzielczej, dyskretnej analizy falkowe;j
oferowanej przez rodowisko Wavelet Toolbox MATLAB-a oraz pakiet Time-
Stat. W dekompozycji sygnatu zastosowali$my dostepny w Wavelet Toolbox
Oraz w TimeStat filtr Daubechiesa (J. T. Biatosiewicz, 2000, s. 111-114). W re-
Zultacie dekompozycji otrzymujemy skladowe wysokoczestotliwosciowe d,
ZWane detalami, oraz skladowa niskoczestotliwosciowa (nie poddawang juz
dalszej filtracji) a;, zwana aproksymacja analizowanego szeregu czasowego
_(tzw. sygnatu — §). Proces dekompozycji oryginalnego sygnalu jest procesem
lteracyjnym, w wyniku ktérego uzyskujemy jego rozlozenie na wiele skiado-
Wych o malejacej rozdzielczo$ci (w stosunku do aproksymacji). Procesem od-
Wrotnym do procesu dekompozycji jest synteza albo rekonstrukcja sygnatu (SS —
Synthesized signal), umozliwiajaca jego odtworzenie na podstawie detali oraz
aproksymacji. W procesie rekonstrukcji (przy wiasciwym doborze filtréw) moz-
Na usung¢ zaktécenia wystepujace w sygnale oryginalnym i — dzigki temu —
ldealnie go odtworzyé. Ponadto analiza falkowa umozliwia wykrycie — niewi-
docznego gotym okiem — momentu, w jakim pojawiaja si¢ nieciagte zmiany
Czgstotliwosei sygnatu. Takie zmiany sa niewykrywalne metodami analizy

¥ oy s

g Falka jest funkcja ¥{(¥) € L,(R) taka, ze uklad ¥, =: 22 Yt — k), gdzie j, k to dowolne licz-
by catkowite, jest bazg ortonormalng w przestrzeni Hilberta Ly(R); zob. P. Wojtaszczyk (2000,
S. 8).
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spektralnej lub transformata Fouriera. Widoczna na wykresie detalu d; (rys. 3)
igta odpowiada danym z listopada—grudnia 1977 roku. W tym okresie, jak moz-
na przypuszczaé, nastapita skokowa zmiana czgstotliwosci badanego sygnatu.
Po usunigciu szumu zauwazamy zmiang polegajaca na usunigciu w kazdym pa-
smie czgstotliwosci wspétczynnikéw o niewielkiej amplitudzie (nie przewyz-
szajacej ustalonego automatycznie progu). Podobne zmiany mozna zaobserwo-
wacé dla danych prognostycznych koniunktury gospodarczej w przemysle prze-
twérczym Niemiec w okresie po czerwcu-lipcu 1980 roku oraz po wrzesniu
1980 roku dla danych jako$ciowych prognoz cen. Dla danych opisujacych zmia-
ny cen produkcji przemystu przetwoérczego zmiana ich czestoSci nastapila w
grudniu 1967-styczniu 1968 roku, w grudniu 1968—styczniu 1969 roku oraz w
styczniu-lutym 1975 roku. Cezura zmiany obrazu czgstotliwosci obrotéw i dy-
namiki produkcji przemystu przetwérczego Niemiec odnosi sig¢ zgodnie do ma-
ja—czerwca 1984 roku. Przy czym dla danych nominalnych szeregu dynamiki
obrotéw w przemysle obserwujemy zmiang czgstosci w styczniu—lutym 1975
roku. Poniewaz takiej zmiany nie ma w szeregu czasowym realnej dynamiki
obrotéw, mozna przypuszczac, ze to wzrost cen wywindowal amplitudg ich wa-
hafi. Usuniecie wplywu cen na dynamikg proceséw ekonomicznych ma, jak
widaé, duza wage metodologiczng. Analiza falkowa pozwala zatem sformuto-
wac teze, iz kazdorazowo po kryzysach lat: 1966/67 1974/75 oraz 1980-83 czg-
stotliwo$¢ wahan gospodarczych Niemiec ulegata nieciaglym, skokowym zmia-
nom. Kryzysy zatem stanowilby swoiste przelaczniki pomigdzy odmiennymi
strukturami cyklicznymi. Przerwanie ciaglo$ci w strukturze czgstosciowej dy-
namiki gospodarczej odbywatoby si¢ skokowo w formie kryzysu. Mozna méwi¢
tu o zjawisku histerezy w obszarze czasowej czgstotliwosci cyklu. Ma to kapi-
talne znaczenie dla prognozowania, daje bowiem wskazéwke o koniecznosci
wprowadzenia odpowiednich poprawek do stosowanych modeli prognostycz-
nych. Te ostatnie nie moga pozostawa¢ inwariancyjne w warunkach zmiany
czgstotliwosci prognozowanych zjawisk gospodarczych.

Wymiar fraktalny D zwigzany jest ze wspéiczynnikiem Hursta formula
D =2 —H. Jezeli zatem system jest pozbawiony diugotrwalej pamigci i H = 0,5,
to wymiar fraktalny szeregu czasowego D = 1,5. Dla 0,5 < H < 1 wymiar frak-
talny wykresu zawiera¢ si¢ bgdzie w przedziale <1,5, 1), linia wykresu bedzie
gladsza i mniej postrzgpiona niz w bladzeniu losowym. Jezeli za§ 0<H<O0,5,
wéwczas wyzszy wymiar fraktalny szeregu czasowego generowanego przez
antypersystentny system oznacza bardziej postrzgpiona lini¢ wykresu. W danym
przypadku bardzo tatwo dochodzi do odwrécenia trendu. Dane wymiaru fraktal-
nego badanych szeregéw zawarte w tabeli 2 uzupelnione zostaty analiza zbiez-
nosci calek korelacyjnych. Zwigkszanie wymiaru pojemnosciowego pozwala
uzyskiwa¢ zbiezno$¢ wymiaru fraktalnego w przestrzeni fazowej do swojej
prawdziwej warto$ci. Rysunek 5 ilustruje wartosci catek korelacyjnych oblicza-
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Rysunek 3. Dekompozycja szeregu prognozy koniunktury w przemysle na poziomie 3
Zrédlo: obliczenia wiasne w §rodowisku Matlab 6.1
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Rysunek 4. Mechanizm usuwania szumu z danych prognozy koniunktury w przemysle
Zrédlo: obliczenia wiasne w $rodowisku Matlab 6.1
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nych dla wymiaréw pojemnosciowych m =2, 3, ..., 10. Dla kazdego wykresu
obliczone zostaty wspétczynniki regresji liniowej. Ich zbieznos¢ do prawdziwe-
go wymiaru fraktalnego ilustruje rysunek 6 oraz tabela 3.

T T T T

0,903 1,204 1,38 1,505 1,602 1,681 1,748 1,806 1,857 1,903 1,944 1,982 2,017

log(R)

Rysunek 5. Catki korelacyjne prognozy koniunktury przemystu przetwoérczego Niemiec
Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie programu autorskiego i arkusza Excel 2000

2,5 1 /‘_,__.4——0
2,3

2,1
1,9 /
/

—
wn 3

N

wymiar korelacyjny D

| a

354
=)

2 3 4 5 6 7 8 ) 10

wymiar pojemnosciowy m

Rysunek 6. Zbiezno$¢ wymiaru fraktalnego prognozy koniunktury
przemystu przetwérczego Niemiec
Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie programu autorskiego i arkusza Excel 2000

Pomiary wymiar6w fraktalnych badanych szeregéw z pomoca calki korela-
cyjnej i z pomoca formuty Hursta wykazuja znaczne réznice. Wynika to stad, ze
liniowe wykresy szeregéw czasowych maja wymiary fraktalne mieszczace sig
w przedziale od 1 (wymiar prostej) do 2 (wymiar fraktalny ptaszczyzny). Na
wielko$¢ wymiaru fraktalnego ma tu wpltyw jedna tylko zmienna. Natomiast
wymiar fraktalny tego samego szeregu czasowego umieszczonego w przestrzeni
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Tabela 3. Wymiary korelacyjne szeregéw jako$ciowych i ilo$ciowych koniunktury przemystu
przetworczego Niemiec

m prog_prz | diag_prz | prog_cen ceny obr_nom | obr_real przem
2 0,951445 | 1,240533 | 0,910138 | 0,676736 | 0,858696 | 0,791542 | 0,347190
3 1,402252 | 1,682157 | 1,382535 | 0,991661 | 1,407128 | 1,274781 | 0,562051
4 1,796921 | 1,925025 | 1,812967 | 1,458209 | 1,906166 | 1,784620 | 0,799762
5 2,027689 | 1,916431 | 2,039003 | 1,579563 | 2,288900 | 2,162704 | 1,039919
6 2,205401 | 2,070042 | 2,265423 | 1,818872 | 2,561587 | 2,465001 | 1,322552
7 2,332816 | 2,088710 | 2,356946 | 1,927166 | 2,752121 | 2,668146 | 1,540987
8 2,418274 | 2,064701 | 2,469352 | 1,980347 | 2,909867 | 2,812107 | 1,709492
9 2,464034 | 2,033451 | 2,488521 | 2,088133 | 2,944901 | 2,903846 | 1,902097

10 2,473943 | 1,982044 | 2,540476 | 2,145300 | 3,033046 | 3,006264 | 2,047208

Zrédlo: obliczenia wiasne na podstawie programu autorskiego i arkusza Excel 2000.

Tabela 4, Wymiary fraktalne wybranych jakoéciowych i ilosciowych wskaznikéw koniunktury
przemyshu przetwoérczego Niemiec

Szereg CZasowy Calki korelacyjne zbiezne do D Formuta Hursta D = 2-H
Prog_przem 2473043 1,242122
Diag przem 1,982044 1,145053
Prog_cen 2,540476 1,273605
Ceny 2,145300 1,119253
Obr_nom 3,033046 1,203219
Obr_real 3,006264 1,233204
Plzem 2,047208 1,431357

Zr6dto: obliczenia wiasne na podstawie programu autorskiego i arkusza kalkulacyjnego Excel 2000.

faZOWej obejmuje wszystkie zmienne opdznione i zalezy od korelacji pomigdzy
Nimi i nieopéznionymi danymi szeregu. Dlatego na jego poziom ma wptyw sto-
pien ztozonosci badanego szeregu. Wymiar fraktalny dynamiki produkcji prze-
Mmystowej Niemiec (mierzony formuta Hursta) jest najblizszy wymiarowi frak-
talnemu bladzenia przypadkowego. Dowodzitoby to, ze jedynym antyper-
Systentnym procesem jest produkcja przemystowa, odwrécenie trendu nastgpuje
tutaj wzglednie czesciej anizeli w pozostatych szeregach czasowych. Jest to
Wazna wskazowka w prognozowaniu dynamiki produkcji przemystowej. Po-
Nadto przyjecie cyklu przemystowego jako cyklu referencyjnego dla persystent-
nych proceséw byloby w tych warunkach niewskazane. Wymiary fraktalne sze-
fegow czasowych umieszczonych w przestrzeni fazowej mieszcza si¢ W prze-
dziatach od 1 do 2, od 2 do 3 i powyzej 3. Oznacza to, ze np. w przypadku
Wskaznikéw diagnozy koniunktury w niemieckim przemysle przetwérczym
Niezbedne s dwie zmienne do ich modelowania. Trzy zmienne pozwalaja mo-
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delowaé prognoze koniunktury przemystu przetwdrczego, prognozg cen prze-
mystowych, ich dynamike¢ oraz dynamik¢ produkcji przemystu przetworczego.
Natomiast do opisu dynamiki nominalnych (biezacych) i realnych obrotéw
przemystu przetworczego niezbgdne beda az cztery zmienne. Dynamika tych
procesow jest wzglednie bardziej ztozona i jej modelowanie moze okazac si¢
trudne. Uzyskane wyniki stwarzaja obiecujaca perspektywg w modelowaniu
dynamiki produkcji przemystowej, dynamiki cen oraz wskaznikéw jakoscio-
wych koniunktury gospodarczej. Mimo Ze przeprowadzona analiza nie pozwala
na zidentyfikowanie zmiennych obja$niajacych (problem ich doboru wymaga
zastosowania specjalnych metod’), to jednak pozwala na rekonstrukcje dwu-
i tréjwymiarowych ,,portretow” fazowych nieliniowych systeméw dynamicz-
nych. Stwarza to realng perspektywg efektywnego prognozowania takich syste-
méw.

Aby oceni¢ tempo zanikania zdolnosci prognozowania badanych proceséw,
przeprowadzono obliczenia pozwalajace oceni¢ zbiezno$¢ wyktadnikéw Lapu-
nowa do stabilnej warto$ci. Warto$¢ najwyzszego wyktadnika Lapunowa okresla
szybko$¢ zaniku zdolno$ci przewidywania przysztych zachowan systemu (w bi-
tach na jednostke czasu). Dodatnie warto$ci wykladnika Lapunowa sa miara
wrazliwoséci systemu na zmiany warunkéw poczatkowych. Prognoza oparta na
niedoktadnym pomiarze warunkéw poczatkowych systemu bedzie (w zaleznosci
od rozmiaréw btedu pomiarowego) wolniej lub szybciej odbiega¢ od rzeczywi-
stego rozwoju systemu. Kazdy wymiar fraktalny atraktora ma swdj wyktadnik
Lapunowa, ktéry jest w istocie miarg dynamiki atraktora®. Jezeli np. dane wyj-
Sciowe (inaczej: warunki poczatkowe) zmierzone sa z doktadnos$cia do jednego
bita na miesiac (dla danych miesigcznych), warto$¢ najwyzszego wyktadnika
Lapunowa 0,02041 (dla prognozy koniunktury przemystu przetwoérczego) ozna-
cza zanikanie zdolno$ci prognozowania danego procesu w tempie 0,02041 bita
na miesigc. Zdolno$¢ prognostyczna zaniknie zatem po uplywie 1/0,02041 mie-
siecy, tzn. gdy osiagnie warto$¢ (jednobitowej) doktadno$ci pomiaru warunkéw
poczatkowych. W danym przypadku bedzie to okres 49 miesigcy. Po tym okre-
sie system traci, jak to stwierdziliSmy wyzej z pomoca analizy przeskalowanego
zasiegu R/S, pamigé. Jego prognozowanie po tym okresie nie jest zatem mozli-
we. Oznacza to, ze warto$¢ danych historycznych, na podstawie ktérych budo-
wane sg prognozy po przekroczeniu warto$ci progowej horyzontu prognozy
(ustalonej przez najwyzszy wykfadnik Lapunowa), jest zadna. Obliczanie wy-
ktadnikéw Lapunowa jest czasochfonne, wymaga bowiem wielu préb z rézymi
parametrami. Ich dobdr jest w gruncie rzeczy eksperymentalny i sprawia wraze-

PO 7 Hellwig (1969), J. S. Armstrong (1978), M. Cieslak (red., 2001, s. 106-108),
P. Dittmann (2000, s.111-112).
8 Zob. A. Wolf, J. B. Swift, H. L. Swinney, J. A. Vastano (1985), E. E. Peters (1997, s. 166-179).
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fl%e dobierania danych do znanego wyniku. Metodologiczne wskazéwki Wolfa
11n. to jedynie do niczego nie zobowiazujace sugestie. W istocie wynik zalezy
Od.liczby eksperymentéw numerycznych. Dobér parametré6w dotyczy wymiaru
POjemnosciowego m, przesuniecia czasowego rekonstruowanej przestrzeni fa-
Zowej tau, czasu ewolucji systemu evolv oraz minimalnego czasu migdzy parami
Punktéw atraktora lag. Parametry te sa dobierane tak, aby zbieznoéé¢ wykladnika
Lapunowa (L) nie odbiegata razaco od wynikéw analizy R/S. Tabela 5 zawiera
Wymienione parametry.

Tabela 5. Parametry i wyniki obliczen najwyzszego wykladnika Lapunowa

Szereg m | tau | evolv | lag 7 1/L (w miesiacach)
Prog_prz ARIS10 5 3 0,02041 49
D;%_prz SIS0 5 5 0,01100 91
Prog_cen 33 d) 18l 3 5 0,03100 32
Ceny 4 | 48 6 2 0,00520 192
Obr_nom S% 30 6 1 0,00660 152
Obr_real 5| 28 3 1 0,00720 139
Przem 31 30 6 1 0,01110 90

Zrédlo: obliczenia wiasne na podstawie programu autorskiego.

_ Ponizszy wykres ilustruje zbiezno$é wykladnikéw Lapunowa do stabilnej
Wielkosci L okreslajacej tempo zaniku zdolno$ci przewidywania zachowania sig
badanych proceséw (w bitach na miesiac). Uzyskane wyniki sa zgodne z wyni-
kamj analizy R/S.
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Rysunek 7. Zbiezno$¢ najwyzszego wyktadnika Lapunowa prognozowania koniunktury
przemystu przetwoérczego Niemiec
Zré6dto: obliczenia wlasne na podstawie programu autorskiego
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Zrekonstruowane dzigki przeprowadzonej analizie portrety fazowe dziwnych
atraktor6w wykazuja nie tylko samopodobienstwo (co jest cechg charaktery-
styczna obiektéw fraktalnych), lecz ponadto wykazuja znaczne podobiefistwo
wzajemnie.

pr_pr(r—49)

prpr(t)

Rysunek 8. Portret fazowy prognoz koniunktury przemystu przetwérczego Niemiec
Zr6dio: opracowanie whasne
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Rysunek 9. Portret fazowy diagnoz koniunktury przemystu przetwérczego Niemiec
Zrédto: opracowanie wiasne
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Rysunek 10. Portret fazowy prognoz cen przemystu przetwérczego Niemiec
' Zr6dto: opracowanie whasne
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Rysunek 11. Portret fazowy dynamiki cen produkcji przemystu przetwérczego Niemiec
Zr6dto: opracowanie wlasne
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Rysunek 12. Portret fazowy dynamiki obrotéw biezacych przemyslu przetwérczego Niemiec
Zré6dlo: opracowanie wlasne
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obr_r(z—138)
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Rysunek 13. Portret fazowy dynamiki obrotéw realnych przemystu przetworczego Niemiec
Zr6dlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 14. Portret fazowy dynamiki produkcji przemyshu przetwérczego Niemiec
Zrédto: opracowanie wiasne

Dzigki dyskretnej transformacji falkowej mozna uzyska¢ portrety fazowe
zawierajace trajektorie chaotyczne i trajektorie orbitalne. Na ponizszym wykre-
sie wyraznie wida¢, jak na dziwny atraktor Hénona (M. Hénon, 1976) naktadaja
si¢ trajektorie orbitalne. W chaotycznej dynamice wyraznie zaznaczaja si¢ wy-
spy regularnych, cyklicznie powtarzalnych sekwencji. Taki obraz dynamiki go-
spodarczej stwarza obiecujaca perspektywe dla prognozowania szybkosci zmian
proceséw ekonomicznych. Bez cyklicznie powtarzajacych si¢ zjawisk progno-
zowanie gospodarki bytoby bowiem zasadniczo niemozliwe.



Rysunek 15. Portret fazowy prognozy koniunktury przemystu przetwérczego Niemiec
Zr6dto: opracowanie wilasne
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Rysunek 16. Portret fazowy diagnozy koniunktury przemystu przetwérczego Niemiec
Zr6dto: opracowanie wlasne
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Rysunek 17. Portret fazowy prognozy cen przemystu przetwoérczego Niemiec
Zr6dlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 18. Portret fazowy dynamiki cen produkcji przemystu przetworczego Niemiec
Zrédto: opracowanie whasne

Rysunek 19. Portret fazowy dynamiki biezacych obrotéw przemystu przetwoérczego Niemiec
Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 20. Portret fazowy dynamiki realnych obrotéw przemystu przetwérczego Niemiec
Zr6dlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 21. Portret fazowy dynamiki produkcji przemystowej Niemiec
Zr6dto: opracowanie wlasne

W uzyskanych portretach fazowych dominuja trajektorie chaotyczne. Nie sa
one jednak jedynymi trajektoriami badanych proceséw. Prognozowanie stanéw
danych proceséw jest mozliwe na podstawie trajektorii cyklicznych oraz odkry-
tych (dzigki analizie wymiaru fraktalnego, analizie przeskalowanego zakresu,
zbieznosci najwyzszych wspétczynnikéw Lapunowa oraz analizie falkowej)
Wlasnogci trajektorii chaotycznych. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ zwiazkow 1 za-
leznogci badanego uktadu efektywnym narzgdziem prognostycznym moze oka-
Za¢ sig procedura oferowana przez szybko rozwijajace sig sztuczne sieci neuro-
owe (J. Gajda, 2001, s.116).
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An attempt to apply periodical trajectories and chaotic attractors in
forecasting economic phenomena
Summary

First the basic concepts used in the article are discussed. Then, having discussed _lhe way of
d‘3t€rrnining correlation integral, fractal dimension, the author calculates average orbital periods
and Hurst’s indexes of the time series of economic dynamics of Germany. Further on, having
€Xamined the stationary character of the time series by means of unit root test (Augmented
Dicke}’-Fuller’s test) a discreet wavelet analysis was conducted in the Matlab environment. Thanks
1o this analysis it was possible to determine the moment of change in the frequency structure of the
time series (undetectable when using spectral analysis methods). On the basis of the calcglated
Correlation integrals the author determines fractal dimensions of the studied series. Evaluapon of
the rate of disappearance of information in the analysed processes on the basis qf calculatl(?ns of
Convergence of Lapunov’s exponents to a stable value made it possible to determine .the period of
credibility of the forecast as regards the course of the given processes. Phase portraits of stragge
Altractors reconstructed thanks to the conducted analysis show not only self-similarity (which is a
Characteristic feature of the fractal objects) but also a significant mutual similarity.
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