Edmund Ignasiak

MODEL DYNAMIKI UKEL.ADU
GOSPODARCZEGO

1. Wstep

Celem artykutu jest zaprezentowanie modelu zawierajacego zwiazki pomigdzy
wolumenem dochodu narodowego a wydatkami i inwestycjami indywidualnymi.
Uzyte pojgcie uktadu gospodarczego rozumiemy jako gospodarke narodowa lub
wyodrgbniony uktad regionalny, w ktérym dochdod narodowy (a doktadniej PKB)
ma uzasadniony sens obliczeniowy. Najpierw przedstawiono prosty model wzro-
stu, ktory sprowadza si¢ do uktadu rownan ré6znicowych. Przedstawia si¢ tez dys-
kusj¢ rozwigzan, tj. pierwiastkow charakterystycznych okre$lajacych wzrost, spa-
dek lub wahania wzrostu gospodarczego.

W drugiej czgsci przedmiotem rozwazan jest ten sam model w ujgciu dyskretne-
£o programowania dynamicznego. Prowadzi to do sformutowania modelu stabili-
zacji przy kryterium max(min), gdzie sterami sa wydatki panstwa.

2. Dyskretny model wzrostu ukladu gospodarczego

Rozwazaé bgdziemy uktad gospodarczy opisany prostym modelem
Y, =C +J, +W,. (1)

Poszczego6lne zmienne modelu oznaczaja:
Y — wolumen dochodu narodowego w roku £,
C, — wydatki indywidualnych konsumentéw w roku ¢,
W, — wydatki panstwa,
J, - stymulowane inwestycje prywatne (pobudzone).
Jak wiadomo, wydatki indywidualnych konsumentoéw w roku ¢ zaleza od do-

chodu narodowego w roku z— 1.
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Zatem mamy:
C=al,, ()

gdzie wspotczynnik o nazywamy krancowa sktonno$cia do konsumpcji.

Dalej mozna zauwazy¢, ze inwestycje prywatne w roku ¢ sa uzaleznione od réznic
pomiedzy wydatkami w roku ¢ a wydatkami w roku poprzednim. Podstawiajac do
(2) otrzymamy:

Jt:ﬂ(Ct—Ct—l):aﬂ(Yt—l_Y;-z)' (3)
Parametr strukturalny f posiada interpretacj¢ ekonomiczna. Jest on wspolczynni-

kiem dynamicznego przyrostu konsumpcji indywidualne;.
Wobec tego model dochodu narodowego w roku ¢ przyjmie postac:

Y=a¥ +tap¥_ -Y._,)+W,. 4)
Jak wida¢, (4) to rownanie réznicowe drugiego stopnia wzgledem Y, i nalezy je
rozwiazac.

Mozna to uczyni¢ w nastepujacy sposob [5].
Rozpatrujemy jednorodne réwnanie przy W, = 0.
Wowczas rownanie (4) zapiszemy w postaci:

Y, —a(-p)Y +apY ,=0. ©)
Przypus$émy, ze rozwigzaniem (5) jest funkcja

Y=m"

Konstruujemy rownanie charakterystyczne [5]

m*—a(l+p)m+a =0,
A=a2(1+ﬂ)2—4aﬂ.

wowczas otrzymamy (6)

Mozna sprawdzi¢, ze pierwiastki m, 1 m, wynosza:

A3 a(l+f) - (1+ )} —4a
1 2 )
£ a(l+ B)++a*(1+ )} —4a B
v = 2 ¢
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Przy okazji warto zauwazyc¢, ze roOwnanie (6) nie posiada rownych pierwiastkow,
tj. m, #m,.
Zatem rozwiazaniem rownania roznicowego jest:
t t
Y =Am +A4,m,, : (7
gdzie 4,, 4, to dowolne state.

Dalej rozwazmy przypadek, gdy W, # 0, np. W, =1, co oznacza, ze mamy do
czynienia z rOwnaniem niejednorodnym [5].

Y,~a(+p)Y,, +af¥,~1=0. ®
Przy tych zalozeniach czastkowym rozwiazaniem bedzie Y, = 1;) , za$ calko-
-
wite rozwigzanie przy stalych wydatkach panstwa ma postac:
1
Y, =Alml’+A2m;+(1_—a). 9)

Wielkosci 4, 14, mozna tak wybrac, aby rozwigzanie odpowiadato wielkosci Y,
dla pierwszych dwoch lat.

Rownoczednie dalej zaktadaé bedziemy, ze m, # m,,.

Nasuwa sig pytanie, jak mozna interpretowa¢ zachowanie si¢ pierwiastkow cha-
rakterystycznych m, im,,.

Mozna powiedzie¢ tak:
Jezeli |m,| <1 oraz |m2| <1, to przy rosnacym ¢ wartosci m| i m;, beda dazyty do

zera 1 dochod bedzie zblizat si¢ do wielkosci wydatkow panstwa.

(-a)
W przypadku gdy [m,| <1 lub |m2| <1, to dochdd bedzie sig¢ szybko zmieniat.

Jezeli natomiast m, 1 m, beda liczbami zespolonymi, to modut ich bedzie rowny
Jeden i doch6d narodowy bedzie wahat sie wokot swojej redniej wartosci.

W zaleznosci od przyjetych zatozen pierwiastki bgda réznie opisywaly wzrost
lub spadek dochodu narodowego. Sytuacja taka nie daje odpowiedzi, w jaki spo-
s6b mozna sterowa¢ wydatkami panstwa, aby realizowa¢ odpowiednia strategie
gospodarcza. Do tego pytania wrocimy w dalszej czgsci artykuhu.

3. Zagadnienie stabilizacji uktadu

W nieco uproszczony sposob problem sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie,
jak w kolejnych okresach wybrac¢ wielko$¢ wydatkéw panstwa W, tak, azeby w da-
nym punkcie czasowym dochéd byt mozliwie maksymalny (w sensie optymaliza-
cji warunkowej) lub osiagnat zadana wielkos¢.
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Rozwazmy pewien wariant stabilizacji okreslony jako maksymalizacj¢ mini-
malnego dochodu w ciggu kolejnych N-lat. Zadanie to podpada pod schemat mo-
delu programowania dynamicznego, ktory pragniemy przedstawic.

W tym celu przyjmiemy koncowy rok N-ty wyboréw za pierwsze stadium decy-
zji, a pierwszy rok za N-te stadium. Zabieg ten ilustruje rysunek.

1 2 = N
Jata e s g s T e T T vs

| | | |

[ [ | |

N N-1 2 1 stadia

Oznaczajac przez Y, dochod w roku n-tym, a przez W, wydatki pafistwa w tym-
ze roku, rownanie dochodu zapisujemy:

Y =a¥,

n+l+aﬂ(}ln ‘Y:I—Z)+Wn' (10)

L1
Stan uktadu winien by¢ okreslony przez wielko$¢ dochodu dla dwoch sasiadu-

jacych lat, a w ten sposéb przez wzrost lub spadek za rok poprzedzajacy.

Niech

Z,=Y,~ Y.
Wowczas

Y.=aY, +afZ, +W, (11)
wobec tego

Z . =(a=1Y . +tapfZ, i +W,.

N
Na sume wydatkow panistwa ZW, . nalozymy ograniczenie. Zatem wartoSci

. ; 2 s . n=l v 7 e ip ’ v
zmiennej ¥, nalezy ograniczy¢. Sa to wielkosci srodkow, ktére pozostaly na przy-
szte wydatki.

Zatem:

ngm;w-fm, (12)

przy czym W jest stalq (Scisle okreslong).
W ten sposob zmienng H, mozna przedstawi¢ w formie przeksztatcone:

He=H o= e (13)
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To za$ pozwala na sformutowanie modelu w formie standardowej o postaci:
* zwiazki rekurencyjne uktadu:

Yn :lBXl+l+aﬂZn+l+VI/n’

Z,=(a-DY, +a Bz, +W, (14)
Hn = Hn+l capp Wn’
* ograniczenia:

0<W,<H, <W;

n+l

* parametry:

o, p;

* zmienne fazowe:
7S H.;

* funkcje kryterium:
maksymalizowaé min (Y, ..., ).

Zgodnie z postgpowaniem, ktére stosuje si¢ w programowaniu dynamicznym,
mamy roéwnanie funkcyjne:

Iy s Zy, Hyyy) = max[min(y, ..., ¥,)],
gdzie maksymalizacja sprowadza si¢ do wyboru W, ..., W (wydatkow panstwa).

Stosujac zasadg optymalnos$ci Bellmana [2] mozna wybrac tak, azeby maksy-
malizowa¢ mniejsza z dwoch wielkosci Y oraz

O ¢ Sy
Ostatecznie otrzymujemy réwnanie funkcyjne:
fN(YN+nZN+nHN+|) =max[min{Yy, fy. (Yy,Zy, Hy)}], (15)
gdzie maksymalizacja realizuje si¢ droga wyboru wielkosci wydatkow panstwa, tj

W, W, ..., W, awielkosci z prawej strony rownania wynikaja z rownan (10), (11),
(12), tj. okreslajacych zwiazki pomigdzy Y, Z oraz H .
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Postgpowanie takie pozwala na uzyskanie takiego rozktadu w czasie wydatkow
panstwa, ktére umozliwiaja zadany wzrost gospodarczy, a takze uniknigcie kata-
strofy poprzez maksymalizacj¢ minimalnego dochodu.

Zakonczenie

W rezultacie zabiegu, jakim bylo przeksztalcenie modelu réznicowego w model
optymalizacji wielostadialnej, udato si¢ potraktowa¢ wydatki panstwa jako wyraz-
ne zmienne sterowania wiaczone do warunkéw ograniczajacych. W ten sposob
model reprezentuje pewna gre pomigdzy ograniczeniami odpowiadajacymi mozli-
wosciom uktadu w czasie a przysztymi wydatkami, ktore sa funkcja dochodu. Po-
dejscie takie umozliwia badanie wrazliwosci warto$ci wydatkow na poszczegolne
zmienne fazowe dla kazdego etapu. Stabsza strona takiego rozwiazania sa zapew-
ne duze rozmiary w sensie obliczeniowym. Algorytmy programowania dynamicz-
nego umozliwiaja pewne uproszczenia, a co za tym idzie, redukcj¢ wymiaréw
zadan etapowych.
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