Jerzy Kowalak

STEROWANIE STATYSTYCZNIE OPTYMALNE W JEDNOSEKTOROW YM
JEDNOCZYNNIKOW YM MODELU WZROSTU

1. Wstep

W artykule zostanie zwrocona uwaga na mozliwoSci wykorzystania stosunkowo
miodego aparatu matematycznego — teorii sterowania statystycznie optymalnego -
do rozwigzywania okreslonych zadan ekonomicznych. Teoria sterowania statystycz-
nie optymalnego rozwinieta zostala w pracach R.E. Kalmana i R.E. Koepcke [2],
P.D. Josepha i J.T. Tou [1], W.M. Wonhama [6], oraz innych i ze wzgledu na charak-
ter procesow do analizy ktorych jest dostosowana wydaje si¢, Zze moze z powodze-
niem byC wykorzystana rowniez do rozwigzywania wielu zagadnieni dotyczacych
wzrostu gospodarczego.

W artykule przedstawiono podstawowe pojecia, oraz zasadnicze twierdzenie teo-
rii sterowania statystycznie optymalnego — tzw. twierdzenie o rozdzielnosci, a na-
stepnie przeSledzono mozliwoSci zastosowania tej teorii do jednego z fundamental-
nych zagadnienh teorii wzrostu jakim jest optymalny podziat dochodu narodowego na
inwestycje i konsumpcje. W tym celu przedstawiono znany z literatury jednosekto-
rowy, jednoczynnikowy model Harroda-Domara w wersji stochastycznej, tzn. przy
zalozeniu istnienia pewnej stochastycznej zaleznosci dochodu narodowego od zaan-
gazowanego w procesie wytwarzania majatku produkcyjnego. Sam model Harroda-
-Domara daje na tyle uproszczony obraz gospodarki, ze nie moze w zasadzie dawac
podstaw do wyciagania praktycznych wnioskow co do polityki gospodarczej, jaka
powinna by¢ prowadzona. Dlatego tez — jak to juz powiedziano — artykut ma na celu
w zasadzie pokazanie tylko, Ze pewne metody wypracowane i szeroko stosowane np-
w technice, dla celow sterowania optymalnego w warunkach wystepowania zakibcen
losowych — moga byC rowniez wykorzystane w sferze zagadniefi ekonomicznych.
Inng przyczyng przyjecia w artykule tak prostej wersji modelu wzrostu byta moz-
liwosC uzyskania rozwigzania zadania sterowania w postaci analitycznej i tym sa-
mym przeprowadzenia giebszej jego analizy.
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2. Sformutowanie zadania sterowania statystycznie optymalnego

Przyimujemy ze:
a) Funkcjonowanie systemu dynamicznego w horyzoncie czasu T = {t: t0 <t< tl}
opisuje rownanie liniowe:
dax(t) _ :
T F(t): x(t) + G(t)*w(t) + D(t): u(t) (1)
Wktorym x - wektor n wymiarowy (wektor stanéw systemu),
u - wektor r wymiarowy (wektor sterowan),
w = wektor p wymiarowy (wektor zakldcen systemu),
F - macierz o wymiarach n x n (macierz standw systemu),
D - macierz o wymiarach n x r (macierz sterowania),
G - macierz o wymiarach n x p (macierz zakidcen systemu).
Jak wynika z powyzszego réwnania, zakiadamy, Ze stan systemu zakidcany jest
Przez pewien proces losowy {w(t), to St< tl} co do ktérego przyjmujemy, Ze jest to
bialy szum gaussowski o zerowej wartoéci sredniej i nieujemnie okre$lonej macierzy
kowariancji Q(t). Przyjmujemy, ze x(to) — jest n wymiarowym wektorem losowym o
rozkladzie normalnym, o zerowej wartosci Sredniej i macierzy kowariancji P(to), przy
Czym proces zakidcen systemu jest niezalezny od wektora x(to).
b) Na wyjsciu systemu obserwowane sa wielkosci {z(t), t° <t< tl} powiazane ze
zmiennymi stanu systemu rownaniem:

z(t) = H(t) x(t) + v(t) V)

gdzie z - wektor m wymiarowy (wektor obserwacji),
v — wektor m wymiarowy (wektor zakldcen obserwacii),
H - macierz m x n wymiarowa (macierz wyjsc).

Odnosnie wektora {v(t), tSts< tl] przyjmujemy, Ze jest to proces losowy zakioca-
jacy mozliwo$¢ dokiadnej obserwacji stanéw wewnetrznych systemu; ma on charak-
ter biatego szumu gaussowskiego o zerowej wartosci sredniej i nieujemnie okreslo-
nhej macierzy kowariancji R(t), oraz jest niezalezny od x(to). Mozna pokazag, ze przy
Powyzszych zatozeniach wektor standow wewnetrznych {x(t), t St< tl} jest proce-
Sem Gaussa- Markowa; procesy x(t) oraz w(t) sa niezalezne dla kazdego t € T, na-
tomiast procesy z(t) i w(t’) sa niezalezne dla wszystkicht <t t,t"e T.

Dopuszczamy mozliwos¢ skorelowania wzajemnego proceséw w(t) oraz v(t) z macie-
rz3 korelacji wzajemnej V(t).

Schemat blokowy opisywanego systemu przedstawia rys. 1.
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c) Ustalony jest tzw. wskaznik jakosci sterowania, czyli funkcja aktualnego (i ewen-
tualnie poprzednich) stanéw systemu, oraz poprzednich sterowan, w postaci:

Y
J=E{x()Ax(t) +§ [x() A() - x(®) +u() BO) - u@®]dt} (3
t

0

gdzie A i A(t) - s3 macierzami symetrycznymi o wymiarach n x n, nieujemnie okres-
lonymi, natomiast B(t) jest macierzg symetryczng o wymiarach r x r, dodatnio okres-
lona. Ze wzgledu na niemalejgcg zalezno$¢ wskaznika J od stanu systemu i sterowa-
nia w horyzoncie czasu T, mozna powiedzieC, Ze jest on funkcja odpowiednio wywa-
zonych (za pomocg macierzy A, A(t) i B(t)) ,odchylef systemu”, oraz tzw. ,wydatku
sterowania”.

Zadaniem sterowania statystycznie optymalnego nazywamy zadanie wyboru sposrod
wszystkich mozliwych sterowan u(t) (na ktore a priori nie naktadamy zadnych ogra-
niczef, poza ciagloscia) takiego sterowania u*(t), ktore w okreslonym horyzoncie
sterowanie T minimalizuje wskaznik jakosci J okreSlony wzorem (3).

Jest oczywiste, Ze ze wzgledu na tylko poSrednig obserwowalnoS¢ stanu wewnetrz-
nego systemu (od ktdrego zalezy wskaznik jakoci) poprzez obserwacje na wyjsciu
z(t), wstepnym zadaniem w stosunku do zadania sterowania statystycznie optymal-
nego musi by¢ zadanie oceny (5cisle — filtracja) stanu wewnetrznego w momencie
sterowania.

Zasada rozdzielnosci sterowania statystycznie optymalne@1

Oznaczymy symbolem X = X(t/t) ocene stanu wewnetrznego przy filtracji (w sensie
filtru Kalmana) w momencie t, wyznaczona w oparciu o obserwacje z(t) dla t < t i
sterowanie u(t) dla t < t. Ocena taka jest catkg rownania:

Lpatez np. [5], [3], [4].

dle

/
)

pr:
na

pr.

bo

fu




(¢)

n-

3)

§-
§-
a-

d
&
z—

-

81
R = F(t) % + K{) [2(t) - H(t)&] + Do) u* (1) @)

dla t e T, przy warunku poczatkowym x(to_/to) =0;
K(t) jest macierza filtru o wymiarach n x m, okreslong wzorem:

K(H) = [P(t/t) HE) + G) VO R™ (1) 5)
dla t e T, natomiast P(t/t) — jest macierza kowariancji biedu filtracji X(t/t) = x(t) -
= )’E(t/t), 0 wymiarach n x n, spetniajaca rOwnanie:

P = F(t):P + P*F(t) - P-H'(t)'R () H(t)P + G(t): Q(t) G (1) (6)
dla t e T, przy warunku poczatkowym P(to/to) = P(to), P = P(t/t).
Sterowanie statystycznie optymalne u*(t) dla systemu opisanego warunkami (1)—(2)
Wyznaczone jest przez oceneg przy filtracji stanu wewnetrznego X(t/t) okreslona za-
leznosciami (4)—(6), oraz przez tzw. macierz sprzgzenia zwrotnego S(t) o wymiarach
I x r okreSlong w oparciu o zasade Bellmana przy zalozeniu, Ze system nie podlega
zaktdceniom losowym, a stan wewnetrzny jest obserwowany na wyjsciu (obserwacje
jego rowniez nie podlegaja zaktdceniom); przy tym X(t/t) i S(t) sa wyznaczone nie-
2aleznie. Sterowanie to wyrazone jest zalezno§ciami:

u* (t) = S(t) x(t/1) (7)
S(t) =-B~1(t):Ct)-W(t) ®)

Przy czym W = W(t) jest macierza symetryczng o wymiarach n x n, speiniajaca row-
Nanie rozniczkowe:

W =F(t)'W - W-F(t) + W-D(t):B~}(t): D'(¥): - A(%) 9)

Przy warunku poczatkowym W(tl) =A; W=W(t).

2. Model wzrostu

Rozpatrywana bedzie gospodarka dysponujaca dostatecznymi zasobami sity ro-
bOczej, w ktorej wzrost majatku produkcyjnego w ustalonym horyzoncie czasu
T= [to, tl], {isies opisuje rownanie:

480 (9~ wem(), (10)

Wplyw majatku produkcyjnego na wytworzony dochdd narodowy opisuje liniowa
funkcja produkcji z naktadajacym sie addytywnie skiadnikiem losowym:

y(t) =a'm(t) + £(1), (11)




82

natomiast na konsumpcje przeznaczona zostaje czg¢sc dochodu narodowego nie wy-
korzystana na inwestycje:

c(t) = y(t) - i(t) (12)

gdzie: m(t) — oznacza wielko$¢ majatku produkcyjnego w momencie czasu t (zasob,
“wymiar: z1), i(t), y(t), c(t) — wielkos¢ inwestycji (brutto), dochodu narodowego i kon-
sumpcji w momencie t (strumienie, wymiar: z1/R, R — ustalona jednostka czasu); a,
oraz || — parametry dodatnie (a — wskaZznik efektywnosci majatku produkcyjnego,
wymiar: 1/R, 1 — wskaznik wycofywanej z eksploatacji czesci majagtku produkcyj-
nego, wymiar: 1/R; {E(t), t € T} — proces losowy ciagly (zaklbcenie), co do ktorego
przyjmujemy, ze ma on charakter biatego szumu gaussowskiego, E{&(t)} = 0,
E{£’(t)) = o”.

Przyjmujemy, ze w horyzoncie czasu T konsumpcja powinna wzrastac ze statg do-
datnig stopg v (wymiar: 1/R). Zatem wzrost konsumpcji w czasie powinien przebie-
gac zgodnie z zaleznoScia:

cd(t) = co'ev(t_to) (13)

gdzie: G jest wielkoScig konsumpcji w momencie poczatkowym to.

Przyjmujemy roéwniez, ze wzrost majatku produkcyjnego powinien przebiegaC w ta-
ki sposob, aby w kohcowym momencie t { horyzontu czasu T osiggnal wielkoSC
md(tl).

Funkcje (5cisle: wykresy realizacji funkcji) ik {(t, m(t)); t T}, Vg {(t, y(t));
te T}, oraz = {(t, c(t)); t € T} nazywamy rzeczywistymi trajektoriami majatku pro-
dukcyjnego, dochodu narodowego itd., natomiast funkcje cd(t) - pozadang (zlozona)
trajektorig konsumpcji. O ile bowiem wzrost majatku produkcyjnego, inwestycji itd.
opisany zalezno$ciami (10) — (12) ma — ze wzgledu na wytepujacy proces zaklocen
{E(t), t € t} — charakter losowy w czasie, to zalezno5¢ (13) opisuje jednoznacznie po-
zadang wielkosc konsumpcji jakg chcemy uzyskac w kazdym momencie czasut € T.

3. Zagadnienie sterowania statystycznie optymalnego wzrostem

Wykorzystujac zaleznosci (12) i (11) réwnanie (10) opisujace wzrost majatku pro-
dukcyjnego w czasie (w horyzoncie T) mozemy zapisac w postaci:

d m(t
dt

a wykorzystujac jeszcze rownanie (11):

y(t) =a'm(t) + §(1)

= (a~- ) m(t) +&(1) - c(t) (14)
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Otrzymujemy model liniowego systemu dynamicznego, w ktdrym w horyzoncie cza-
Su T na wyjsciu obserwowany jest dochod narodowy y(t), stanem wewnetrznym (je-
dynym) jest majatek produkcyjny m(t), natomiast na wejsciu — jako sterowanie — wy-
stepuje konsumpcja c(t). Przy tym zarowno sam system, jak i obserwacje na wyjsciu
zaktocane s tym samym procesem — biatym szumem gaussowskim {&(t), t € T} o ze-
rowej wartosci Sredniej i wariancji 02.

Zgodnie z tym co powiedziano wyzej, majatek produkcyjny {m(t),t€ T} - jako
Stan wewnetrzny systemu — jest procesem Gaussa-Markowa. Przyjmujemy zatem, ze
okreslona jest wartoSc oczekiwana i wariancja majatku produkcyjnego w momencie
poczatkowym to, tzn:

E{m(to)} =m, m >0 (15)

E{(m(t) - m )’} = o]

Jako kryterium sterowania pzyjmujemy wskaznik jakosci postaci:

H
1 =E{(m(t)-m@)’+ § )-"@) atf,
t()
tzn. t
1= {(m(t) - m@))"+ § (c(t)-c-e" Y dt (16)
t0
Trajektorie konsumpcji {c *(t); t € T} minimalizujaca wskaznik jakosci (16) przy wa-
runkach (14), (11) i (15), oraz odpowiadajaca jej trajektori¢ majatku produkcyjnego
{m* (t); t € T} nazywamy statystycznie optymalnym procesem wzrostu w horyzoncie
czasu T. Z postaci analitycznej przyjetego wskaznika wzrostu (16) wynika, ze ste-
rowanie optymalne (czyli konsumpcja) w kazdym momencie t € T powinno byc¢ tak
dobierane, aby — w zaleznosci od obserwowanego wzrostu dochodu narodowego —
Zminimalizowane zostalo przecigtne lgczne odchylenie konsumpcji rzeczywistej
0d konsumpcji pozadanej (w catym horyzoncie czasu T), oraz odchylenie rzeczywi-
Stego zaangazowania majatku produkcyjnego w konhcowym momencie horyzontu T —
0d zaangazowania zatozonego na ten moment (w sensie odchylen z kwadratem).

Ze wzgledu na przyjete zatozenie (15) dotyczace wartosci oczekiwanej majatku
Produkcyjnego w poczatkowym momencie t jako wielkosci dodatniej (trudno bowiem
Przyjac, ze oczekiwana wartoSC majatku w jakiejkolwiek gospodarce w jakim$ mo-
Mencie jest rowna zero), jak rowniez ze wzgledu na postaC przyjetego wskaznika
Optymalnosci (16), powyzszy model nie spelnia warunkow przyjmowanych dla linio-
Wych modeli dynamicznych (opisanych powyzej). Trudnosc te jednak stosunkowo
tatwo mozna przezwyciezy¢ rozszerzajac sytem opisany zaleznosciami (14), (11),
(15) i (16) o jeden stan wewngtrzny — | swobodny” z punktu widzenia sterowania.
wDrowadzimy w tym celu dodatkowe oznaczenia:




84
x () =m()-m'(t), x,(0=1, 200)=y®)-y't), y'¢)=am’e),
u ) =c)-c'), i')=@-wm @) - 0.

Zaleznosci (16), (14), (11), (15) mozemy teraz zapisaé w postaci:
d xl(t) y
= (2= )x, () +1%0) (0 + 50 - u, (0

d xz(t)
dt

=0 (17)

()= ax () + £ (1)

oraz. 5 tl 5
J=E {x1+ § uj(t)yat f

t

lub w postaci wektorowo-macierzowej:
X0 _ (- x9+ 60 0 +D(O)* u, (0 (18)

z(t) = H(t) - x(t) + &(1)

oraz:

Y
J=E {x'(tl) A x(t1)+tS ul(t)-dt } (19)
gdzie: —xl(t) =117 - 1

x(t) = ; D(t) = »  G(t) = ;

sz(t) 0 | 0

a-u, %) [E1%0
F(t) = ; A = ,  H(t) =[a, 0]

L0 0 L0, 0

Model (18) - (19) spetnia obecnie juz wszystkie warunki liniowego modelu dynamicz-
nego, jaki opisany zostal powyzej w p. 1. Opisuje on teraz system, w ktérym wyste-
puja dwa stany wewnetrzne xl(t) i xz(t), przy czym sterowaniu podlega tylko pierw-
szy z nich. Na wyjsciu systemu obserwowany jest (posrednio) tylko pierwszy stan,
natomiast na wejsciu wystgpuje tylko jedno sterowanie odnoszace sig — jak powie-
dziano — do pierwszego stanu wewnetrznego'.

2§ci§le mozna powiedzieé, ze drugi stan wewngt:zny jest dokladnie obserwowany na wyjsciu (bez za-
kibcen), a jego zachowanie sig nie podlega sterowaniu.
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Trzeba tutaj zaznaczy¢, Ze stanem wewnegtrznym systemu jest teraz juz nie zaan-
gazowany majatek produkcyjny, ale jego odchylenie w chwili t € T od zaloZonego
poziomu majatku na moment kohcowy tl; podobnie sterowaniem jest nie sama kon-
sumpcja w chwili te T, ale jej odchylenie od konsumpcji pozadanej (w tym samym
momencie). Mozna tez powiedzie¢, ze na wyjsciu systemu obserwowane jest teraz od-
chylenie aktualnego w chwili te T dochodu narodowego od pozadanego na moment
koficowy dochodu yd(tl) (przecietnego).

Jak powiedziano juz wyzej — wstgpnym zadaniem w stosunku do wyznaczenia ste-
rowania statystycznego optymalnego w momencie t € T musi by¢ filtracja stanu wew-
netrznego w tym samym momencie. OczywiScie w przypadku systemu opisanego za-
leznosciami (18) i (19) ocene musimy wyznaczy¢ tylko dla pierwszego stanu x (t).
Oznaczymy §(\1 (t/t) = oceng przy filtracji w momencie t — w oparciu o obserwacje z(t)
dla T < t, oraz u(t) dla T < t (zaktadamy, Ze tymi danymi dysponujemy). Poniewaz
zardowno system, jak i obserwacje zaklocane sg przez ten sam proces losowy {&(t),
t €T}, wobec tego macierze kowariancji procesow zakiocajacych, oraz macierz ich
korelacji wzajemnej sg identyczne (Q(t) = R(t) = V(t)). Wobec tego réwnania (6) okres-
lajgce wariancje biedu filtracji P(t/t) przybiera postac:

2
P+2uP=—-Z—2°P2 (20)

przy warunku poczatkowym P(to/to) = P(to) = ofn; P = P(t/t).

Jest to rownanie Bernoulliego rzedu 2, ktorego catka — przy wskazanym warunku
poczatkowym ~ ma postac:

2

. i (21)
Quo’+al ofn)- =ty _ g2 o

2u020

P(t/t) =

a w postaci znormalizowanej:

P(t/t | 2
Loz'l x 5 l21 ) (22)
STy P

Dla momentu poczatkowego t = t, mamy oczywiscie L;/tL = 1, a wykres tej funk-
cji przedstawia rys. 2. e

Jak widac biad filtracji (wariancja P(t/t)) maleje do zera wraz z uplywem czasu,
tzn. wraz z doptywem nastepnych informacji z(t). W dostatecznie ditugim horyzon-

cie czasu T ocena stanu wewngtrznego uktadu powinna byc praktycznie dokladna’ .

3 . ?
Jest to zrozumiate, gdyz w diugim horyzoncie czasu powinno si¢ uzyskiwaé coraz bardziej dokiadng
oceng na skutek statego korygowania poprzedniej oceny w oparciu o nowe obserwacje.
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Macierz Kalmana okre$lona zaleznoscig (5) bedzie w naszym przypadku rdowna
(5cisle jest to element tej macierzy interesujacy z punktu widzenia oceny stanu
pierwszego):
2na 02
K(t) = £ +1 (23)

Quot+al-g ). ettt _g2. o2
m m

Przy dostatecznie dtugim horyzoncie czasu T mamy K(t) = 1, co oznacza, ze filtra-
cja bedzie mogta by¢ przeprowadzana ze statym tzw. , wzmocnieniem”, rownym 1.

Rownanie rozniczkowe (4) okreslajace ocene przy filtracji dla pierwszego stanu
wewnetrznego systemu (18) — (19) bedzie miato postac:

R, =[a (1= K(0) = n] &, +1°0 + KO * 20 - u(®)

przy warunku poczatkowym §(\1(t0/t0) =m; R = R(t/).

Zaktadajac jeszcze, ze sterowanie statystycznie optymalne ul*(t) (dla ktérego macierz
sprzgzenia zwrotnego S(t) zupelnie niezaleznie wyznaczymy dalej) ma postac ul*(t) =
= S(t) Ql(t/t) - rownanie to mozemy zapisac w postaci:

R = [al = K() - p = SOIK, +i) +K() * 2(1) (24)

przy tym samym warunku poczgtkowym.
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OczywiScie w dostatecznie diugim horyzoncie czasu T rownanie to przyjmie po-
stac: i
R == (u+SM) %, +1') +2(0) (25)

Dysponujac oceng przy filtracji pierwszego stanu rozpatrywanego systemu, wyz-
naczamy sterowanie statystycznie optymalne dla tego stanu, okreSlajagc w oparciu
o robwnanie (8) macierz sprzezenia zwrotnego S(t). Oczywiscie wstgpnie musimy roz-
wigzaé rownanie rozniczkowe postaci (9) okre$lajace macierz W(t) — od ktorej ma-
cierz Sgt) jest zalezna. Dla rozpatrywanego przez nas systemu rownanie to przybiera
postac:

; . 2 dpive R
Wl, W2 —2(a—u)w1+w2 wlw2-1 (1) W1 (a-p) W2
< (26)
. . A : iR 2
WA, W W~ ()W, ~a-1) W, =20 W,+W,
1, 0
z warunkiem poczgtkowym W(tl) SN LW e Wk(t).
0, 0

Ze wzgledu na fakt, ze sterowanie dotyczy tylko pierwszego stanu, konieczna jest
dla nas znajomosc tylko elementow wl(t) i Wz(t) macierzy W(t). Pordwnujac odpo-
wiednie elementy- powyzszego rownania macierzowego, otrzymujemy uktad dwoch
rownan rozniczkowych:

dw1 .

SfElae s A

(27)

dw, d
—= WW, - W - - 1w,

Rozwiazanie pierwszego z tych rownan przy warunku poczatkowym Wl(tl) =1 wyz-

-nacza funkcje Wl(t) 0 postaci:

W (1) = ALl (28)
: 1+[2(a-p) - 1]- 2000

a jej podstawienie do drugiego rownania i jego rozwigzanie — przy warunku poczat-
kowym Wz(tl) = ( - daje postac funkcji Wz(t):
jd (tl)'Wl(t)'ev(t_tl) y (1 as e(a-u—V)(t—tl))

W0 = = (29)

3|
Macierz W(t) = co powiedziano juz wyzej — jest macierzg symetryczna.
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Macierz sprz¢zenia zwrotnego — zgodnie z zaleznoScig (8) — bedzie wiec miala po- |

stac:
S(t)=[W,, W] (30)

natomiast sterowanie statystycznie optymalne pierwszym stanem wewngtrznym
xl(t) bedzie okreslone nastgpujaco:

u*(t) =W, (1) - )?1 (/1) + W, (t) (31)

dla kazdego t € T, przy x (t) 1.
Wracajac do oznaczen ]akle przyjete zostaly powyzej, sterowanie (31) mozna za-
pisaC w postaci:

ex(t) = <) + W, () * [(E/t) - m(1)] + W, (1) (32)

Dla osiagniecia w zatozonym horyzoncie czasu T = {t: t <t< tl}’ t < o, minimal-
nej wartosci przyjetego wskaznika jakosci (okreslonego zaleznoscia (19), nalezy wigc
utrzymywa¢ w kazdym momencie czasu t € T konsumpcj¢ na poziomie konsumpciji
pozadanej cd(t) - ,skorygowanym” proporcjonalnie do obserwowanej (ocenionej) w
tym momencie rozpigtosci miedzy wielkoscig majatku produkcyjnego zaangazowane-
go w tym momencie, a zalozonym zaangazowaniem majatku na moment koncowy

t.

4, Wnioski. Interpretacja uzyskanych wynikow

Ze wzgledu na fakt, ze w realnej gospodarce efektywnos¢ majatku produkcyjnego
jest duzo wigksze od wskaznika wycofywania majatku z eksploatacji (tzn. a > y, przy
czym a — p < 0,5), wobec tego W (t) jest w okreSlonym horyzoncie czasu T = {t:
t0 <t<t } rosnacg funkcjg czasu (przedstawia jej wykres rys. 3). Oznacza to oczy-
wiscie, ze rozpigtos¢ miedzy aktualnymi nakiadami majgtku produkcyjnego w mo-
mencie t, a nakladami majatku przewidzianego na moment koncowy tl ma — Wraz z
uptywem czasu — coraz silniejszy wpltyw na statystycznie optymalny poziom kon-
sumpcji. W dtugim horyzoncie sterowania wplyw ten si¢ ustala, gdyz przy tl -+ ©
otrzymujemy Wl(t) - 2(a-p).

W przypadku funkcji Wz(t) - jej wplywu na sterowanie statystycznie optymalne —
to trudniej jest tutaj o interpretacje. TrudnoSc ta jest tego samego rodzaju, z jakg ma-
my do czynienia w przypadku interpretacji tzw. parametrow , wolnych” ekonome-
trycznych rownan opisowych. Funkcja Wz(t) reprezentuje bowiem wplyw zachowa-

4 3
Funkcje Wl(t) i w2(t) odzwierciedlajg w kazdym momencie czasu t & T wplyw odpowiednio pierwsze-
go i drugiego stanu wewnegtrznego na sterowanie pierwszym stanem.
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nia si¢ drugiego stanu wewnetrznego (co do ktorego zakladamy zreszta ze jest on
staly w czasie) na sterowanie stanem pierwszym. Drugi stan wewnetrzny xz(t) - W
zasadzie nas nie interesujgcy — pojawia si¢ w modelu (18) — (19) tylko ze wzgledu na
postac przyjetego wskaznika jakoSci sterowania, a Scisle — ze wzgledu na zalozenie
pewnej pozadanej, rosnacej trajektorii konsumpcji cd(t), oraz ze wzgledu na ustalony
a priori docelowy poziom zaangazowania trwalego majatku produkcyjnego md(tl).
Mozna wiec powiedzie¢, ze funkcja W 2(t) reprezentuje wplyw tych zatozen na ste-
rowanie w kazdym momencie czasu t € T. Poniewaz mozna przyjac, ze w realnej gos-
podarce efektywno$c majatku produkcyjnego jest wigksza od sumy wskaznika wy-
cofywania majatku produkcyjnego, oraz stopy wzrostu konsumpcji (a > yt + v), wo-
bec tego W 2(t) jest funkcjg rosnaca w czasie i w koficowym momencie horyzontu T
przyjmuje wartosc: ‘

.d

()
W,(t) = a—jl—-v
Tak wigc wplyw wskazanych powyzej zalozen na sterowanie statystycznie optymal-
ne rowniez wzrasta (przy ustalonym momencie kohcowym sterowania). W dtugim na-
tomiast horyzoncie czasu wplyw tych zatozen na sterowanie zanika, gdyz dla t1 -
mamy Wz(tl) =)

Generalnie wigc w odpowiednio diugim horyzoncie czasu optymalna w kazdym

momencie konsumpcja powinna si¢ ksztalttowac na poziomie zalozonym na ten mo-
ment cd(t) - proporcjonalnie powigkszonym (ze wspoiczynnikiem proporcjonalnosci
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2(a = p)), lub zmniejszonym, odpowiednio do rdznicy miedzy majatkiem produkcyj-
nym zaangazowanym w tym momencie — a zaangazowaniem majatku zatozonym na
moment konicowy. Odpowiednio do tego — zgodnie z zaleznoscig (12) powinien ksztat-
towac sie optymalny poziom nakiadow inwestycyjnych.
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