ZBIGNIEW RZEMYKOWSKI

ZASTOSOWANIE METOD
,wJEDNOETAPOWYCH” DO OPTYMALNE]J
ALOKACJI ZASOBOW ODNAWIALNYCH
MIEDZY CZYNNOSCI PODZIELNE

1. Wstep

W artykule dokonano przegladu niektorych propozycji tzw. jednoetapowych'
‘metod rozwiazywania problcmu optymalnego rozdzialu zasobéw odnawial-
nych mlq:d?y podzielne czynnosci przedsigwzi¢cia opisanego za pomoca stabo
spojnej sieci czynno$ci. Badania skoncentrowano na sprecyzowaniu istoty
proponowanych metod oraz analizie ich zlozonosci obliczeniowej. Niezaleznie
od tego zaproponowano kilka algorytmow z zakresu zagadnien czastkowych
wystepujacych przy rozwiazywaniu omawianego problemu?.

2. Sformulowanie problemu

Dane jest przedsigwzigcie opisane za pomoca kanonicznej, uporzadkowanej
topologicznie oraz stabo spdjnej sieci czynnosci S=[P, U] om czynnoscmch
(tukach) oraz n zdarzeniach (w1erzcholkach) Sieé czynnosm nazywa si¢ siecig
istabo spof} jezeli nie istnieje w niej droga (ciag czynnoéci uwzglgdmajacy 1ch
orientacje) wiodgca od zdarzenia poczatkowego do zdarzenia koficowego sieci..
Dla kazdej czynnosci i€ U jest okreslony czas jej trwania d, oraz wektor
zapotrzebowan w jednostce czasu na g rodzajow srodkow z, —(zu, Zl2 el )

! Pojecie to — niezbyt dobrze odpowiadajace istocie tych metod — zostalo wprowadzone
w pracach [15] i [16].

2 Niniejszy artykul stanowi zmodyfikowang wersje niepublikowanego opracowania przygoto-
wanego w ramach badan realizowanych w Programie CPBP 10. 09 (zob. [12]).
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Zasoby tych $rodkow sa stale w czasie i wynosza odpowiednio 7y,7,,...,7,
jednostek. Przyjmijmy, ze r;>z;; dla kazdej czynnosci i oraz kazdego Srodka j.
Zaklada si¢ ponadto, ze dowolna czynnos¢ie U jest wykonywana w chwili t wtedy
i tylko wtedy, gdy przydzielono jej z;,,z;,, ..., z;, jednostek kolejnych srodkow.

Zakladamy, ze wszystkie czynnosci przedsiewzigcia sa podzielne. Oznacza to, ze
wykonywanie kazdej czynnosci moze byé w dowolnej chwili i dowolna liczbe razy
przerwane, a nast¢gpnie wznowione bez jakiejkolwiek straty czasu czy srodkow.

Poszczegdlnym czynnosciom nalezy przydzieli¢ w czasie odpowiednia liczbe
srodkow (tj. wyznaczy¢ harmonogram realizacji przedsi¢wzigcia) w taki sposob,
aby cale przedsigwzi¢cie wykona¢ w najkrotszym czasie. Musi by¢ przy tym
zachowana okreslona w sieci kolejnos¢ wykonywania czynnosci, a laczna
wielkos¢ przydzielonych czynnosciom srodkow nie moze przekraczaé¢ w zadnym
momencie ich dostgpnosci.

Sformutowany wyzej problem rozdzialu zasobow odnawialnych migdzy
czynnosci podzielne jest problemem NP-trudnym. Wynika to np. z tego, iz
problem ten jest w szczegdlnym przypadku tozsamy z ogolnym problemem
szeregowania. Wystarczy bowiem przyjac, iz:

— jedynym s$rodkiem sa identyczne procesory (g=1);

— kazda czynnos¢ moze by¢é wykonywana na dowolnym procesorze
(z;;=1dla ieU)

— czas wykonywania czynnosci i na dowolnym procesorze jest rowny
czasowi jej trwania.

Poniewaz ogolny problem szeregowania jest — jak wykazal Ullman w pracy
[20] — problemem NP-trudnym, wigc i omawiany tutaj problem alokacji
srodkow w sieci czynnosci jest co najmniej tak samo trudny.

3. Idea metod opartych na frontach czynnoSci

Podstawowa grupe metod rozwigzywania problemu alokacji zasobow od-
nawialnych migdzy czynnosci podzielne stanowia tzw. metody jednoetapowe®.
Polegaja one na wyznaczeniu dopuszczalnych zasobowo frontow czynnosci
w danej sieci czynnosci oraz ustaleniu — poprzez rozwigzanie odpowiednich
zadan — optymalnych czasow realizacji przedsi¢wzi¢cia za pomoca dopuszczal-
nie uporzadkowanych frontow. Przypomnijmy, ze:

3 Jak juz méwilismy, nazwa metody ,jednoetapowe” zostala zaproponowana w pracach [15]
i[16]. Metody ,,dwuetapowe” zostaly po raz pierwszy przedstawione niezaleznie w pracach [6] oraz
[17]. W [13] przedstawiono jeszcze inny, nowy sposOb rozwiazywania probleméw rozdziatu
zasobow migdzy czynosci podzielne, sprowadzajacy si¢ do sformutowania i rozwigzania odpowied-
niego zadania programowania zero-jedynkowego, przy ktorym nie ma zadnego znaczenia typ
analizowanej sieci. W identyczny sposob postepuje si¢ bowiem w przypadku sieci stabo jak i silnie
spojnych.
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o frontem) czynnosci w_sieci S nazywa sic_kazdy taki niepusty zbior
CZynfosCi =iy, Uy, ..., 4y), 2¢ zadne dwie czynnosci danego zbioru nie leza na
“jednej Sciezce w S ([22], [5]),

— front dopuszczalny zasobowo charakteryzuje si¢ natomiast tym, ze laczne
zapotrzebowanie wszystkich czynnosci danego frontu na poszczegolne $rodki
‘nie przekracza ich zasobow,

— porzadkowanie dopuszczalne frontéw zapewnia zachowanie okreslonej
w sieci kolejnosci wykonywania czynnodci i polega na takim uporzadkowaniu
zbioru frontéw, aby dla kazdej pary frontéw f,, f,, takich, ze s <wfront f, nie zawieral
czynnosci poprzedzajacych w sieci czynnosci nalezacych do frontu f, ([22], [5])-

Okazuje sig, iz dopuszczalne uporzadkowanie frontow dla sieci stabo
spojnych nie zawsze jest mozliwe. Jak zauwazono w [22] w sieciach tego typu
mozna utworzyé takie pary frontow  f,= (41, %y2s-s u,) Oraz
= (U100 st Moa ) zawierajacych takie czynnosci u,;, t,j OTaZ iy, Uy, ze:

a) uwi<uuk
oraz

b) uy <ty

Symbolem < oznaczono relacj¢ poprzedzania w sieci czynnosci.

Z relacji a) wynika zatem, iz dla zachowania okreslonej w sieci kolejnosci
wykonywania czynnoéci front f,, powinien by¢ zrealizowany przed frontem f,,
z relacji za$ b) — iz kolejnoé¢ wykonywania tych frontow musi by¢ odwrotna.
Mamy zatem dwa sprzeczne postulaty uniemozliwiajace dopuszczalne uporzad-
kowanie zbioru frontéw zawierajacego takie fronty. Przez realizacj¢ frontu
bedziemy rozumieé realizacj¢ czynnosci nalezacych do danego frontu. Kazda
pare frontéw spelniajacych przedstawione wyzej warunki nazwano w [5]
frontami sprzecznymi. Najprostsza sie¢ zawierajaca fronty sprzeczne przed-
stawia rysunek 1a. Spo$rod wszystkich mozliwych do utworzenia dla tej sieci
frontéw czynnosci F={(a), (a, b), (a,d), (b), (b,c), (c), (¢, 4), (d)} mamy jedna pare¢
frontdéw sprzecznych; s3 to fronty (g, d) oraz (b, c).
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W takiej sytuacji, gdy zbior frontow zawiera fronty sprzeczne, czas realizacji
przedsigwzigcia za pomoca co najmniej jednego, dowolnego frontu z kazdej pary
frontéw sprzecznych musi by¢ zerowy ([22] s. 129). W literaturze mozna spotkac
kilka propozycji postgpowan zapewniajacych — bezposrednio lub posrednio
—spelnienie tego warunku. Omawiamy je w nastgpnych paragrafach opracowania.

4. Idea metody silnych uspojnien sieci

Pierwsza chronologicznie metoda wyznaczania dokladnego (optymalnego)
rozwiazania omawianego problemu rozdzialu zasobow odnawialnych w stabo
spojnych sieciach czynnosci polega na: |

1) utworzeniu na podstawie wyjsciowej stabo spojnej sieci czynnosci, droga
wprowadzania do niej czynnosci fikcyjnych, wszystkich — dopuszczalnych ze
wzgledu na wymagana kolejno$¢ wykonywania czynnosci — wariantow sieci
silnie spdjnych,

2) wygenerowaniu dla kazdej utworzonej w 1) sieci silnie spojnej zbioru
dopuszczalnych zasobowo frontow czynnosci lub zbioru dopuszczalnych fron-
tow maksymalnych. Mozna wykazac, ze zaden z utworzonych dla tych sieci
zbiorow frontow nie bedzie zawieral frontow sprzecznych ([5], s. 51). Wszystkie
za§ utworzone w ten sposob zbiory frontow stanowia wszystkie podzbiory
zbioru frontéw dopuszczalnych w sieci wyjsciowej powstajace przez eliminacj¢
jednego frontu z kazdej pary frontow sprzecznych,

3) utworzeniu i rozwiazaniu dla kazdego z utworzonych w 2) zbioru frontow
(dla kazdego wariantu sieci silnie spdjnej) zadania ([22], [5])*

Y, t;=minimum,

S eF

J
Y ty=d, dla ieU,
Iyies,

t,20 dla feF
lub w przypadku zastosowania metody frontéw maksymalnych zadania [11]%

Y, t;=minimum,
erF

* Przez F oznaczyliSmy zbiér dopuszczalnych frontéw czynosci w sieci S, przez f; = J-ty front
tego zbioru, a przez t; czas realizacji przedsigwzigcia za pomoca j-tego frontu czynosci.

5 F - to zbiér dopuszczalnych frontéw maksymalnych w sieci S, a fj — front j tego zbioru.
Zmienna t; oznacza w dalszym ciggu czas realizacji przedsigwzigcia za pomocg j-tego maksymal-
nego frontu czynnosci. Jednak interpretacja tej wielkosci jest nieco inna niz w przypadku zadania
poprzedniego (zob. [11]).
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Y, ;=d, dla iel,
fl:ie]'}

;>0 dla fieF,

4) wyznaczeniu harmonogramu realizacji przedsiewzigcia opartego na roz-
wiazaniu tego zadania w etapie 3), ktére daje najmniejszy czas realizacji
przedsn¢wz1@c1a (najmniejsza wartos¢ funkcji celu). Sposob wyznaczania har-
‘monogramu realizacji przedsiewzigé ztozonych z czynnosci podzielnych przed-
stawiono w [11].

Idea tej metody zostala sformulowana w pracy [22] (s. 129 - 130).

Proponuje si¢ tam jednak mylnie, aby rozpatrywac tylko te warianty sieci
silnie spojnych, dla ktorych dlugos¢ sciezki krytycznej nie przekracza dlugosci
Sciezki krytycznej w sieci wyjsciowej. Poprawne — cho¢ jedynie jednozdaniowe
— sformulowanie idei metody mozna znalezé np. w [16], s. 23, oraz w [18],
s. 49-50. Latwo mozna jednak podac przyklady takich przedsiewzigc, dla
ktorych rozwiazanie optymalne otrzymuje si¢ wlasnie dla tego wariantu sieci
silnie spdjnej, ktorego sciezka krytyczna jest dtuzsza od Sciezki w wyjsciowej
sieci czynnosci. Tak tez jest i w przypadku przedsigwzigcia opisanego siecia na
rysunku la. Dlugos¢ $ciezki krytycznej w tej sieci — Sciezki <1,2) <2,4)
— wynosi 7. Oba warianty silnego uspOjnienia sieci wyjsciowej przedstawiaja
rysunki 1b oraz 1c. W przypadku sieci przedstawionej na rysunku 1b przebieg
(i dlugosc) sciezki krytycznej nie ulega zmianie, natomiast w przypadku sieci
przedstawionej na rysunku 1c mamy nowa sciezke krytyczna; sciezke (1,2),
<2,3), {3,4) o dlugosci 9. Zgodnie z przytoczona wyzej propozycja Zuchowic-
kiego i Radczika [22] wystarczyloby zatem rozwazaé jedynie sie¢ przed-
stawiong na rysunku 1b. Tymczasem najkrotszy harmonogram realizacji
przedsigwzigcia — zakladajac, ze dostgpno$¢ zasobu wynosi 5 jednostek
— mozna zbudowaé na podstawie sieci przedstawionej na rysunku Ic;
uwzgledniajac w harmonogramie wyeliminowany w sieci na rysunku 1b front
(b,c). Optymalne harmonogramy dla sieci z rysunku 1b i 1c przedstawiaja
rysunki 2a oraz 2b (str. 60).

Szczegotowo omowimy teraz jedynie pierwszy etap postepowania; tworzenie
silnie spojnych sieci czynnosci. Problemy wyst¢pujace w pozostatych etapach sa
omowione doktadnie w innych opracowaniach (zob. np. [22, 5, 19, 15, 16, 11]).

Powtdérzmy zatem. Dana jest stabo spdjna sie¢ czynnosci. Nalezy utworzy¢
na podstawie tej sieci — droga wprowadzanla do niej odpowiednich czynnosci .
fikcyjnych — wszystkie dopuszczalne ze wzgledu na wymagang kolejnosc
wykonywania czynnosci sieci silnie spojne. Zal6zmy dodatkowo, iz zadna z sieci
silnie spojnych nie zawiera czynnosci fikcyjnych zbo;dnych do silnego uspoj-
nienia sieci; nie zawiera w zbiorze wprowadzanych do sieci czynnosci fikcyjnych
Tukow tranzytywnych Dla sieci na rysunku 1 taka czynno$cig bylaby przy-
ktadowo czynnosé (1,4).
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Wykazemy teraz, ze liczb¢ mozliwych do utworzenia sieci silnie spojnych
nie mozna ograniczy¢ przez wielomian rozmiar6w wyjsciowej sieci czynnosci;
przez wielomian liczby czynnosci lub liczby zdarzen w tej sieci. W tym celu
zauwazmy, ze silne uspojnienie sieci czynnosci polega na wprowadzeniu do niej
'czynnoscx ﬁkcyjnych w_taki sposob aby istniata Sciezka przechodzqca przez

stawnonq na rysunku 3 sieé czynnosm S 0 szorze zdarzen P={1,2,. n} oraz
zbiorze czynnosci

U={1, > G, nd:j=2,3,...., n—1}.

Zauwazmy, ze przez U oznaczamy zbior czynnosci utozsamianych z ich
numerami, a przez U — zbi6r czynnosci definiowanych jako pary {zdarzenie
poprzedzajace, zdarzenie nast¢pujace danej czynnosci). Na podstawie tej sieci
mozna utworzy¢ (n—2)! sieci silnie spojnych®. Wynika to z tego, ze na tyle
wlasnie sposobow mozna uporzadkowac liniowo zdarzenia 2,3,..., n—1, wpro-
wadzajac za kazdym razem do sieci wyjsciowej n—3 odpowiednio zorien-
towanych czynnosci fikcyjnych taczacych te zdarzenia. Wyklucza to oczywiscie
istnienie wielomianowych algorytmow tworzenia wszystkich sieci silnie spoj-
nych. Mowiac inaczej dowodzi, ze¢ omawiany tutaj problem generowania

 Poniewaz dla tej sieci liczba czynoSci m wynosi 2(n—2), wigc w stosunku do m liczba ta
wynosi (m/2—4)!.
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Rys. 3

wszystkich sieci silnie spojnych jest problemem N P-zlozonym. Mowiac dokladniej
—jako problem generowania jest to problem # P-zupelny (zob. np. [3], rozdz. 7).

Sie¢ przedstawiona na rysunku 3 jest jednoczesnie ta siecia, dla ktérej mozna
utworzyé najwigcej sieci silnie spojnych. Wynika to z tego, ze:

— n wierzcholkéw dowolnej sieci czynnosci mozna uporzadkowac liniowo
na n! sposobow, -

— zgodnie z zasadami porzadkowania t0polog1cznego zdarzenie poczat-
kowe sieci (wierzcholek minimalny) musi mie¢ numer 1, a zdarzenie kofcowe
(wierzchotek maksymalny) — numer n,

— tylko w przypadku sieci tego typu jak na rysunku 3 pozostale n—2
wierzcholki mozna uporzadkowaé¢ w dowolny sposob. Sposobow tych jest
wlasnie (n—2)\.

Otwartym problemem pozostaje skonstruowanie wyrazenia pozwalajacego
na dokladne ustalenie — dla danej sieci stabo spdjnej — liczby mozliwych do
utworzenia sieci silnie spojnych oraz zakwalifikowaniu problemu ustalania tej
liczby (problemu zliczania sieci silnie spojnych) do problemow latwych (prob-
lemow klasy 4 P) badz trudnych (probleméw 4 P-zupelnych).

S. Algorytm generowania silnie spéjnych sieci czynnosci
Opierajac si¢ na wynikach uzyskanych W poprzednim paragraﬁe zbudujmy

spojnych. Jego istota sprowadza si¢ do dwu operaql
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1) Generowania tych permutacji zdarzen, dla ktorych:

a) zdarzenie poczatkowe znajduje si¢ na pierwszej pozycji kazdej
permutacji,

b) zdarzenie koncowe znajduje si¢ na pozycji ostatniej,

c) pozycja kazdego zdarzenia, ktore w sieci poprzedzaja inne zdarzenia, jest
wyzsza od pozycji wszystkich zdarzen poprzedzajacych dane zdarzenie. Ponie-
waz — jak juz mowiliSmy — relacja poprzedzania w sieci czynnosci jest relacja
przechodnia, wystarczy przy tym badac jedynie pozycj¢ zdarzen bezposrednio
poprzedzajacych.

2) Rozpatrzeniu kazdej z wygenerowanych w 1) permutacji oraz wprowa-
dzeniu do sieci S czynnosci fikcyjnych <a, b) dla kazdej takiej pary zdarzen a, b,
ze b nastgpuje w permutacji bezposrednio po a — jesli w wyjsciowej sieci
czynnosci nie istnieje juz czynnosc¢ <a,b).

Dla realizacji pierwszej z powyzszych operacji wykorzystamy znana proce-
dure generowania permutacji polegajaca na tworzeniu kolejnych uporzad-
kowan droga pojedynczej transformacji sasiednich elementow ([7], s. 27 - 28).
Za pomoca tej procedury utworzymy wszystkie permutacje zbioru zdarzen,
wybierajac od razu uporzadkowania spelniajace postulat sformutowany w pun-
kcie 1c). Porzadek zdarzen spelniajacy ten warunek — a wigc kazde takie
uporzadkowanie zdarzen, ze dla (i, j) € U zdarzenie i poprzedza w uporzad-
kowaniu zdarzenie j — bedziemy dalej nazywac dopuszczalnym uporzadkowa-
niem zdarzen.

W przedstawionym nizej algorytmie — zapisanym w konwencji zblizonej do
jezyka PASCAL - stosujemy (poza zmiennymi pomocniczymi) nastgpujace
oznaczenia:

P [i] — numer zdarzenia stojacego w biezacej permutacji na pozycii i,

C[i] — biezaca pozycja zdarzenia i wzgledem zdarzen i+1, i+2,..., n,

PR [i] — zmienna logiczna przyjmujaca wartos¢ true, gdy zdarzenie i jest
przesuwane — w stosunku do permutacji poprzedniej — na pozycj¢ wyzsza,
a wartosc false przy przesuwaniu na pozycj¢ nizsza,

OK - zmienna logiczna informujgca o tym, czy wygenerowany porzadek
zdarzen jest dopuszczalny,

i(l), j() — zdarzenie poprzedzajace i zdarzenie nast¢pujace I-tej z kolei
czynosci w zbiorze U,

U — zbidr czynnosci w aktualnie generowanej sieci czynnosci,

a, b — para zdarzen, dla ktérych w danej permutacji nie jest zachowana
kolejnos¢ niezb¢dna dla dopuszczalnego ich uporzadkowania; kolejnos¢ a po-
przedza b.

Danymi algorytmu jest zbidr czynosci U oraz liczba wierzcholkow (n)
i lukow (m) w sieci.
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Algorytm generowania silnie spéjnych sieci czynno$ci

Procedure Nowa_sie¢ (P);
begin
U:=0;
forj:=1ton-1do
if j,j+1>¢0U then
U:=0+G,j+1)
end;
Procedure Sprawdz_porzadek (P, a, b, OK);
begin ;
1:=0; {nr czynnosci w U}
repeat
1:=141; k:=0; OK :=false;
repeat
k:=k+1;
if k=i(l) then OK :=true;
(* Spelnienie tego warunku oznacza, iz zdarzenie i(l) poprzedza
w biezacej permutaciji zdarzenie j(I) *)
until OK or (k=j(l));
(* Jezeli dla OK =false zachodzi k=j(l), to w biezacej permutacji
zdarzenie j (l) ,,pojawilo si¢” przed zdarzeniem i(l) *);
until not OK or (I=m);
if not OK then begin

a:=i(l) b:=j()
end;
end;
Procedure Permutacje (U, n, m);
begin
OK :=true;

fori:=1 to n do begin
EliE=13C[1]8=1"BR [1]*=1r1e;

end;

C[n—1] :=0; Nowa_siec (P); i :=2;

while i<n—1 do begin
5= = ()

while C[i]=n—1 do begin
PR[i] :=not PR[i]; C[i] :=1;
if PR[i] then X :=x +1;
ir=i+1;

end;

if i<n—1 then begin {transpozycja}
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if PR [i] then k :=C[i]+ X
else k :=n—i—C[i]+ X;
y :=P[k]; P[k] :=P[k+1]; P[k+1] :=y;
Ch]:=C[]+1L
if OK then begin
if (P[k+1], P[k])€U then
begin {b przestawiono przed a dla {a,b) e U}
OK :=false; a :=P[k+1]; b :=P[k];
end else
: Nowa_siec (P)
else
if (P[k]=a) and (P [k+ 1] =Db) then
begin {przywrocono wlasciwy porzadek zdarzen a, b}
Sprawdz_porzadek (P, a, b, OK);
if OK then Nowa siec (P);

end;
end; {if OK}
. end;  {transpozycji}
end; {while i<n—1}

end; :

begin (U, n, m) {poczatek algorytmu}
Permutacje (U, n, m)

end.

Glowna procedura algorytmu jest procedura Permutacje. Generuje ona
kolejne permutacje zdarzen, sprawdza, czy dokonywana transpozycja zdarzen
spowoduje niedopuszczalnos¢ uporzadkowania oraz czy powodujaca niedopu-
szczalnos¢ kolejnos¢ zdarzen a oraz b zostala w wyniku wykonanej transfor-
macji zachowana, czy tez ulegla zmianie. Procedura ta korzysta zdwu procedur
pomocniczych. W procedurze Nowa_siec wprowadza si¢ do sieci odpowiednie
czynnosci fikcyjne, natomiast w procedurze Sprawdz_porzadek ustala sig, czy
zapisane w tablicy P uporzadkowanie zdarzen jest dopuszczalne.

Poprawnos¢ algorytmu wynika z nastgpujacych przestanek:

a) algorytm generuje wszystkie permutacie,

b) z przyjetego w paragrafie 2 zalozenia o topologicznym uporzadkowaniu
czynnosci wynika, ze wyjsciowa permutacja zdarzen jest dopuszczalna (stanowi
dopuszczalne uporzadkowanie zdarzen),

c) kolejne z generowanych uporzadkowan sa dopuszczalne tak dlugo,
dopoki nie dokona si¢ transpozycji takich sasiednich zdarzen a oraz b, ze
{a,bYeU,

d) kolejne z generowanych uporzadkowan sa niedopuszczalne tak
dtugo, dopdki:
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— nie dokona sig¢ transpozycji tej pary zdarzen a oraz b, ktorych uprzednia
transpozycja spowodowala niedopuszczalno$é poprzednich uporzadkowan,

— uporzadkowanie pozostalych zdarzen (a jest to sprawdzane za pomoca
procedury Sprawdz_porzadek) jest dopuszczalne.

Dla zobrazowania sposobu dzialania algorytmu w tabeli 1 podajemy kolejne
wartosci niektorych zmiennych dla sieci czynnosci na rysunku la.

Tabela 1
P[1] P[2] P[3] P[4] OK a b | Wywotlane procedury
1 2 3 4 true Nowa_siec
2 1 3 4 false 1 2
2 3 1 4 false 1 2
2 3 4 1 false 1 2
3 2 4 1 false 1 2
3 2 1 4 false 1 2
3 1 2 4 true Sprawdz_porzadek
Nowa_siec
1 3 2 4 true Nowa._siec
1 3 4 2 true Nowa_siec
3 1 4 2 true Nowa_siec
g 4 1 2 true Nowa_siec
3 4 24 1 false 1 2
4 3 2 1 false 1 2
4 3 1 2 false 3 4 | Sprawdz porzadek
4 1 3 2) false 3 4
1 4 3 2 false 3 4
1 2 B2 3 false 3

Zbadajmy teraz zlozono$¢ obliczeniowa calego algorytmu. Dla procedury
Permutacje — z racji generowania wszystkich permutacji zbioru n—2 elemen-
towego — otrzymujemy (bez uwzglednienia wywolan procedur pomocniczych)
ztozonos$¢ rzedu O (n—2!). W procedurze Nowa_siec przeglada si¢ raz wszystkie
zdarzenia; ma wigc zlozonosé O (n). W procedurze Sprawdz_porzadek — w kran-
cowym przypadku — dla kazdej czynnosci przeglada si¢ wszystkie zdarzenia;
daje to zlozono$¢ O (nm). Zakladajac zatem, ze przy kazdej z wygenerowanych
permutacji sa wywolywane obie procedury pomocnicze, otrzymujemy zlozo-
nos¢ algorytmu rzedu O (m(n—1)!). Pewne zmniejszenie tej zlozono$ci mozna
uzyska¢, modyfikujac przedstawione procedury. Otwarta natomiast sprawa
pozostaje skonstruowanie algorytmu o zlozonosci liniowej wzgledem liczby
generowanych sieci, a wigc algorytmu generujacego nie wszystkie (jak czyni to
powyzszy algorytm), lecz jedynie dopuszczalne uporzadkowania zdarzen.

5 Badania operacyjne w zarzqdzaniu
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6. Istota metody eliminacji frontéw sprzecznych

Idea kolejnej — a zaproponowanej w [2] — metody wyznaczania optymalnego
rozwigzywania omawianego problemu rozdziatu zasobow odnawialnych mig-
dzy czynnosci podzielne w stabo spojne;j sieci czynnosci wynika bezposrednio ze
sformutowanej w paragrafie 3 uwagi, mowiacej, ze czas realizacji przedsig-
wzigcia za pomoca co najmniej jednego, dowolnego frontu z kazdej pary
frontow sprzecznych musi by¢ zerowy. Spelnienie tego warunku w omawianej
metodzie osigga si¢ przez:

1) Utworzenie dla wyjsciowej sieci czynno$ci wszystkich dopuszczalnych
zasobowo frontow czynnosci,

2) Wyznaczenie w utworzonym w 1 zbiorze frontow wszystkich par
frontow sprzecznych. Wstgpna wersj¢ algorytmu generujacego w dowolnym
zbiorze frontow czynnosci rodzing wszystkich par frontow sprzecznych przed-
stawiono w [12].

3) Sformulowanie i rozwiazanie zadania (por. [2]):

Y, t;=minimum,
fJeF
fJ:iEfJ

txt;=0 dla (f,f)€eFS,
t;20 dla fieF,

gdzie:

F jest zbiorem dopuszczalnych frontéw czynnosci w sieci S,

f; jest j-tym frontem tego zbioru,

t; jest czasem realizacji przedsigwzigcia za pomoca frontu f;,

FS jest zbiorem par wszystkich par frontow sprzecznych w zbiorze
frontow F.

Zauwazmy, ze optymalne rozwigzanie przedstawionego wyzej zadania
gwarantuje, iz wérod frontow o niezerowych czasach trwania nie bedzie frontow
sprzecznych. Ten sam efekt mozna oczywiscie osiggnaé, zastgpujac warunki
t;* t;=0 jednym warunkiem

Z (t;* tj)=0.
U, f)eFs

Ostatnim etapem post¢powania bedzie oczywiscie, jak we wszystkich meto-
dach opartych na frontach czynnosci:
4) Wyznaczanie harmanogramu realizacji przedsigwzigcia.
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7. Wyznaczanie frontow w slabo spo jnych sieciach czynnosci

Problem generowania frontdw czynnosci w stabo spojnych sieciach czynnosci
jest problemem NP-trudnym [16]. Wynika to przykladowo z tego, ze liczby
frontéow w takiej sieci nie mozna ograniczy¢ wielomianem rozmiardw sieci.
Tak jest rowniez w odniesieniu do sieci przedstawionej na rysunku 3. Liczba
wszystkich frontow w tej sieci wynosi 3™2—1 [8]. Wykazano roéwniez,
iz NP-trudny jest takze problem wyznaczania liczby frontow w dowolnej
sieci [1], [8].

Tutaj skonstruujemy algorytm wyznaczania dopuszczalnych frontow czyn-
nosci w dowolnej sieci czynnosci. Skorzystamy przy tym z przedstawionych
w [10] propozycji dotyczacych budowy takiego algorytmu. Inny algorytm
wyznaczania frontow czynnosci w dowolnej sieci zostal opisany w [9]. Jest to
algorytm ,macierzowy”. Stosujac go generuje si¢ najpierw wszystkie fronty
jednoelementowe, nastgpnie wszystkie dwuelementowe, potem tréjelementowe
itd. W [1] przedstawiono natomiast algorytm generowania wszystkich antylan-
cuchow w wierzcholkowej sieci czynnosci o zlozonosci O (ml), gdzie m jest liczba
tukow, a [ - liczba antylancuchow. Poniewaz tatwo mozna wykazad, iz kazdemu
antylancuchowi w sieci wierzcholkowej odpowiada wzajemnie jednoznacznie
pewien front czynnos$ci w sieci lukowej (a takie tutaj rozpatrujemy), wigc takze
i ten algorytm — po transformaciji sieci lukowej w sie¢ wierzchotkowa — mozna
wykorzysta¢ do generowania frontow czynnosci.

Na wstepie zalozmy — bez ograniczenia ogoélnosci rozwazan — Ze czynnosci
nalezace do kazdego frontu f= (i,i,,..., i,) sa uporzadkowane wedlug ros-
nacych numerow:

1l <L
Zauwazmy z kolei, ze fronty (k+ 1)-elementowe (k>1) mozemy tworzy¢
przez dodanie dla frontu k-elementowego takiej czynnosci, ktéra nie lezy
z zadng czynnoscia frontu k-elementowego na jednej Sciezce. Jezeli zatem

f={i¥, i%,..., i¥} jest frontem czynnosci, to czynnoscia k+ 1 takiego frontu
2 kS J VA
(k +1)-elementowego, ze

f={i*,i*,..., i*, i}
musi by¢ taka czynnos¢ i, ze:

k
ik+1€ () Ct,
1

gdzie
Ci={j:jeU A ~(i<)) A i<j}.

5%
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Korzystajac z tego spostrzezenia, mozna zbudowac wiele algorytmow
rézniacych si¢ szczegélowymi rozwigzaniami. W [10] zaprezentowano ideg
algorytmu generujacego najpierw wszystkie fronty jednoelementowe, nastepnie
wszystkie (niekoniecznie dopuszczalne) fronty dwuelementowe, wszystkie troje-
lementowe itd. Tutaj przedstawimy algorytm generujacy dopuszczalne fronty
czynnosci w kolejnosci leksykograficzne;.

Glowne etapy postgpowania sa nastg¢pujace:
1. Tworzenie macierzy incydencji wierzcholtkéw M = [my;],,, gdzie

{1, gdy G, j>eU,
Y0, gdy G jy¢U.

2. Wyznaczanie macierzy wierzchotkowego domknigcia tranzytowego
T= [tij]nxlu gdZie

_._{1, gdy pi<p;,
70, gdy ~(@:<p)

Symbolem < oznaczyliSmy relacj¢ poprzedzania w sieci czynnosci. Tak wigc
t;; jest rtowne 1, gdy w sieci § istnieje droga od zdarzenia p; do zdarzenia pj;
t;j=0, gdy takiej drogi nie ma.

3. Wyznaczanie dla kazdej czynnosci i, j» € U zdefiniowanego wyzej zbioru
C., j»; zbioru jej ,,nienastgpnikow’:

C(i_j>={<l,k>: <l,k>EU A [(l=l A k>j) \% (l>l A tﬂ=0)]}.

Zbiory C;, ;, mozna takze wyznacza¢ bezposrednio z macierzy tranzytyw-
nego domknigcia lukowego. Wowczas C<1,j>={i:t~ij=0}, gdzie T jest macierza
tranzytywnego domknigcia tukowego. Poniewaz liczba tukow we wszystkich
nietrywialnych sieciach czynnosci jest wigksza od liczby wierzcholkow, wigc dla
zmniejszenia zlozono$ci obliczeniowej odpowiednich procedur korzystamy
tutaj z macierzy domknigcia wierzcholkowego.

4. Wyznaczanie dopuszczalnych frontow czynnosci w kolejnosci wynikajacej
z regul porzadkowania leksykograficznego.

Istote procedury wyznaczania frontow przedstawimy na przykladzie fron-
tow ,,rozpoczynajacych” si¢ czynnoscia i (na poczatku i=1). Po wyznaczeniu
wszystkich frontow tego typu przechodzi si¢ do wyznaczania frontow ,,rozpo-
czynajacych” si¢ czynnoscia i+ 1, a potem czynnoscia i+2, i+3,..., m:

a) utworz front zawierajacy czynnosc i; zapisz go, poniewaz z zalozenia
jest to front dopuszczalny; jezeli C;=0, przejdz do generowania frontow
»zaczynajacych” si¢ czynnoscia i:= i+1. Jezeli i bylo rowne m — koniec
procedury;
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b) sprawdz, czy bedzie dopuszczalny utworzony uprzednio front rozszerzony
0 pierwsza nieanalizowana czynnos¢ ze zbioru C;; zbioru ,nienastepnikow”
czynnosci i (na poczatku jest to pierwsza czynnosc z tego zbioru); jezeli tak, to
zapisz ten front i przejdz do c); jezeli nie, powtorz analize¢ dla nastepnej
czynnosci ze zbioru C;; jezeli dla zadnej czynnosci z tego zbioru nie mozna
utworzy¢ frontu dopuszczalnego, przyjmij i := i+ 1 oraz przejdz do a);

c) sprawdz, czy pierwsza z nieanalizowanych w tej serii badan czynnos$c ze
zbioru C; (niech begdzie to czynnos¢ j*) nalezy do zbioru ,nienastepnikow”
wszystkich czynnosci nalezacych juz do tworzonego frontu (oczywiscie poza i).
Bedzie to oznaczalo, ze czynnos¢ ta nie lezy na jednej Sciezce z zadna
z poprzednio wprowadzonych do frontu czynnosci; tworzy wigc z nimi front
w sieci S; jezeli tak, przejdz do d) — jezeli nie, wez do analizy nastgpna czynnosé
ze zbioru C;; gdy analizowana czynno$¢ byla ostatniag czynnoscia zbioru C;:

— usun z tworzonego frontu ostatnig z wprowadzonych do niego czynnosci
(gdy nie jest to ostatnia czynno$¢ w C,) lub dwie ostatnie czynnosci (gdy ostatnia
czynno$¢ w generowanym froncie jest takze ostatnia czynnoscia w C)),

— rozpocznij analiz¢ w ¢) od tej czynnosci, ktora w zbiorze C; jest nastgpna
po ostatniej z czynnosci usunigtych z tworzonego frontu,

d) sprawdz dopuszczalnos$¢ frontu poszerzonego o czynnosé j*; jezeli jest
dopuszczalny, to go zapisz; przejdz do c).

PASCAL-o podobny zapis odpowiednich procedur zamieszczamy ponizej.
Danymi algorytmu sa:

U={(i, j>} - zbidr czynnosci w sieci S,

m, n — liczba czynnosci i zdarzen w sieci,

D=D[j] — wektor dostgpnosci srodkow,

q — liczba srodkow,

Z=7iT1%1] — macierz zapotrzebowan czynnosci na $rodki,

PW=PW [k] - wektor numerdw pierwszych czynnosci wychodzacych

z kolejnych zdarzen. Z zalozenia PW [n]=m+ 1.
Pozostale oznaczenia:
M=M{[], j] — macierz incydencji wierzchotkdw w sieci S,
T=TI[ij] - macierz tranzytywnego domknigcia wierzcholkowego,
C=C{l] — zbiory ,,nienastepnikow” kolejnych czynnosci.

Zakladamy, ze czynnoSci w tych zbiorach sa uporzadkowane wediug
rosngcej numeracji, a C[1,j] jest j-ta czynnoscia w zbiorze ,nienastepnikow”
czynnosci l.

Przez |C[1]| oznaczamy liczebno$¢ zbioru ,,nienastgpnikow” tej czynnosci,

F - aktualnie generowany front czynnosci. F[k] jest k-ta czynnoscia
tego frontu,

dfc — liczba czynnosci nalezacych w danym momencie do frontu F,

i(l), j (I) — zdarzenie poprzedzajace i nastgpujace czynnosci L.
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Algorytm generowania frontéw czynnoSci

(+ Opracowany przez autora program obliczeniowy ,,FRONTY” pozwalajacy wyznaczy¢ za
pomoca mikrokomputeréw typu IBM PC m. in. wszystkie lub tylko dopuszczalne fronty czynnosci
w dowolnych sieciach czynnosci jest dostgpny w Centrum Informatyki AE Poznan. Opis programu
jest natomiast zawarty w [14]#)

Procedure Macierz_Incydencji:
begin
fori:= 1tondo
forj:= 1tondo
if (¢i,j> € U) or (i=j) then
MI[i,j] := 1lelse M[ij] := 0;
end;
Procedure Domknigcie_Tranzytywne;
(* Procedura ta oparta jest na znanym algorytmie Warshalla [21]+)
begin
fori:= 1tondo
forj:=1tondo
if T[j,i] <> 0 then
for k := 1 to n do begin
T[,k]:= T, k]+T[i,k];
IS L] SR 0ithenil [k ] =13

end;
end;
Procedure Nienastgpniki;
begin
for 1 := 1 to m do begin
il:=i(h+1;

fork := 141 to PW [il] -1 do
ClHE=ECTIT kS

j=j

for k := il to n do
if T[j,k]=0 then

fori:= PW[k] to PW [k+1]—1 do
GiHE=1C 1100
end;
end;

Function Pozycja (C[i],]): integer;
{Pozycja czynnosci j w zbiorze C[i]}
begin

if j=0 then Pozycja := 0
else begin
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K= ON1E=R0;
repeat
k:=k+1;
if j=C[ik] thenl:=k
until | <> 0;
Pozycja := 1;
end;
end;

Function Dopuszczalny (F, dfc, k) :boolean;
{Sprawdzanie dopuszczalnosci frontu F uk}
begin

OKSi=ktrueijii="0;

while OK and (j <=q) do begin

ji=i+0
if ¥ Z[i,j1+Z[k,j1>D[j] then OK := false
ieF
end;
Dostepny := OK;

end;

Procedure Fronty_Czynnosci;
begin
for 1 := 1 to m do begin
dick =1}
F[1]:= ; F[2]:= 0;
writeln (F [1]);
if |C[1]|>0 then
repeat
for j := Pozycja (C[1], F[dfc+1])+1 to |C[1]] do
if dfc=1 then begin
if Dopuszczalny (F, dfc, C[1,j]) then begin
F[2]:= C[Lj}; F[3]:= 0

dfc := dfc+1;
writeln (F[1], F[2]);
end;

end
else {dfc> 1} begin
k:= 1; OK := true;
repeat
ki= k4 1;
if C[1,j]¢C[F [k]] then OK := false
until not OK or (k=dfc)
if OK and Dopuszczalny (F, dfc, C[l,j]) then begin
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dfc := dfc+1;
F[dfc] := C[L,j]; F[dfc+1] := 0;
writeln (F[1],..., F [dfc]);
end;
end;
if F[dfc]=max C[l,j] then

dicii= dfcj—2 else dfc := dfc—1;
until dfc <=0;
end;
end;
begin (m, n, U, D, q, Z, PW) {Poczatek algorytmu}
Macierz_Incydencji;
90 o= Wk
Domknigcie_Tranzytywne;
Nienastepniki;
Fronty_Czynnosci;
end.

Dla zobrazowania przebiegu obliczen wykonanych za pomoca procedury
Fronty_Czynnosci w tabeli 2 podajemy wartosci kilku najwazniejszych zmien-
nych dla poczatkowych iteracji przy wyznaczaniu frontow dla sieci przed-
stawionej na rysunku 4.
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Przed analiza tabeli zauwazmy, ze:
Cl=12 347364748 | Gy ={3R4F5 T R}

Cy=1{4¥5, 6, 8); Cr={526/¥ }!
C,={6, 7, 8); Ce={7, 8);
C7 = {8}; Cs = g.
Tabela 2
IR EC LI TISE LSS E [2 ]| B E SR E{4] MR OK: dfc Uwagi
1 0 1 |frontl
1 2 1 2 0 true 2 | front2
2 3 1 2 3 07 true 3 |front3
3 4 1 2 3 4 true 4 | front 4
4 6 1 2 3 4 false 6¢C,
5 7 1 2 3 4 false 71¢C,
6 8 1 2 3 4 false 8¢C,
koniec petli j 3
5 7 1 2 3 4 false T7¢C,
6 8 1 2 3 8 true 4 | front5
koniec petli j ’)
3 4 1 2 4 0 true 3 | front 6
4 6 1 2 4 0 false 6¢C,
5 14 1 2 4 7 true 4 | front 7
6 8 1 2 4 7 false 8¢C,
koniec petli j 3
6 8 1 2 4 7 false 8¢C,
koniec petli j
5 7 1 2 7 0 true 3 | front8

Poprawnosé przedstawionego wyzej algorytmu wyznaczania frontéow czyn-
nosci wynika z dwu faktow:

1. w [10] udowodniono, ze algorytmy generowania frontow czynnosci
oparte na wyznaczaniu przekrojow zbiorow C; — zbiordéw ,nienastgpnikow”
poszczegolnych czynnosci — a tego typu jest tez prezentowany wyzej algorytm,
wyznaczaja wszystkie fronty czynnosci w dowolnych, kanonicznych sieciach
czynnosci,

2. prezentowany tutaj algorytm tworzy wszystkie fronty jednoelementowe
oraz tworzy i bada pod wzgledem dopuszczalnos$ci zasobowej wszystkie z tych
frontéw (k+ 1)-elementowych f= {i¥, i%,..., if, i} (dla k>1):

a) ktore mozna wyznaczy¢, korzystajac z reguly mowiacej, ze:

k
ke1€ ) C?f ,

r=1

b) dla ktorych dopuszczalny jest front f={i¥, if,..., i¥}.
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Mowiac inaczej, algorytm ten tworzy wszystkie te dopuszczalne fronty
czynnosci, ktore mozna utworzyc, korzystajac z reguly podanej w 2a). Omawia-
ny algorytm nie jest z oczywistych wzglgdow algorytmem wielomianowym
wzgledem rozmiaréw wyjsciowej sieci czynnosci. Jest natomiast o tyle efektyw-
ny, ze jego zlozonos¢ obliczeniowa jest prawie liniowa w stosunku do liczby
frontow w sieci S. Dokladnie rzecz biorac, jego zlozono$¢ jest rowna sumie
zlozonosci procedury Fronty_Czynnosci — a zlozonos¢ tej procedury wraz
z wywolanymi przez nig procedurami pomocniczymi jest wlasnie liniowa
wzgledem liczby frontow — oraz ztozonosci procedur Macierz_Incydencii,
Domknigcie_Tranzytywne i Nienastepniki — a zlozonosc¢ tych procedur wynosi
0 (n%). Zlozono$¢ calego algorytmu wynosi zatem O (kn?), gdzie k jest liczba
frontow czynnosci, a n liczba wierzcholtkow w sieci S.

Literatura

[1] Ball M. O., Provan J. S., Calculating bounds on reachability and connectedness in stochastic
networks, Networks 13 (1983).

[2] Dubina A., Minimalizacja czasu realizacji przedsigwzigcia opisanego siecia stabo spojng przy
uwzglednieniu rozdzialu zasobow, Zeszyty Naukowe Instytutu Organizacji Przemystu Maszy-
nowego 2/88 (maszynopis artykutu).

[3] Garey M. R., Computers and Intractability — A Guide of the Theory of NP-Completness,
W. Freeman, San Francisko 1979.

[4] Gedymin O., Dubina A., Zagadnienia alokacji frodkow w planowaniu sieciowym, Wydawnict-
wa Uczelniane Politechniki Lubelskiej, Lublin 1983.

[5] Ignasiak E., Programowanie sieciowe, PWE, Warszawa 1972.

[6] Lawler E. L., Labetoulle J., On preemptive scheduling of unrelated processors by linear
programming, Journal of the ACM, 4 (1978).

[7] Lipski W., Kombitoryka dla programistow, WNT, Warszawa 1982.

[8] Kamburowski J., O zlozonosci obliczeniowej wybranych probleméw budowy i analizy
sieciowego modelu przedsigwzigcia, w: Problemy budowy i zastosowania modeli ekonomicz-
nych, SGPiS, Warszawa 1987.

[9] Kobus K., O pewnym algorytmie leksykograficznego porzadkowania frontow w zagadnieniach
programowania sieciowego, Przeglad Statystyczny R. XXIX, 1982, z. 1/2.

[10] Rzemykowski Z., Algorytm tworzenia i porzadkowania frontéw czynnosci, Przeglad Statys-
tyczny, R. XXVII, 1980, z. 1/2.

[11] Rzemykowski Z., O metodzie frontéow maksymalnych, Przeglad Statystyczny, R. XXXIII,
1986, z. 4.

[12] Rzemykowski Z., ,Jednoetapowe” metody optymalnej alokacji zasobow odnawialnych
w stabo spojnych sieciach czynnosci, w: Teoria grafow i jej zastosowanie do optymalizacji
przedsigwzigé inwestycyjnych i badawczo-rozwojowych. Opracowanie w ramach CPBP
10.09, AE Poznan 1988 (maszynopis).

[13] Problem optymalnego rozdziatu zasobow odnawialnych migdzy czynnosci podzielne jako

zadanie PCL (przy pojedynczych sposobach wykonywania czynnosci), w: Teoria grafow i jej

zastosowanie do optymalizacji przedsigwzigc inwestycyjnych i badawczo-rozwojowych. Opra-
cowanie w ramach CPBP 10. 09, AE Poznan 1990 (maszynopis).




ZASTOSOWANIE METOD JEDNOETAPOWYCH 15

[14] Nowa wersja programu fronty czynnosci, w: Teoria grafow i jej zastosowanie do optymalizacji
przedsigwzigé inwestycyjnych i badawczo-rozwojowych. Opracowanie w ramach CPBP
10.09, AE Poznan 1990 (maszynopis).

[15] Slowinski R., Two approaches to problem of resources allocation among project activities
— a comparative study, Journal of the Operational Research Society, vol. 8 (1980).

[16] Slowinski R., Algorytmy sterowania rozdzialem zasobow roznych kategorii w kompleksie
operacji, Seria Rozprawy nr 114, Wydawnictwo Politechniki Poznanskiej, 1980.

[17] Slowinski R., Weglarz J., Minimalno-czasowy model sieciowy z r6znymi sposobami wykony-
wania czynnosci, Przeglad Statystyczny, R. XXIV, z. 3 (1977).

[18] Weglarz J., Sterowanie w systemach typu kompleks operacji, PWN, Warszawa-Poznan 1981.

[19] Weglarz J., Blazewicz J., Cellary W., Slowinski R., An automatic revised simplex method for
constrained resource network scheduling, ACM Transactions and Mathematical Software,
vol. 3 (1977).

[20] Ullman J. D., Ztozono$é obliczeniowa problemow szeregowania, w: Teoria szeregowania
zadan, red. E. F. Coffman, WNT, Warszawa 1980.

[21] Warshall S. A., Theorem on Boolean Matrices, Journal of the Association of Computing
Machinery, vol. 9 (1962).

[22] Zuchowicki S. I, Radczik L. A., Matematiczeskije metody setewogo planirowania, Nauka,
Moskwa 1965.




