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Wstep

W artykule zaprezentujemy pewien oryginalny dowdd zasadniczego tWiC_r'
dzenia matematyki finansowej'. Twierdzenie to ma wielkie znaczeni®
w nowoczesnej matematyce finansowej — przy probabilistycznym modelo”
waniu rynku finansowego oraz przy wycenie instrumentow pochodnYCh'
Zasadnicze twierdzenie podaje opis modeli rynku, w Kktérych nie ma
mozliwosci arbitrazu, czyli takich, na ktérych inwestor nie moze osiugﬂ‘f
dowolnie duzych zyskoéw bez ponoszenia ryzyka. W najczesciej spotykﬂ“_eJ
postaci? twierdzenie méwi, Ze na rynku nie istnieje mozliwo$é arbitraZV
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje pewna miara probabilistyczna, wzglf}de'_n
ktérej zdyskontowane ceny akcji sq martyngalami, czyli nie przejaWizlJa
systematycznej tendencji do ruchéw w goére ani w dol. Twierdzenie méd
zatem zwigzek z teorig rynku efektywnego [6]. Mowi bowiem, ze przy brakV
mozliwosci arbitrazu inwestowanie na rynku mozna rozpatrywaé jako g
sprawiedliwia,

: . . : 9].
Ang. First Fundamental Theorem of Financial Mathematics. Zobacz np. [l)'l ;
W artykule twierdzenie sformutujemy w nieco ogélniejszej postaci, poslub‘“J‘l
)
si¢ pojeciami jadra wyceny i1 numéraire. P6jdziemy zatem droga sugerowang W (8]:

|
v
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Twierdzenie ma takze istotne znaczenie dla wyceny instrumentéw
Pochodnych. Wynika bowiem z niego, Ze cen¢ instrumentu pochodnego
Mozna wyrazié¢ jako warto§¢ oczekiwang jego wyplat, liczong wzgledem
Pewnej miary probabilistycznej. Zasada ta pozwala w pewnych wypadkach
Wyznacza¢ wzory na ceny instrumentéw pochodnych, na przykiad takie jak
Wzor Blacka-Scholesa, opisujacy ceng opcji na akcje ([20], rozdz. 6).

Na zasade, ktora kryje sie za zasadniczym twierdzeniem, pierwsi
Zwrécili uwage J.C. Cox i S.A. Ross w artykule [3]. Pierwsze sfor-
Mutowanie i dowdd twierdzenia (dla modeli ze skoficzong przestrzenia
2arzefi elementarnych) pojawito si¢ jednak dopiero w artykule [7]. Na
dowdd twierdzenia w przypadku og6lnym trzeba bylo czeka¢ ponad dziesigé
lat, Pierwszy taki dowod podali R. C. Daland, A. Morton i W. Willinger
Wartykule [4]. Inne dowody mozna znalez¢ w artykutach [9], [15] oraz [17].

Dla modeli ze skoficzong przestrzenig zdarzeri elementarnych dowéd

“asadniczego twierdzenia jest do$é prosty i sprowadza si¢ do zastosowania
Pewnych twierdzen o rozdzielaniu zbioréw wypuklych w przestrzeniach
Skoficzenie wymiarowych. Dowéd w wersji ogélnej wymaga zastosowania
basziej subtelnych Srodkéw?. W artykule wykazemy, ze jezeli przestrzen
2darzen elementarnych jest przeliczalna, to dowéd mozna przeprowadzié
Podobnie jak w modelu ze skonczong przestrzenig zdarzen elementarnych,
ten, wykorzystujac twierdzenia o oddzielaniu.
W artykule przypomnimy niezbedne pojgcia stosowane w matematyce
_fmanSOWCj, sformutujemy model rynku papieréw wartoSciowych, zdefiniu-
Smy pojecia arbitrazu, modelu bezarbitrazowego, jadra wymiany i réwno-
Wazne; miary martyngatowej, sformutujemy i udowodnimy zasadnicze
“Wierdzenie,

1. Model rynku

_ROZWaZamy model rynku papieréw wartoSciowych z czasem dyskretnym

l SkOflczonym. Na rynku mozna handlowa¢ tylko w okre§lonych momen-

tach, Horyzontem czasu jest zbiér momentéw, w ktérych mozna dokonywaé

tranSilkcji na rynku. Oznaczamy go przez T=/{0, 1, ..., T}, gdzie T < + co.
Odel rynku opisany jest na pewnej przestrzeni probabilistycznej. Mamy

OJ?“}’ zbior zdarzen elementarnych Q, pewna o-algebre jego podzbior6w
Oraz miare probabilistyczna P: % — [0, 1].

' Na przyktad miar Esshera, jak w przypadku dowodéw podanych w [9] i [15].

l6 M
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Kolejnym elementem modelu jest filtracja F. Jest to rosnacy (w sensi¢
inkluzji, tj. &, < &, , ) ciag g-algebr

F={%F, F,, .., Fr},

gdzie &, opisuje mformaqe dostepng dla inwestora* w chwili 7. Mozemy
przyjaé, ze Fr=%. W przeciwnym wypadku mozemy bowiem zastapi¢
g-algebre & ostatnim elementem filtracji &

Na rynku handluje si¢ d r6znymi papierami wartosciowymi. Ceng i- tego
papieru wartoSciowego w chwili 7 oznaczamy przez S,. i, Ceny wszystleh
papieréw wartoSciowych w chwili ¢ opisuje wektor S = (8552 5)
Ceny papieréw wartoSciowych tworza wektorowy, d-wymlarowy proCCS
stochastyczny S: Q x T — R% Zakladamy, ze proces S jest adaptowany”’ dO
filtracji F.

Papiery wartoSciowe, ktérymi handluje si¢ na rynku, bedziemy nazywac
umownie akcjami, choé mogg to by¢ takze inne papiery warto$ciowe
(obligacje, kontrakty terminowe itp.). Dla dalszych wywodéw istotne jest L0
ze inwestor moze posiada¢ zaréwno dodatnie, jak i ujemne ilo$ci oplsanyC
papieréow wartoSciowych. Mozliwa jest zatem ich krétka sprzedaz. Dla
aktywoéw takich jak towary na gieldach towarowych nie zawsze jest (0
mozliwe. W takim wypadku zalezno$¢ opisywana przez zasadnicze twiel”
dzenie nie zachodzi (zob. [12] lub [14], rozdz. 4). :

Ceny wszystkich akcji sa zawsze nieujemne. Akcje, ktérej cena przyl)
muje zawsze (w kazdym momencie i w kazdej mozliwej sytuacji na rynkU)
warto$ci dodatnie, nazywamy numéraire. Przyjmujemy konwencjg, ze JeSh
numéraire istnieje, to jest nim akcja o numerze 1, S*. Procesy stochastyczn®
S', gdzie

(el

Srasi?
:S—‘tLl’ l=1, very da t=0’ 225 T’

nazywamy procesami zdyskontowanych cen akcji. Zdyskontowane ceny
wszystkich akcji opisuje proces wektorowy S, gdzie S =(1, S2 S3 S ):
Jest to proces adaptowany do filtracji F.

4 Na temat modeli rynkéw finansowych zobacz: [5], [14], rozdz. 3, [19] lub [20]’
rozdz. 5. Informacje na temat przestrzeni probabilistycznych z filtracja mozna znale
w [10] i [18].

3 Proces S jest adaptowany do filitracji F, gdy zmienna losowa S, jest @,-micl‘lﬂl”a
dla kazdego t € T.
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Najczesciej przyjmuje sig, ze w modelu istnieje papier warto§ciowy
0 dodatnich cenach. Zazwyczaj jako numéraire bierze sie proces konta
barlkowego lub cen¢ obligacji wolnej od ryzyka. W tym artykule rozwazamy
takze przypadki, w ktérych taki papier warto§ciowy nie istnieje. W zwiazku
Ztym musimy przyjaé¢ nastepujace zalozenie:

Zalozenie 1 (istnienie rynku). Nie istnieje taki moment ¢ € T i taki zbi6r
A€ F, gdzie P(A)>0, ze S,=0 na zbiorze A.

Zatozenie méwi, ze kazdej chwili i w kazdym mozliwym stanie rynku
¢€na co najmniej jednego papieru wartosciowego jest dodatnia.

2, Strategie inwestycyjne i arbitraz

Inwestor moze kupowa¢ lub sprzedawa¢ dowolna liczb¢ akcji. Przyjmujemy
“atem zatozenie, Ze akcje sa nieskoriczenie podzielne i nie ma zadnych
O8raniczeri na krétka sprzedaz. Przez 0! oznaczmy liczbe i-tej akcji, jaka
Nwestor posiadat na korncu okresu z. Caly portfel inwestora na koncu
Okresu ¢ opisuje wektor 0,=(0;, 07, ..., 09). Strategia inwestycyjng nazywa-
iy dowolny, prognozowalny®, d-wymiarowy proces stochastyczny
5:0x(1,2,"., T} > R".
Wartosé strategii 0 w chwili ¢ wynosi

d
V.()= ). 0/ S/=8,-S, (1)
i=1
8dzie kropka oznaczamy iloczyn skalarny dwéch wektoréw. Zyskiem
Slrategij inwestycyjnej 0 do chwili # nazywamy warto§¢ wyrazenia

t

d t
G(0)=3, ¥ 0iASi= Y 0,AS, @

s=1i=1 s=1

8dzie AS!=8i—8!_| jest przyrostem ceny i-tej akcji w chwili s, a AS, jest

“ektorem przyrostéw cen akcji w chwili s: AS =(AS!, ..., ASY).
Interesujq nas tylko strategie, do ktérych inwestor nie doktada ani nie

WyCOije pieniedzy w innych momentach niz t=01¢=7. W kazdym innym

6 Lo ,
 Proces stochastyczny 0 nazywamy prognozowalnym, je§li dla kazdego t>0

; ilcmlﬂ losowa 0, jest %, _ -mierzalna, czyli warto$¢ procesu dla momentu ¢ znana jest
W chwili 7—1.
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momencie ¢ warto$¢ portfela kupowanego przez inwestora w chwili £ powin-
na byé réwna wartosci portfela, ktéry inwestor przetrzymat od chwili £—1:
Oznacza to, ze w kazdym momencie ¢ € T powinien by¢ spetniony warunek

0,_,:S,=0,-S, 3)

Strategie inwestycyjne, ktére spetniaja warunek (3) nazywamy samofinal-
sujacymi. Jak tatwo sprawdzi¢, warunek (3) mozna takze zapisa¢ jako

0,-AS,=AV,(0), 4

gdzie AV,(0)=V,(0)—V,_,(0).

Mozliwosciq_ arbitrazu nazywamy strategiec samofinansujaca 0, ktord

spelnia nast¢pujace warunki:
@) Vo(0)=0,
(i)  Vy(0)=0 oraz P(V,(0)>0)>0.

Strategia, ktéra jest mozliwoS$cig arbitrazu, umozliwia osiagnigcie ZySku
bez inwestowania kapitatu i bez narazania si¢ na ryzyko. Taka mozllWosc
jest oczywiScie nierealistyczna. W realistycznym modelu rynku mozliwos¢
arbitrazu nie powinna zatem istnie¢. Méwimy wéwczas, Ze rynek jest wolny
od arbitrazu lub bezarbitrazowy.

Méwimy, ze w modelu istnieje lokalna mozliwos¢ arbitrazu w chwill
>0, jesli istnieje %,_ ,-mierzalna zmienna losowa i : Q — R taka, 7€

PGS, =0)=1 &)
oraz

W-AS,>0 i P@-AS,>0)>0. (0)

Miar¢ probabilistyczng Q: % — [0, 1] nazywamy rdwnowazng, miark
martyngatowaq, jesli spetnia nast¢pujace warunki:

IO Q~P,tj. VAeF, P(A)>0=Q(A)>0,
(I)  EQ9S,|%,_,1=S,., oraz EQ[|S|]<0 dlat=1, ..., T.
Zapis E? oznacza warto$¢ oczekiwang liczong wzgledem miary Q
Warunek (II) moéwi, ze zdyskontowany proces cen S jest martyngﬂfe"
wzgledem miary Q. Warunek (I) oznacza, ze miara Q jest réwnowazn

mierze P, czyli obie miary nadajg zerowe prawdopodobieristwa tym samy™”
zdarzeniom.
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~ Adaptowany proces stochastyczny H:Q x {1, 2, ..., T} — R nazywamy
Jadrem wyceny, jezeli spetnia nastepujace warunki:

- P(H,>0)=1 dla kazdego t€{l, 2, ..., T},

- E[H,|%,_,]1<oo dla kazdego te{l, 2, ..., T},

SVE [ H, S anl= 52 dla‘kazdepgaiz e il D ST &

Jezeli w modelu istnieje rownowazna miara martyngalowa, to proces

dQ
Sl {P
HI= :S'_ll dQ(
1

ISt jadrem wyceny. Jak zobaczymy w twierdzeniu 3, jezeli w modelu
Stnieje jadro wyceny oraz papier wartoSciowy, ktérego ceny sa zawsze
dodatnif:, to mozna w nim skonstruowa¢ réwnowazng miar¢ martyngatowa.

3. Pewne zaleznosci

Ud0W0dnimy teraz kilka zalezno$ci, ktére beda nam potrzebne do dowodu
“Sadniczego twierdzenia.

LEMAT 1. Niech F bedzie o-algebra podzbioréw przeliczalnego zbioru
- Istnieje przeliczalna rodzina P, podzbioréw zbioru Q, ktéra spetnia
"astepyjace warunki:
i) ?c,
() A,A,ePAA, #4,=A4,nA,=0,
(i) Be%F = istnieje podrodzina P, < P taka, ze B= UAG(,P‘A.
ke Dowéd. Beda nas interesowaé podzbiory g-algebry &% spelniajace
arunkj (i) i (i1) lematu i takie, ze suma wszystkich ich elementow wynosi
*Maczej mowiac, interesujg nas podziaty zbioru Q elmentami o-algebry &.
akie podziaty istnieja. Jednym z nich jest jednoelementowa rodzina {Q}.
'2ez A oznaczymy rodzing wszystkich takich podzialéw:

A=14 < F: 4 spetnia warunek (ii) i U A=0r, (7)

Aed
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WprowadZmy nast¢pujacy porzadek w zbiorze A:
VA BeA: A>BVAeAIBeB: AcB. &)

Jak tatwo sprawdzié, tak zdefiniowana relacja > jest zwrotna, przechodnid
1 stabo antysymetryczna, a wigc stanowi porzadek w zbiorze A.
Rozwazmy dowolny podzbiér B < A taki, ze B jest liniowo uporzad-
kowany przez relacje >. Wykazemy, ze istnieje element h(B) € A taki, 2¢
h(B)>% dla kazdego % € B. Innymi stowy, kazdy liniowo uporzadkowany
podzbiér zbioru A jest ograniczony z géry. Niech C= ( ) 9. Dla dowolnego

BeB
w € Q rozwazmy te wszystkie elementy rodziny C, ktére zawieraja w. Jest

ich tylko przeliczalnie wiele i naleza do %, a zatem takze ich iloczyn jest
elementem g-algebry &. Oznaczmy

h(w)= (| B. )

BeC
Bow
Zbiér h(B) = {h(w): w € Q} jest szukanym ograniczeniem gérnym dla B-
Wykazali$émy, ze w zbiorze A kazdy podzbiér liniowo uporzadkowany
ma ograniczenie gorne. Na podstawie lematu Zorna ([11], s. 92), w zbiorz®
A istnieje element maksymalny o1, czyli taki, ze jesli d>dl, to A=
Rodzina A spelnia warunki (i) i (ii), jako element A. Jest przeliczalﬂaj
poniewaz zbior Q jest przeliczalny, a kazdy zbior z o zawiera co najmﬂi'eJ
jeden element w € Q. Pozostaje sprawdzié, czy o spelnia warunek (iii)-
Wezmy dowolny Be . Rodzina {B, Q\B} nalezy do A, a zate™
A ={B, Q\B}, czyli dla kazdego Aed albo A < B, albo A AB=9
Wystarczy zauwazyc¢, ze
B=\{] A,

Aed
AcSB

Mamy zatem P=5. m

Rodzing %, o ktérej mowa w lemacie 1, nazywamy podziatem zbiort
Q zwiqzanym z o-algebrq. &. Lemat ten méwi, ze o-algebre F tworzd
wszystkie sumy elementéw podziatu . Zachodzi nastgpujacy zwiaZC}f
mi¢dzy zawieraniem si¢ o-algebr a zawieraniem si¢ zwiazanych z nim!
podziatow:

LEMAT 2. Niech % i G beda_a-algebrami podzbioréw przeliczalnes’
zbioru Q, a P i ( niech be¢dg podziatami zbioru Q, zwigzanymi ()dpmwc’d’”(
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2F i G Jesli F <G, to kazdy element podziatu ( zawiera sie w pewnym
elemencie podziatu P:

VAe @ IBeP:A = B. (10)

(POSIugujqc si¢ zapisem z dowodu lematu 1: J=>P).

Dowd6d. Tak jak w dowodzie lematu 1, interesujg nas podrodziny
g-algebry &, skladajace sie z roztacznych zbioréw, sumujacych sie do Q.
Znaczmy przez A g zbiér wszystkich takich rodzin zawartych w &, a przez
¢ Oznaczmy zbi6r wszystkich takich rodzin zawartych w . Zachodzi
A?_; < A, poniewaz F < 4. Zgodnie z rozumowaniem z dowodu lematu 1,
P jest elementem maksymalnym w A 4, a  jest elementem maksymalnym
W A,. Oznacza to, ze Z=%P, co daje teze lematu.

Potrzebny nam bedzie takze nastepujacy lemat:

LEMAT 3. Niech X bedzie dowolna, przestrzeniq, liniowa, unormowana,
{ esli A i B sq podzbiorami przestrzeni B, przy czym zbior A jest domkniety
! ograniczony, a B jest skorczenie wymiarowaq podprzestrzenia, liniowq
Przestrzeni X, to zbior

A+B={x+y:x€A, yeB}

Jest domkniety.

Dowdd. Wezmy dowolny, zbiezny ciag punktéw (z,) ze zbioru A+ B.
Znaczmy jego granicg przez z. Wykazemy, ze z € A + B. Punkty z, naleza do
Zbiory A + B, a zatem mozna je przedstawi¢ w postaci z, =x,+y,, gdzie
WE€A,a v € B. Wykazemy, ze zbior {y, : k € N} jest ograniczony. Wiemy, ze
Zbi(’)rAjest ograniczony. Niech M bedzie taka liczba dodatnia, ze || x || <M dla
Adego x € A, Z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

”Zk“ = ”xk+yk|| 2 [lyll = H-xk” > “)’k” =M (11)

Gd
b

yby zatem zbi6r {y, : k € N} nie byt ograniczony, wtedy nieograniczony
Yby takze zbi6r {z,:k € N}, a zatem ciag (z,) nie bylby zbiezny.

Zbior {y): k € N} jest ograniczony, zawiera si¢ zatem w pewnym zbiorze
POstaci {ye B: |y <N} dla pewnego N>0. Ten ostatni zbi6r jest dom-
gty lezy w skoniczenie wymiarowej przestrzeni B. Jest zatem zwarty.
7ba~Z(.jy ciag punktéw z tego zbioru, a wige takze ciag ‘(yk), zawiera podciag
“ICZny, Niech () bedzie zbieznym podciagiem ciagu (y,). Oznaczmy
y§_lim Vi, Oczywiscie, y € B. Oznaczmy x=z—y. Mamy

l"d)
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lim x, = lim (g, —y, )=z2—y=x,

iz = imw :
co oznacza, ze x € A, poniewaz zbiér A jest domknigty. Zatem z=x-+)
gdzie xe A, a yeB, co oznacza, ze ze A+B. Zbiér A+B jest wige
domknigty. m

Uwaga 1. Zalozenn w lemacie nie mozna ostabi¢. Przykiad

1
AR {(xl, x,) eR?*:x,>0, x2>——}, B={(x,, 0) e R?}
X1
pokazuje, ze nie mozna pomina¢ zalozenia o ograniczonoSci zbioru A.
Mamy bowiem

A+B={(x,, x,):x, €R, x, >0},

czyli nie jest zbiorem domknigtym. Nastepny przyktad’ pokazuje, ze nié
mozna takze pominaé zalozenia o skoficzonym wymiarze podprzestrzeni B.

1
Przestrzenia jest € . Niech A={¢,:n> 1}, gdzie &, = (—, O 01803 )
n
(jedynka znajduje si¢ na n-tym miejscu), a B={xe € :x, =0}. Wowcza’
1 1 1 :
zbiér A+ B nie jest domknigty. Ciag punktéw z,,=(— e iy ) jest

nan ety
zbiezny do 0, lecz O ¢ A+ B.

LEMAT 4. W modelu istnieje mozliwos¢ arbitrazu wtedy i tylko wredys
gdy istnieje w nim lokalna mozliwos¢ arbitrazu w pewnej chwili > 0.

Dowéd. Niech i bedzie lokalng mozliwoscig arbitrazu w chwili 7, €°

oznacza, ze - S,=0 oraz P(if - §,>0) >0. Wprowadzmy zmienne 1osoW®
X', ..., X% Niech X’=1, gdy §'>0 oraz X'=0, gdy S'=0. Oznaczmy
X=X'+ .. +X% Na podstawie zatozenia 1, X>0, prawie na pewn?
Rozwazmy nast¢pujaca strategie inwestycyjng 0:

0,=0 dla t<rt,
0.=y,

XA S .
0‘=—-l—p————’+(l—X‘) dla t>1.

LS

7 Autorem tego przyktadu jest Piotr Mackowiak.
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Strategia 0 jest, jak tatwo sprawdzi¢, samofinansujaca. Jej warto§¢ w chwili
Koficowej wynosi

Sl st .
vT(0)=)—( NS [Tg—il//-AS,+(l ~X‘)i| >0
i=1 T

Oraz P(V,.(0)>0)>0, co wynika z tego, ze \/ jest lokalng mozliwoscia
arbitrazu oraz z zatozenia 1. Strategia 0 jest zatem mozliwoscia arbitrazu.

Wykazemy teraz, ze z istnienia mozliwos$ci arbitrazu wynika istnienie
lokalnej mozliwosci arbitrazu. Niech 0 bedzie mozliwoscig arbitrazu. Mamy
2atem V,(0)=0 oraz V,(0)=0 i P(V;(0)>0)>0. Niech

t=inf{t:3B e %, P(B)>0, V,(0)>0 na zbiorze B}. (12)

Taki moment 7 na pewno istnieje, gdyz w przeciwnym razie ¢ nie bytaby
Mozliwoscia arbitrazu. Przyjmijmy

Y =0,1pg,
8dzie B ¢ F. jest zbiorem takim jak w (12), tj. V,(0)>0 na B. Mamy

W-AS.=0,-AS1,=V.(0) 15— V,_ (0)1,=V.(0)1,=0

Oraz P(y- AS.>0)>0. Z (12) wynika, ze - S,_, =V,_,(0)=0. Zmienna

Pl

Jest zatem lokalna mozliwoS$cia arbitrazu w chwili 7. m

4. Zasadnicze twierdzenie matematyki finansowej

?’I(_)iemy teraz przystapi¢ do sformutowania i udowodnienia zasadniczego
Wierdzenia. Sformutujemy je najpierw dla modelu jednookresowego (tj. dla
Oryzontu T = {0, 1}), a nastgpnie rozszerzymy je na model wielookresowy.

> TwierDzENIE 1. Zaktadamy, ze jednookresowy model rynku jest zbudo-
Wany na przeliczalnej przestrzeni stanéw, a ceny akcji majq, skoriczonq,
artos¢ oczekiwana,

E[IS,[]< 0. (13)

Modely nie istnieje mozliwos¢ arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
m jadro wyceny, czyli dodatnia i catkowita zmienna losowa H taka, ze

So=E[HS,].
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Dowéd. Zgodnie z lematem 1, g-algebre¢ % =%, mozna przedstawic
za pomoca przeliczalnego (lub skofczonego) podziatu zbioru £
P={A,, A,, ...}. W kazdym zbiorze A,, ceny akcji w okresie pierwszym 4
stale, poniewaz w przeciwnym razie S; nie bylaby zmienng losowa
% ,-mierzalna. Oznaczmy przez S,(A,) warto$S¢ wektora cen akcji w okre-
sie 1 w zbiorze A;. Oznaczmy p;=P(A;) 1 zdefiniujmy zbiér L jako

L={(=0-Sy, p10-5,(A}), p,0-5,(4,), ps0-5,(4;), ...): 0 e RY}. (14)

Elementy zbioru L odpowiadaja warto$ciom V(0) pewnej strategii inwes-
tycyjnej 0. Pierwsza wspéirzedna opisuje koszt strategii w momencie =0,
a nastgpne wspéirzedne oznaczaja wartosci V,(0) w zbiorach A,, prze
mnozone przez p;. L jest przestrzenia liniowa. JeSli podzial P jest skof-
czony, to jest to podprzestrzen RY ™1, gdzie N to liczba elementéw podziatt
%. Jesli zbior P jest przeliczalny, to dla kazdego x € L mamy

Y xil=1=0-Sol+ Y. |pi0-S;(A)|=|—0-S,|+ <

i=1 i=2

<10-Sol+10]- E[IS;]] <0,

0- Y 1piS;(4)

i=2

0

na podstawie zatozenia (13). L jest wigc skoficzenie wymiarowa (jej wymiﬂf
nie przekracza d) podprzestrzenia €,. Dalej, przez | - ||, bedziemy oznacza®
N+1

norme ||lx[ ;= > |x;, jesli podziat P jest skoficzony lub norme przestrzeni
i=1
¢, jesli podzial jest nieskoriczony. W pierwszym wypadku =R
a w drugim X=¢,.
Zdefiniujmy zbiér B:

B={xeX:|x|l,=1, x>0},

gdzie nieréwno$¢ x = 0 oznacza, ze kazda wspotrzedna ciagu x spetnia x; Zo'
Zbiér B jest domknigty, ograniczony i wypukly. Mozliwo$é arbitraZ'u
istnieje tylko wtedy, gdy B n L#@. Zat6zmy, ze mozliwo$¢ arbitrazu nie
istnieje, czyli ze B n L=(. Pokazemy, jak mozna znaleZ¢ jadro wyceny:

Niech C=B—L. C jest zbiorem wypuklym oraz 0¢C (ponieWd
w przeciwnym wypadku mielibySmy B n L#@). Na podstawie lematt -
C jest zbiorem domknigtym. W zbiorze X\ C istnieje zatem pewne otoczen®
zera, V={xe X: | x|, <e} dla pewnego &¢>0. Zbiér V jest wypukty i PO
chianiajacy® oraz ma niepuste wnetrze. Zachodzi takze Vo C=@. N8

¥ Zbi6r V nazywamy pochlaniajacym, jesli dla kazdego punktu x € X istnieje takd

nieujemna liczba A, ze Ax e V.
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Podstawie twierdzenia o oddzielaniu ([2], s. 188; [13], s. 176), istnicje
hiperpiaszczyzna rozdzielajaca zbiory C i V. Istnieje zatem ciagly funk-
Cjonal liniowy, fe X", rézny od funkcjonalu zerowego, a takze liczba
TZeczywista o takie, ze

fv)<a dlakazdego veV (15)
Oraz,

f(z)=za dlakazdego zeC. (16)

Nier6wno$¢ (16) oznacza, ze dla kazdego xeB oraz yel,
fe—y)=fx)—f0) =0, czyli f() =f() + 2.

Zatézmy, ze dla kazdego v eV zachodzi f(v)=0. Zbiér V jest po-
Chtaniajacy, zatem dowolny punkt x € X mozna zapisaé jako x=A1X dla
Pewnej nieujemnej liczby A. Zatem f(x) =f(Av) = Af(v) =0. Oznacza to, ze
f(x)=0 dla kazdego x € X, wbrew temu, Ze f ma by¢ r6zny od funkcjonatu
erowego., Wynika stad, Ze istnieje punkt v € V taki, ze f(v) > 0. Zatem o> 0.

amy wiec

f(x)>f(y) dlakazdego xeB,yeL. (17)

L jest podprzestrzenia liniowa, zatem musi zachodzi€ f(y) =0 dla kazdego

Y € L. Gdyby bowiem f(y) >0 (lub f(y) <0) dla pewnego y € L, wtedy biorac

f('{)’)=/1f(y) dla A1>0 (4<0), funkcjonat f mégtby przyjmowaé dowolnie
Lfie warto$ci na L, a zatem nier6wnoS$¢ (17) nie moglaby zachodzi.
Ierownosé (16) oznacza wiec, ze

f(x)>0 dla kazdego x€B. (18)

Jesli X=RN*!, to funkcjonat f mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

JO) =fox1 +fixa+ .. tfyxn-1-
Jesli za§ X=¢€,, to ([13], s. 153) fe ¢} ~¢,. Istnieje zatem ciag
orf1, £,,.) € €, taki, ze

o0

fo)=Y xifi-1. (19)
i=1
Niech ¢,=(0,..,0,1,0, ..) (ciag zer z jedynka na k-tym miejscu).
f CZywiscie, e, € B, a zatem na podstawie (18) i (19) mamy f(e,) >0, wigc
k~1>0 dla kazdego k=1, 2, ...
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Oznaczmy hi=£ dla i=1, 2, ... WprowadZmy zmienng losowa H,
0
ktadac H(w)=h; na zbiorze h;. Zmienna H jest F-mierzalna, dodatnia oraz

1 =®
E[|H|]=E[H]== ) p;fi<c.

0i=1

(Dla uproszczenia pisz¢ sume dla i od 1 do oo, ale gdy podziat %, ma
skoniczenie wiele elementéw, sumujemy dla i od 1 do N+ 1. Ta uwagd
dotyczy takze nastgpnych sum). Wezmy 0 =e¢,, gdzie k € {1, 2, ..., d}. Ciag

x=(—0-S;5 p10-S1(Ay), p20-81(A,),..)=(—S%, p, S5 (A,), Py Sk(AL), )

nalezy do podprzestrzeni L, a zatem f(x)=0. Mamy wigc

E[H S}] —pr,x,+1 (f(X)—fox1)=x1=5'5

0i=1

Zmienna H jest wigc jadrem wyceny.

Wystarczy jeszcze wykazaé, ze jezeli istnieje jadro wyceny H, to nié
istnieje mozliwo§é arbitrazu. Zalézmy, Ze  jest mozliwoscia arbitrazt:
Mamy zatem V- S, =0 oraz /- AS, >0 i E[i)- AS,]>0. Poniewaz H jest
zmienng dodatnia, wigc E[H - AS,]>0. Mamy jednak

E[HY-AS|1=y-E[HS,|-yYE[HS)]=y-S,—{-S,E[H] =0,
co jest niemozliwe. MozliwoS¢ arbitrazu zatem nie istnieje. ®

Sformutujemy teraz twierdzenie w modelu wielookresowym.

TWIERDZENIE 2. Zaktadamy, ze wielookresowy model rynku jest zbudo-
wany na przeliczalnej przestrzeni standw, a ceny akcji w kazdej chwili t maja
skoriczong wartoS¢ oczekiwang,

E[|S,|]<w, VieT. (20)

W modelu nie istnieje mozliwos¢ arbitrazu wtedy i tylko wiedy, gdy istni¢/°
w nim jadro wyceny.

Dowéd. Wezmy dowolny moment ¢ € T\{0} i dowolny zbiér A z P
dzialu %,_, zwiazanego z c-algebra %,_,. Zgodnie z lematami 1 i
mozemy wskazaé zbiory A,, A,, ..., zawarte w podziale P, zwigzany™
z o-algebra &, takie, ze

1

A={)A;

J
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(Zbioréw takich moze byé skonicznie wiele lub przeliczalnie wiele).
Oznaczmy przez S,_,(A) warto§é zmiennej losowej S,_, w zbiorze A,
a przez S,(A) warto§¢ zmiennej S, w zbiorze A; Odpowiednie zmienne
losowe sa mierzalne, a zatem powyzsze wartosci sa okreSlone jednoznacz-
Nie, Je§li w modelu nie istnieje mozliwo$¢ arbitrazu, to zgodnie z lematem 4,
Nie istnieje lokalna mozliwo$¢ arbitrazu. W szczeg6lnosci nie istnieje
Wektor 1 € R? taki, ze -S,_;(A)=01i /-S,(A) >0 dla kazdego j oraz
P(lP-S,(Aj)>0)>O dla pewnego j takiego, ze P(A;)>0. Gdyby bowiem
taki wektor istniat, wtedy %, _ ;-mierzalna zmienna losowa 0 =1/1 , stanowi-
faby lokalng mozliwo$¢ arbitrazu w chwili z. Oznaczmy p;=P(A;| A).
Rozwaiajac podprzestrzen L, ztozona z ciagéw postaci

(=¥ -8 1(A), pr¥ - S(AD), P2 Y- S(A), ),

8dzie 1) € RY, mozemy powtérzyé rozumowanie z dowodu twierdzenia 1.
MO’Zemy zatem wskazaé taki ciag (hy, h,,..) €€, ze

S pih;S(A)=S,_1(A).

i=1

Okresimy zmienna losowa HA, przyjmujac H = h; na zbiorze A oraz H* =0

POza  zbiorami A,, A,, .. Mamy wowczas E[H|Al<o oraz

E[p S,|A1=S,_,(A). Powtarzajc to rozumowanie dla kazdego zbioru
€%, _,, otrzymamy ciag zmiennych H*. Zdefiniujmy

He= Z HA.

AeP,_,

Tk fatwo sprawdzi¢, zmienna H, jest &,-mierzalna, spetnia E[H | F, _ ;] < o0
faz B[ HS,|%,_,]1=S5,_,. Proces H, ztozony z takich zmiennych losowych
« dla kolejnych momentéw ¢, jest wigc jadrem wyceny.
Pozostaje wykazaé, ze jesli istnieje jadro wyceny, to nie istnieje
MOZliwosé arbitrazu. Zal6zmy, ze istnieje lokalna mozliwosS¢ arbitrazu
W chwili 7. Mamy woéwczas Y+ S, -, =0oraz E[H,\/ - AS, | F,_,]1>0, gdyz
cJest dodatnia zmienng losowa. Jednak, z drugiej strony, mamy

E(H-AS,|F,_ 1=y -E[H,S,

Fy il =¥+ S,- E[H,|F,_,]=0.

5 Otrzymali§my sprzeczno$é, a zatem mozliwo$¢ arbitrazu nie ist-
- on
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Przedstawimy teraz najog6lniejsza postaé zasadniczego twierdzenia dla
zalozonej przez nas klasy modeli.

TWwIERDZENIE 3 (zasadnicze twierdzenie matematyki finansowej):
Zaktadamy, ze model rynku jest okreslony na przeliczalnej przestrzc’ni
zdarzen elementarnych oraz ze spetnia zalozenie 1. Model jest wolny od
arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje miara probabilistyczna P )
rownowazna mierze P, oraz adaptowany, dodatni proces stochastyciny
H takie, ze H jest jadrem wyceny wzgledem miary P’, tj

PIH,|F,_,]<00 2y

oraz

R [HS IR =S (22)

Jezeli w modelu istnieje papier wartoSciowy, ktorego ceny sqw kazdej chwill
dodatnie (niech bedzie to akcja S*), to ostatni warunek jest réwnowaily
z istnieniem réwnowaznej miary martyngatowej Q dla S* jako numéraire:

Dowdd. Jesli ceny akcji maja skoniczone warto$ci oczekiwane wzgll?dcm
miary P, to twierdzenie sprowadza si¢ do twierdzenia 2. Jesli za$ warto$¢
oczekiwana cen akcji jest nieskoriczona, wystarczy wykazaé, ze moznd
znalezé miare probabilistyczng P’, réwnowazna mierze P i taka, ze ceny
akcji S, sa catkowalne wzgledem miary P’. Wystarczy w tym celu przyjaé

cP(w)
max {S’(a)) 1}’

13
0, l

P'(w)=

II H

gdzie ¢ jest stala, dobrang tak, aby ) P’(w)=1. Jak tatwo sprawdzié’
we
zachodzi

E"[|5,]] <00

Korzystajac z twierdzenia 2, z P’ jako miarg probabilistyczna, otrzymujemy’
ze model jest bezarbitrazowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jadro wyceny
dla miary P’.

Pozostaje do wykazania druga cz¢$¢ twierdzenia, o istnieniu r6wnowaz
nej miary martyngatowej. Niech S, bedzie numéraire. Jesli na rynku nie mé
arbitrazu, to istnieje jadro wyceny wzgledem pewnej miary probabilistyc%
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nej P’, réwnowaznej z miary P. Zdefiniujmy miare Q, podajac jej gestosé
Wzgledem miary P’
dQ _S} o

==L T H,
AP I (23)

KOrzystajqc z uogOlnionego wzoru Bayesa ([10], s. 141, lub [18], s. 231),
Obliczamy

| St dQ SIS
EP [E_i‘ﬁ @l"l} El |:§%§‘TH1 Hz... HTI%I—I}
EQ[§;’|@t_l]= : = £l o=
| dQ {55
EP [dP’ %,_1} EF {S—f HaH % HT|9'T;~1}
0
EY §—:sl H..H. H:|%
LS: PAasfate Tirs1 s T Tl

BN SR He | goen

sl
E"|E” {3—1 SHH HT_IHH@T_I}[@,_IJ
& t

EFEN (ST H; . Hply Hy | Fop 211 [ % 0)

D/ Si Yi
E! Lﬁ H S H [S,}HT|95,,._1]|0},_1}

EPI[H:"' HT~ 1 EP'[S'}‘ HTlg'l‘— 1”9;1—1]

|15} ALY
E¥|=LH,.. H,._IS;_I]JTP,_1:] Ef L—;S} H,|@,_1J
= : == ,:‘
TP R RAE EF[S! H,|F,_,]
Sy
_Sl it vt 1 {1

d 7, '
“dlem zdyskontowany proces cen spetnia warunek

E0[§x|%1—1]=§:—1' (24)
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Przedstawimy teraz najogélniejsza posta¢ zasadniczego twierdzenia dla
zalozonej przez nas klasy modeli.

TWIERDZENIE 3 (zasadnicze twierdzenie matematyki finansowej):
Zaktadamy, ze model rynku jest okreslony na przeliczalnej przestrzeni
zdarzen elementarnych oraz ze spetnia zatozenie 1. Model jest wolny od
arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje miara probabilistyczna s
rownowazna mierze P, oraz adaptowany, dodatni proces stochastycily
H takie, ze H jest jadrem wyceny wzgledem miary P, tj

EY[H,|F,_,]1<© (21)

oraz
E"[H,S,|F,_1]=S,,. (22)

Jezeli w modelu istnieje papier wartosciowy, ktorego ceny sqw kazdej chwili
dodatnie (niech bedzie to akcja S'), to ostatni warunek jest réwnowaily
z istnieniem réwnowaznej miary martyngatowej Q dla S* jako numéraire:

Dowdd. Jesli ceny akcji majg skonczone warto$ci oczekiwane wzglcdem
miary P, to twierdzenie sprowadza si¢ do twierdzenia 2. Jesli za$ warto$¢
oczekiwana cen akcji jest nieskoficzona, wystarczy wykazaé, ze mozid
znalez¢ miar¢ probabilistyczng P’, rGwnowazna mierze P i taka, ze Ceﬂ),’
akeji S, sa catkowalne wzgledem miary P’. Wystarczy w tym celu przyja®

cP(w)
max {S‘(a)) 1}’

15
03

Pi((0) =

lI ]I

gdzie ¢ jest stala, dobrana tak, aby > P’(w)=1. Jak tatwo sprawdzié’
we
zachodzi

E*[|S,]] <00

Korzystajac z twierdzenia 2, z P’ jako miarg probabilistyczna, otrzymujemy’
ze model jest bezarbitrazowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jadro wyceny
dla miary P’. j

Pozostaje do wykazania druga cze$é twierdzenia, o istnieniu rownowdz
nej miary martyngatowej. Niech S, bedzie numéraire. JeSli na rynku nie mé
arbitrazu, to istnieje jadro wyceny wzgledem pewnej miary probabilisty®”
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nej P’, rownowaznej z miary P. Zdefiniujmy miar¢ Q, podajac jej gestos¢
Wzgledem miary P’

dQi SHIRT
Lol AL 23
LT o 52)

I(Orzystajac z uogolnionego wzoru Bayesa ([10], s. 141, lub [18], s. 231),
Obliczamy

b 5 S' 0%
|59\ g | gr 2Ty b H|F
N 51 51
19 -11= - e
| dQ 1A
El [dl)/ %l—l} EP |:S_({)‘ HIHZ"' HT|OJ:I~1:|
, S'
E 5 S HT_IHT|93,_1}

RE SRR R H T

{22 iy
EY| EP [S; SLH,... HT_IHTWT_,}PJ,_I}

EF[EV[SL H,... Hy_ Hy|F7- 1%, 1]

S )
E® \:S H,.. Hy_ E' [S’erTlg;T—l]lgz—l}

' -

EX[H,... Hy_E¥[S} Hp | Fr - 1|F,=1]

S, S
E* Llﬂ Hr-ySto ,|@,_1} E® Ll S! H,|%, }

EX [HIR A Sha| e R SR S H | Jeet]

a :
“atem zdyskontowany proces cen spetnia warunek

EQ[S:rlg;t*l]:gr—l' (24)




256 Pawet KLIBER

Zdefiniujmy ciag momentéw stopu ([1], s. 136, lub [10], s. 220) 7, jako

7,=min {t: max {5:}2;1}. (25)

Okre§lmy ciag proceséw stochastycznych S™, przyjmujac’

P £
Stn_StAr *

n

Zachodzi §% — S, gdy n — 0. Latwo takze sprawdzié, ze
E?[§+] < 0,
oraz
EC[Si | F,_]=Sn,

dla kazdego ¢ € T i kazdego n. Oznacza to, ze proces S jest martyngatem
wzgledem miary Q, a wigc S jest lokalnym martyngatem ([19], s. 477)
wzgledem miary Q. Korzystajc z lematu Fatou ([1], s. 209) i z tego, %

S* jest martyngalem, otrzymujemy

E2[S1=ES2 l:lim S‘t} <lim inf EQ[S™] =lim inf E?[S3]=lim inf S§ <
n n n n
co oznacza, ze proces S jest catkowalny. Razem z (24) oznacza to, ze jest on
martyngalem wzgledem miary Q, czyli Q jest miarg martyngatowa. Z (23)
wynika, ze jest rOwnowazna mierze P’, a zatem takze mierze P. :

Ostatnia cz¢S§¢ twierdzenia — to, Ze istnienie jadra wyceny lub réwnowi‘?'
nej miary martyngatowej jest warunkiem wystarczajacym braku arbitraZ!
— dowodzi si¢ podobnie jak w twierdzeniu 2. m
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THE PROOF OF THE FUNDAMENTAL THEOREM
OF FINANCIAL MATHEMATICS IN A MODEL
WITH A COUNTABLE SAMPLE SPACE

Summary

he article contains a new proof of the First Fundamental Theorem of Financial
“thematics for the models with countable sample space. The author shows that in
> ¢hy models it is possible to construct the proof using only methods of functional
?;‘[]r}i’Sis'. It is shown th.ul if the mflrkcl model is u'rbilrugc—frcc than one can consu"ucl
CI)rc"‘gtllcz'mcasurc (llrcc.lly, using the separating hyperplane theorem and Riesz
S€ntation theorems for some spaces of sequences.
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