Elibieta RYCHEOWSKA-MUSIAL

OPTYMALNE STRATEGIE
ALOKACJI KAPITALU
MIEDZY DWA ZAKLADY JEDNEJ FIRMY

Dla duzej liczby przedsigbiorstw ciagle aktualnym problemem jest opracowanie
Optymalnej (z punktu widzenia wybranego kryterium) strategii rozwoju oraz
Znalezienie skutecznych sposobow jej realizacji. W artykule zajmiemy si¢ wy-
Znaczeniem jednego z elementow takiej strategii dlugookresowej. Przedstawiony
Zostanie prosty model dynamiczny przedsigbiorstwa, umozliwiajacy wyznacze-
Nie optymalne;j strategii alokacji kapitatu firmy pomiedzy dwa zaklady, stosujace
r6zne techniki produkcji.

Technike analizowa¢ bedziemy pod katem dwoch wilasnosci: kapitato-
i pracochlonnosci. Moga zatem wystepowaé cztery kombinacje tych atry-
butow:

— technika kapitatochtonna i pracochfonna,

— technika kapitatooszczedna i pracooszczgdna,

— technika kapitatochtonna i pracooszczg¢dna,

— technika kapitatooszczedna i pracochtonna.

Dwie pierwsze techniki upraszczajg jednakze problem decyzyjny. Jedna jest
bowiem istotnie gorsza, a druga pod kazdym wzgledem najlepsza. Zadanie be-
dzie zatem polegato na wyznaczeniu optymalnej alokacji kapitatu pomigdzy dwa
zaklady, z ktérych jeden prowadzi produkcj¢ technika kapitatochtonng i praco-
0szczedng, a drugi technikag kapitalooszczedng i pracochtonna. Determinanta
wyboru odpowiedniej techniki jest jej efektywnos$¢ mierzona poziomem kosztow
marginalnych (w wersji stacjonarnej — jednostkowych).

Analiza rozwiazan modelu wskazuje na kapitalochtonny (pracooszczedny)
kierunek zmian technologicznych.

W dlugim horyzoncie ujawnia si¢ w rozwiazaniu efekt magistrali, co
Oznacza, ze trajektorie optymalne przebiegaja czasowo wzdluz pewnych tra-
Jektorii zrébwnowazonego wzrostu zwanych magistralami. Diugosci faz ,,do-
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chodzenia” do magistrali i ewentualnie ,,zejScia” z niej sa ograniczone. Jezeli
dtugos¢ horyzontu analizy ro$nie, to wydtuza si¢ faza rozwoju firmy na magl-
strali.

1. Sformulowanie modelu

Przyjmiemy, ze gléwnym celem wiascicieli firmy (akcjonariuszy) jest maksyma-
lizacja wartosci firmy rozumianej jako suma dwoch skladnikdéw: zaktualizowa-
nego strumienia dywidendy (spodziewanej w ciagu calego okresu planowania)
i zaktualizowanej wartosci kapitatu, jakim dysponuje firma na koniec okrest
planowania. Uwagg skupimy na wyborze ciagu optymalnych procesow teclln?’
logicznych, dlatego dla uproszczenia przyjmiemy, ze jedynym zrédlem zasilania
majatku jest kapitat wlasny firmy. Stad posta¢ funkcji celu:

max { sz(z)e-” dt +K(z)e™ }, Y]
0

gdzie:
D(t) — wielkos¢ dywidendy w momencie # (ggstos¢ strumienia)],
K(%) — wielko$¢ majatku w momencie # (zasob),
i — stopa dyskontowa (utozsamiana ze stopa zwrotu kapitatu, i = 0,
i = const),
z — ustalony horyzont planowania.
Zrédlem finansowania inwestycji realizowanych przez firme w kazdym
z zakladow jest zysk zatrzymany oraz fundusz amortyzacyjny (réwnowazacy
fizyczna deprecjacj¢ majatku):

I(t) =K, (t)+aKt), i=1,2, @)

gdzie:

K(t)— majatek i-tego zaktadu w momencie ¢ (zasob),

I(t) — wielkos¢ inwestycji w i-ta technike w momencie ¢ (ggstos¢ stru-

mienia),
a — stopa deprecjacji (jednakowa w obu zaktadach).

Poziom zatrudnienia w kazdym z zaktadow jest wprost proporcjonalny do
zaangazowanego w nim majatku (state techniczne uzbrojenie pracy w ramac
kazdego zaktadu):

IHOENEG), =il 3)

' Réznice migdzy wielkosciami strumieniowymi a zasobowymi oraz umowno$é zwiaza-
nej z nimi terminologii opisane zostaly szczegdtowo w pracy E. Panka [5], s. 12.
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gdzie:
L(f) — poziom zatrudnienia w i-tym zak}adzie w momencie ¢ (zasob),
[; — odwrotnos¢ technicznego uzbrojenia pracy w i-tym zakladzie.

Zaleznos¢ wielkosci produkcji od zasobu majatku w obu zaktadach opisuje
liniowa, jednoczynnikowa funkcja produkcji

0,(K,(0)=gK (), i=1,2, “
gdzie:
O,(K,(t)) — poziom produkcji wytworzonej w i-tym zaktadzie w momencie
(gestosé strumienia),
qi — wspolczynnik produktywnosci majatku w i-tym zaktadzie,
Produkcja firmy jest suma produkcji obu zakladow, dziatajacych w jej ra-
mach:

Q(Kl (t):Kz(t)) =0 (X, (t))"' Qz(Kz(t)) =q, K () +q,K,(2) . )

Majatek i zatrudnienie firmy takze sa, odpowiednio, suma majatku i zatrud-
Nienia poszczegdlnych zakladéw:

K(1) = Ki(2) + K>(0), (6)
L) = L) + Lo(d) = LKi(0) + LK (D). )

Przyjmijmy, ze zaktad 1 stosuje technike pracooszczg¢dna (kapitatochtonna),
a zaktad 2 technike kapitatooszczedna (pracochtonna). Zatem:

L > L, czyli q1<q,, oraz l—‘<l—2 (8)

q q, 91 49

Parametr 1/q; oznacza kapitatochtonno$¢ produkcji wytwarzanej przy sto-
sowaniu techniki i-tego rodzaju, parametr /; / q; — pracochlonnos¢ produkcji przy
stosowaniu techniki i-tego rodzaju.

Wprowadzmy wspotczynnik s(z) = —{(IZ]E(_:—))- . Wéwczas z (6) otrzymujemy:
K0 =(1-s(0)K (). ©)

Funkcj¢ s() nazywac¢ bedziemy funkcja podziatu majatku migdzy zaklady.
Moze ona przyjmowaé wartosci z przedziatu [s,.., s, ], gdzie:

Smin — Minimalny udzial majatku zakladu 1 w calym majatku firmy,

oo ()5
Smax — Maksymalny udzial majatku zakladu 1 w calym majatku firmy,
SAES<t]

max —
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Nie tracac ogélnosci, mozemy przyjaé, ze s,;, =0, a s,,,, =1. Dodatkowo
bedziemy zakladaé, ze s(f) jest funkcja przedzialami ciagla. Réwnania (5) — @)

przyjma wtedy postac:
O(K(®), st)) = (4150 + a2(1-s)K®D = (41 = 92)s() + 42) K(®),  (10)

L(K@), s(©) = (b s(6) + b(1=s(©)))K@) = ((lh - L)s(t) + L) K@. (A1)

Wypracowany w firmie zysk netto, czyli przychody ze sprzedazy pomniej-
szone o koszty pracy, wydatki konieczne na odnowg zuzytej czgsci majittk}l
(fundusz amortyzacyjny) i nalezny podatek, jest przeznaczany na wyplate dywi-
dendy i (lub) zwigkszenie majatku. Mozna to zapisa¢ nastgpujaco:

ZN(O, K, L) = S(Q) ~wL(t) — aK(t) ~f(S(Q) ~wL(t) —aK(®) = D(t)+ K (1), (12)

gdzie:
ZN(Q, K, L) — warto$é zysku netto przy poziomie produkcji O, majatku X
oraz zatrudnieniu L,
S(Q) —rosnaca, wklesta, funkcja przychodu ze sprzedazy:
S(Q)>0,gdy 9> 0, §(Q)>0,5"(Q) <0, S(Q=P(QY>
P(Q) —malejaca funkcja jednostkowej ceny sprzedazy przy pozio-
mie produkcji O:
P(Q)>0, gdy 0> 0, P'(Q) <0,
f — stawka podatku dochodowego od 0s6b prawnych,
w — stawka plac.

Ponadto bedziemy zakladaé, ze wyrazona wartosciowo krancowa produk-
tywno$é majatku w momencie poczatkowym nie jest nizsza od kosztu kranco-
wego kapitalu w momencie poczatkowym, tzn. Ze spetniony jest warunek

98 S ol (13)
K lk=k(0) e i

co oznacza, ze polityka redukcji majatku nigdy nie bgdzie optymalna.

Przed sformulowaniem zadania sterowania optymalnego tak dziatajacym
przedsigbiorstwem zauwazmy jeszcze, ze nadwyzke finansowa po uwzglednie-
niu (2) i (12) mozna przedstawic nastgpujaco:

CF(K, L, 0)=ZN(K, L, 0)+ aK(t)= (1 ~/)(S(Q) - wL(£)— aK(t)) + aK(t) =
= I(t) + D(0). (14




Optymalne strategie alokacji kapitalu migdzy dwa zaklady jednej firmy 253

Roéwnosé (14) oznacza, ze nadwyzka finansowa wypracowana w firmie
moze by¢ przeznaczona na:

— inwestycje,

— dywidendeg.

Powstaje pytanie, ktéra z powyzszych polityk i w jakim czasie firma po-
Winna realizowa¢, aby zmaksymalizowaé warto$¢ swojej funkcji celu.

Z warunkéw (2)-(14) po elementarnych przeksztatceniach otrzymujemy na-
stepujace zadanie sterowania optymalnego?®, ktérego rozwiazanie daje odpo-
Wiedz na postawione pytanie.

Znalez¢:

10,50\

max U(CF(K(t),s(t)) —I(t))e"dt + K(z)e_i’] (15)

Przy ograniczeniach:

K(t) = ()~ ak(o), (16)
s(£)2 0, (17)

1-s(f) > 0, (18)
CF(K(1), s(8)) - 1() > 0, (19)
K(0) = Ky > 0, (20)

gdzie:

CF(K(2), s()) = (1 = )(S(Q) —w((li - L)s(t)-L)K(®) +afK(s).  (21)

Obowiazuja ponadto zaleznosci (10)-(11).

Zmiennymi sterujacymi w zadaniu sg I(z) (wielko$¢ inwestycji) oraz s(7)
(wspotezynnik podziatu majatku migdzy zaklady). Zmienna stanu jest catkowity
zasob majatku K(7).

Zagadnienie postaci (15)-(20) spetnia zalozenia twierdzen o warunkach ko-
niecznych i dostatecznych istnienia rozwigzania ([3], s. 282-284).

? Sformutowany problem alokacji kapitalu miedzy dwa zaklady jest pewna modyfi-
kacja zadania przedstawionego w pracy [3].
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2. Warunki optymalno$ci

Utworzmy funkcje¢ Lagrange’a

L(K(2), (1), 5(8), A0), 1)) = (CF(K(®), s(1)) — (1)) + At)(I(§) — aK(®)) +
+ u(O)s(t) + p(t)(1-5(0)) + p5(0) (CFK(@), 5()) - 1(2)). (22)

Rozwigzanie zadania (15)-(20) musi spetniaé nastepujacy uktad warunkow,
wszedzie poza ewentualnymi punktami nieciaglo$ci wektora sterowan (1(2), s(0)):

10 =+a) 20 L () +1), (23)
—1+A(0)—p5(8) = 0, (24)

1400 - () + Q%F— (s()+ 1) =0, 25)
(020 A (1) s(1)=0, (26)
#(1)20 A pa(D)(1-5(1)) =0, 27)
(1) 0 A 1s(t)(CE(KQ), s(1) - 1)) = 0, (28)
A(z)=1 (warunek transwersalnosci). (29)

3. Trajektorie optymalne i charakterystyka rozwigzania

Analiza uktadu warunkéw (23)-(29) wskazuje na istnienie pigciu Sciezek dOj
puszczalnych, ktére laczac si¢ ze soba, tworzg trajektorie optymalne. Sciezki
dopuszczalne i ich krétka charakterystyke przedstawia tabela. Stala wartos¢
produkcji w fazie reorganizacji (Sciezka 2) zapisujemy: Q;l (indeks 21 oznacza,
ze produkcja prowadzona jest w obu zaktadach), w stanach réwnowagi stacjo‘-
narnej stale wartosci produkcji i kapitalu oznaczamy analogicznie: Q; , K
(Sciezka 4, produkcja wylacznie w zakladzie 1), 05, K, (Sciezka 5, produkcja
wylacznie w zaktadzie 2).

W zaleznosci od efektywnosci technik stosowanych przez kazdy zaklad,
a takze od dhugosci horyzontu®, firma moze wybiera¢ wéréd nastgpujacych stra-
tegii alokacji kapitalu migdzy obydwoma zaktadami:

? Krytyczna dlugosé horyzontu ( z ), od ktérej w rozwiazaniu pojawia si¢ faza stacjonarna,
mozna wyznaczy¢ dla konkretnej, ustalonej postaci funkcji produkcji (zob. punkt 4).
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Sciezki dopuszczalne i ich charakterystyka

Sciezki | 11(1) | () | (®)| K@) | 00) | D@ Charakterystyka
faza wzrostu
1 0 | + | + |wzrasta| O,() | brak (zaklad 2)
faza reorganizacji
2 0 0 | + |wzrasta Q;_I brak oS  w(l,-1h)
— T —— /61
00 G~ &
faza wzrostu
3 + +
0 wzrasta | 01(%) brak (zakiad 1)
stan stacjonarny
(Sciezka koncowa)
4 * * i By e (e e RSN ST RS el o e o
4 0 0 K, O, |dodatnia s 1 ( ; )
—_—=— +a+wl |=¢
w8 k=
stan stacjonarny
(Sciezka koncowa)
5 0 + 0 K, 0O, |dodatnia S 1 ;
—=— +a+wl |=c,
oOSEg 1=

A. Technika (pracooszczedna) kapitatochtonna bardziej efektywna niz technika
(kapitatooszczedna) pracochtonna (c; < c; < cy1)

e , Niski” poczatkowy zasob majatku firmy (Kj < L Qo, Oy < Q;l) i dlugi
9

horyzont (z > Z ). Proces optymalny wyznacza trajektoria® 1—2—3—4.
Wraz ze skracaniem horyzontu w rozwigzaniu znika jako pierwsza faza sta-
cjonarna (Sciezka 4 — magistrala) i rozwiazaniem jest trajektoria 1 ->2—3;
gdy horyzont ulega dalszemu skrdéceniu, rozwigzanie jest dwufazowe: tra-
jektoria 1 -2 lub jednofazowe: sciezka 1 (w przypadku bardzo krotkiego
horyzontu).

e Sredni” poczatkowy zaséb majatku firmy (K, < kL O, Qo = Q;l) 1 dlugi
horyzont (z >Z). Rozwiazaniem optymalnym jedt trajektoria 2—3—4.
Gdy dlugos¢ horyzontu nie jest wystarczajaca, aby trajektoria osiggneta

3 Trajektori¢ optymalna, bedaca rozwiazaniem zadania, symbolicznie zapisujemy w postaci
ciagu liczb, z ktérych kazda jest umownym numerem jednej ze $ciezek dopuszczalnych (faz).
Fazy tacza strzatki, okre$lajace kierunek przelaczen.
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stan stacjonarny, wowczas rozwigzaniem jest trajektoria 2—3, a W przy-
padku bardzo krétkiego horyzontu, Sciezka 2.

e Wysoki” poczatkowy zasob majatku firmy (K,= 113 Qo, Q;l SO < Q; )
9

i dtugi horyzont (z > z ). Proces optymalny wyznacza dwufazowa trajek-

toria 3 —4. W krétkim horyzoncie rozwiazanie jest jednofazowe: $ciezka 3.

o . Optymalny” poczatkowy zaséb majatku firmy (K= iQo, O = Qf ):
9

Niezaleznie od dlugosci horyzontu rozwiazaniem optymalnym jest pozo-
stawanie przedsigbiorstwa w rownowadze stacjonarnej (Sciezka 4).

e Poczatkowy zaséb majatku firmy przekracza zasob ,,optymaln}’”

(Ko > L Qo, Qo= Qf ). W sytuacji tej nie jest spetniony warunek (11), Za-
1

tem nie mozna poda¢ optymalnej strategii produkcyjnej na gruncie sfor-

mutowanego modelu.

B. Technika (pracooszczgdna) kapitalochtonna mniej efektywna niz technika
(kapitatooszczgdna) pracochtonna (cy < c; <cy)

1
e Poczatkowy zas6b majatku nizszy od ,,optymalnego” (Ko = — Qo>

2

0y < 05) i dhugi horyzont (z>Z). Proces optymalny jest wyznaczony
przez trajektoric 1—5. Gdy horyzont jest krotki, znika faza stacjonarnd
(Sciezka 5 — magistrala) i rozwiazanie jest jednofazowe: Sciezka 1.

e Kapital wlasny poczatkowy ,,optymalny” (K, = LQo, O = Q; ). Przed-
q;

siebiorstwo pozostaje w rownowadze stacjonarnej (Sciezka 5) niezalezni®
od dtugosci horyzontu.

1
o Kapital wlasny poczatkowy przekracza zasob ,,optymalny” (K, > — Qo
q>
Oy = Q; ). Tak jak w ostatnim punkcie A, w sytuacji tej nie jest spetniony
warunek (11) i nie mozna sformutowac¢ strategii optymalne;j.

ad A. Jezeli zas6b majatku firmy ksztaltuje si¢ na poziomie niewystarcza-
jacym do rozpoczecia produkcji technikg pracooszczedna (kapitatochtonna), £
zachodzi przy ,niskim” poczatkowym zasobie majatku, musi ona rozpocza‘
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produkcje, wykorzystujac technike kapitatooszczedna (pracochtonna). Pomimo
wysokich kosztow jednostkowych wytwarzania rosnie poziom produkcji (majatku,
zatrudnienia); rosng takze przychody ze sprzedazy, ktére rekompensuja z na-
wiazka wysokie koszty produkcji.

Z wklestosci funkcji przychodu S(Q) wynika jednak, ze przewaga kranco-
wych przychodéw nad jednostkowymi kosztami wytwarzania w pewnym mo-
mencie musi si¢ skonczy¢. Zréwnanie nastgpuje, gdy produkcja osigga poziom
05, , czyli w momencie 7., (Sciezka 1).

Od momentu 77, przestaje by¢ optacalne dalsze zwigkszanie produkcji przy
zastosowaniu poczatkowej techniki (pracochtonnej). Istnieje jednak mozliwos$¢
zmiany techniki na bardziej efektywna, umozliwiajgca dalszy wzrost. Zatem
faza druga to okres reorganizacji procesu produkcyjnego: realokacji kapitatu.
Produkcja utrzymywana jest caly czas na poziomie zapewniajacym réwnosé
pomig¢dzy krancowym przychodem ze sprzedazy a jednostkowym kosztem pro-
dukcji Q;] , ale zachodzg zmiany w strukturze majatku i zatrudnienia. Dzigki
inwestycjom wzrasta udziat majatku w tworzeniu produktu, a maleje udziat pracy,
czyli zatrudnienie.

v
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Rys. 1. Optymalne trajektorie majatku firmy, zatrudnienia, produkcji i dywidendy
w przypadku ,,niskiego” poczatkowego zasobu majatku i dlugiego horyzontu,
gdy ci<c;<cy

Faza ta trwa do momentu catkowitej zmiany techniki produkcyjnej, czyli do
momentu zaprzestania produkcji w zakladzie, wykorzystujacym technike praco-
chtonng (kapitatooszcze¢dna) i przeniesienia catego kapitatu do zakladu pro-
dukujgcego technika kapitatochlonng (pracooszczedna), czyli do momentu 753
(Sciezka 2).
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Reorganizacja procesu produkcyjnego umozliwia nastepnie dalsze zwigk-
szanie produkcji (a zatem takze majatku i, nieznacznie, zatrudnienia). Stosowana
w tym okresie technika (pracooszczedna) wplywa na obnizenie kosztow jed-
nostkowych produkcji. Zatem, podobnie jak w fazie poczatkowej, krancowy
przychdd ze sprzedazy przekracza jednostkowy koszt wytwarzania i dopoki tak
si¢ dzieje, oplacalne jest zwigkszanie produkcji. Zréwnanie nastgpuje, gdy pro-
dukcja osiaga poziom O, czyli w momencie 7 4 (Sciezka 3).

Od momentu 734 przestaje by¢ optacalne zwigkszanie produkcji (przy wy-
korzystaniu dotychczasowej techniki). Poniewaz jednak, w przeciwienstwie df)
momentu 75, nie jest dostepna zadna bardziej efektywna technika produkcji,
nalezy pozostaé na tej sciezce do konca horyzontu. Produkcja, majatek i zatrud-
nienie utrzymywane sg na statych poziomach Q; 5 K; 3 L; gwarantujacych Opt)"_
malne, ustabilizowane funkcjonowanie firmy. Jest to okres wymiernych korzyscl
dla wiascicieli firmy — akcjonariuszy, gdyz osiagnawszy ,,.bezpieczny” poziom
rozwoju, firma moze wyptaca¢ dywidende (Sciezka 4).

Jesli firma ma zaséb majatku, wystarczajacy na rozpoczecie produkcji tech-
nikg pracooszczedna, co wystgpuje w przypadku ,,wysokiego” poczatkowego
zasobu majatku, to optymalng strategie produkcyjna wyznacza trajektoria 3 —>4.

ad B. Firma rozpoczyna dziatalno$¢ produkcyjna, stosujgc technikg praco-
chionna. Rosnie poziom produkcji (majatku, zatrudnienia), rosna takze przychody
ze sprzedazy.

Z wklestosci funkcji przychodu S(Q) wynika jednak, ze przewaga kranco-
wych przychodéw nad jednostkowymi kosztami wytwarzania w pewnym momen-
cie musi si¢ skoficzy¢. Zréwnanie nastepuje, gdy produkcja osiaga poziom O,
czyli w momencie 7; s (Sciezka 1).

Od momentu 7; 5 przestaje by¢ optacalne zwigkszanie produkcji przy sto-
sowanej technice. Poniewaz jednak eksploatowana jest najbardziej efektywna
z dostgpnych technik produkcyjnych, jej zmiana bylaby zmiang na technike
mniej efektywna, sprzeczng z idea postepu technologicznego. Produkcja, maja-
tek i zatrudnienie utrzymywane sa na stalych poziomach Q; 3 K;, L; gwarantuja-
cych optymalne, ustabilizowane funkcjonowanie firmy i wyplate dywidendy
akcjonariuszom. Stan ten utrzymywany jest do korica horyzontu ($ciezka 5).

Zauwazmy, iz trajektoria rozwoju sklada si¢ z dwéch istotnych etapow
(faz): ,,dochodzenia” do magistrali (trajektoria 1—2—3 lub $ciezka 1) i rozwoju
po magistrali (Sciezka 4 lub $ciezka 5), kiedy to stosowana jest najbardziej efek-
tywna z dostgpnych technik produkcji. Jesli technika poczatkowa jest najbar-
dziej efektywna z dostgpnych technik produkcji, to jest ona stosowana w proce-
sie produkcyjnym do kofica horyzontu. Jezeli jest dostepna technika bardzie]
efektywna to po pewnym czasie zastgpuje ona technik¢ mniej efektywna. Za-.
uwazmy, iz zmiana dotyczy wylacznie zastapienia techniki kapitatooszczedne)
(pracochtonnej) technikg pracooszczedng (kapitalochlonna).
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Rys. 2. Optymalne trajektorie majatku firmy, zatrudnienia, produkcji i dywidendy
w przypadku poczatkowej warto$ci majatku nizszej od optymalne;j i dlugiego
horyzontu, gdy ¢;; <c; < ¢

Gdyby przyja¢ w modelu istnienie trzeciego zaktadu, stosujacego technike
bardziej pracooszczedna niz pierwsza (oraz bardziej kapitalochtonng), tzn. taka,
Zc:

O3(0) = G:K3(0), La(®) = LK3(D)

oraz
_1_>_1_>L 1 _{.3_ <.IL<I_2’
q3 9 q, q3 4, 9>

wtedy (o ile technika ta bytaby efektywna) méglby nastapi¢ drugi proces realo-
kacji kapitalu — przesunigcia $rodkéw z zaktadu 1 do zaktadu 3.

Zauwazmy, iz generowane przez model efektywne zmiany technologiczne
wskazuja na pracooszczedny kierunek zmian. Powstaje pytanie, czy jest on
spojny z ogdlnymi zasadami dlugofalowego wzrostu ekonomicznego, obserwo-
wanymi przez ekonomistow?

S. Gomulka [2] wyprowadzajac tendencje zmian technologicznych przy
pewnym poziomie agregacji pisze, iz obserwowane regularnosci tych zmian sa
takie, jakby miaty tendencj¢ do oszczgdzania gtownie nakladéw niereproduko-
walnych, przede wszystkim za$ nakladoéw pracy ([2], s. 103).

Takze E. Kurtys, przedstawiajac analize kosztow przedsigbiorstwa, zauwa-
za ze wplyw postepu technicznego na koszty wilasne przedsigbiorstwa przejawia
si¢ przede wszystkim w zastgpowaniu pracy zywej pracg uprzedmiotowiong
([1], s. 148).
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4. Przypadek szczegdlny zadania
Podstawiajac w zadaniu (15)-(20) konkretng funkcj¢ przychodu ze sprzedazy
8@ =po |2 0()
o)

(funkcja tej postaci spetnia zalozenia stawiane w modelu funkcji przychodu ze
sprzedazy), mozna wyznaczy¢ optymalne stale wielkosci produkcji Q, )
=1,2, 21, oraz majatku i zatrudnienia K;,L;, i=1,2 w zaleznosci od statych
wartoscn i parametrow modelu, znalez¢é réwnania s’cieZek wzrostu (produkcji,

majatku, zatrudnienia) oraz punkty przelaczania sterowania.
Z charakterystyki $ciezek i warunkéw koniecznych optymalnosci (23)~(25)

wynika, iz
oS

=c, i=1,2,21, (30)
o0

0=0,

gdzie ¢; oznacza jednostkowe koszty produkcji przy poziomie produkcji 9
i=1, 2, 21, okreslone w tabeli (s. 255).
Podstawiajac pochodna wybranej funkcji przychodu S(Q) do zaleznosci (30),

otrzymujemy:
g Do Qg = @31
270!
Stad:
3 2
Q,:lQOPO, =808 1Y (32)
4 ciz

Uwzgledniajac (5)-(7) oraz (32), otrzymujemy nastg¢pujace rozwiazania:
Dla sciezki 2:

1 @ )’
Q = ay Po 2 : (33)
T 2
Dla Sciezki 4:
79
Ql. = _;TQO Po 9, ¢ (34)

2
+a+wllj
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287
K; = :11_ Ko Po 9 = (35)
(—l—+a+wllj
l=jf
(XL 1 p2 q2
L=gL—Pod (36)
(—+a+wll)
b=y
Dla $ciezki 5:
. 1 28
o ot (37)
—————+a+w12)
e 1 pZ q2
KZ"ZKO SETEL (38)
(—+a+wlzj
= jy
259
L'Z = % ik Po 9> é (39)

: 2
=gl
=)

Wyznaczymy teraz $ciezki wzrostu i punkty przetaczania sterowania.

SR Cii=C)'< Coi

Sciezka 1

Charakteryzuje ja produkcja technikg pracochtonng (K(¢)=K,(¢)) i zerowa
dywidenda (D(t)=0). Zatem réwnanie rézniczkowe (12) przyjmuje nastepujaca
postac:

K, (0)= (1=7) (S(0) = wa0) - aKo0). (40)
Biorac pod uwage (3) i (4), Q(f) = q2K»(¢), oraz podstawiajac w (40) postac

wybranej funkcji przychodu, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe typu Ber-
noullie’go:

. 1
0= (1) o [0y 220(t)> — (1= (wh+ a) O(1). (41)
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Rozwiazaniem tego réwnania z uwzglednieniem warunku poczatkowego
(Q(0)=0Qy) jest funkcja

1 ]
o' = [—g—‘- +( 3-%}7@} dla t€[0, 72], (42)

2

a takze odpowiednio (na mocy (10), (11) i charakterystyki sciezki):

1 TP <
K;(f)= L [% J{Qg—i]e ZC"] dla t€[0, 7,] (43)

) 5 G,
oraz
i e S oo s :
() =2 = 02 =18 Rl dla 1€[0, 71,], (44)
7, (G, G
gdzie
Ci=0-Np 0, ¢ Co=1-H(wh+a). (45)
ol st e : s ()
Funkcje O (¢), K,(?) i L,(¢) sa wklestymi funkcjami rosngcymi (gt—> 0,
2 2 2
dK2>O, dL2>O, d 2Q<O, d Igz <0, d L22 <)
dt dt dt dt

Punkt T12 *
Jest to moment osiagnigcia przez produkcje poziomu Q. Funkcja O (@)
jest funkcja ciagla, zatem z (42)

* ’1' —‘l‘szlz :
Q21=[%+(Q02—%Je 2 ¥ ] . (46)
2 2

Z réwnania (46) wyznaczamy szukany punkt przetaczenia 7 o:

10 —In
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Sciezka 2

Produkcja jest utrzymywana na stalym poziomie Q;I , ale wielkoscia, ktora
ulega zmianie, jest poziom majatku produkcyjnego. Zmianie ulega zaréwno
K\(?) (rosnie), jak i K>(f) (maleje). Biorgc pod uwage staly poziom produkcji
(Q)=0;,, zatem QO(t) =0) oraz (5) i (6), przeksztalcajac (12), otrzymujemy
réwnanie rézniczkowe liniowe ze wzgledu na zmienng K,(f), ktérego rozwiaza-

. Lsms
niem, z uwzglednieniem warunku poczatkowego Kx(75) = ;‘ 0,,, jest funkcja
2

. & b (€
K, ()= —E,s“*'(""sz“*“}‘

Je—Q(’"’l.z) dla tE[T],z, 72,3], (48)
4 9, C4

Zatem rowniez

* o €; 18 G
Ky ()= (_Qn +&'_3j_(_Qzl+gl"’g‘je LEEN ik te[nin, n3l, (49)
q g, C, q q C,

gdzie
Oy, wl+a

G =(1-/) 7 q—]q Q;l (Po Q;] = a ], C4=(l—ﬂ(ww+aj_ (50)
2imd]

2 1

Sciezki zmiany zatrudnienia w obu zaktadach tatwo otrzymujemy z (48)
1(49) uwzgledniajac (3).

. * . . . dK2 d2K2 *
Funkcja K,(f) jest wypukla funkcja malejaca ( = <0, 3 >0, K/ (1)
2
Jest wklesta funkcja rosnaca ( % >0, ddt12<] <0).

Punkt 7,3

Jest to moment zakonczenia reorganizacji procesu produkcyjnego. Nastepu-
Je calkowite zaniechanie produkeji w zakladzie, wykorzystujacym technike pra-
cochtonng (Ka(73)=0)’. Zatem z réwnania (48) dla = 73 mozna wyznaczy¢é
szukany punkt przelaczenia:

v o (6
‘—Q21+”CT3‘
T3 = —lnqz—c——“ + 715 (51)
4 Lr3s
¢,

° Ciaglosé funkcji K3(f) wynika z ciagtosci funkcji K(7) (zalozenie) oraz funkcji s(7) (zob.
Dodatek).
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Sciezka 3

W momencie 7,3 firma wchodzi w trzecia fazg¢ rozwoju i produkcja zaczyna
ponownie wzrasta¢ (rosnie takze majatek i zatrudnienie). Poniewaz jest to Sciez-
ka, ktéra charakteryzuje produkcja technika kapitatochtonng (K(¢)=K;(¥)) i zero-
wa dywidenda (D(7)=0), zatem, podobnie jak dla fazy 1, $ciezki wzrostu otrzy-
mamy, rozwiazujac — po koniecznych przeksztatceniach — rownanie (12) z wa-
runkiem poczatkowym (Q(z3) = 05, ):

1 (e 2
0 (’) ("—‘*'[(Qm)i g ]‘3_365( 2'3)] dla te[ng3, 1l (52)
6

a takze odpowiednio

1

2
K= |G o Ol el & )
4 | Co Cs

gdzie
Cs=(1=/) @0/, 11)s Cs=(1-f)Wh+a). (54)

Sciezke wzrostu zatrudnienia otrzymujemy z (53), uwzgledniajac (3)-
Y

. . : S : dK
Funkcje O (f) i K () sa wklgstymi funkcjami rosnacymi (7 >0, —dt’l >0,

7 2
4 2Q<O, 4 151
dt dt

<0).

Punkt 73 4

Punkt 734 to moment, w ktérym produkcja, majatek firmy i zatrudnienie
oswlbaﬁ taki poziom optymalny, w ktérym pozostaja do konca okresu planowama
(Ql : K, ; L,) Z réwnania (52) dla t = 754 wyznaczamy szukany punkt przela-
czenia:

€
5 (Qzu)z—zr
e T C6 + 3. (55)
6 N5
@) C,

Optymalna trajektoria ,,wchodzi” na magistrale (przedsigbiorstwo osiaga
stan réwnowagi stacjonarnej), gdy dtugos¢ horyzontu przekroczy pewna warto$¢
krytyczng z . W przypadku gdy ¢; < c; <cy; jest to
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Z=T3,, (56)

gdzie 734 wyznaczamy z (55).

®c<c<c
Sciezka 1
Wzrost produkcji, majatku i zatrudnienia opisuja réwnania (42), (43) i (44).
Punkt 7, s

Punkt 7; s to moment osiagnigcia przez produkcj¢ poziomu Q; . Wyznaczamy
£0 analogicznie jak punkt 73, z rwnania (42):

1
QE _ﬂ
2 RG]
715 =—1In : 3 57
2 3 G
(&) C,
W przypadku gdy c,; < ¢, <c) krytyczng dlugoscia horyzontu jest:
zZ=1y5, (58)

gdzie 7; s wyznaczamy z (57).

Zauwazmy, ze dlugosci przedzialéw [0, 71,), [7112, B3) | [B3, B4) zalezg
tylko od stanu poczatkowego i statych parametrow modelu, natomiast nie zaleza
od dtugosci horyzontu analizy. W miare jego wydluzania, zmianie (wydiuzeniu)
ulega tylko faza ostatnia (przedzial [z 4, z] lub odpowiednio [z s, z]) — faza row-
nowagi stacjonarnej (magistrala).

S. Przyklad optymalnej strategii produkcyjnej przedsigbiorstwa

Przedsigbiorstwo Cukiernicze SA jest jednym z najwigkszych w Polsce produ-
centéw stodyczy i proponuje odbiorcom szeroka ofert¢ asortymentows. Bogata
gama wyrobow oferowanych przez spotk¢ pozwala na utrzymywanie stabilnej
pozycji rynkowej mimo ciagle zmieniajacych si¢ warunkéw zewnetrznych. Kaz-
dego roku systematycznie zwigksza liczbg wprowadzanych na rynek nowych
produktéw. Dziat technologiczny, wspotpracujac z przyzaktadowymi laborato-
riami, prowadzi prace nad udoskonaleniem stosowanych przez spotke receptur,
a takze opracowuje technologie nowych produktéw. Zgodnie z zatozeniami zarza-
du kierunek zmian technologicznych powinien by¢ taki, aby zwigksza¢ zdolno-
sci produkcyjne, zmniejsza¢ pracochtonno$¢ oraz poprawiaé atrakcyjnos¢ pro-
dukowanych wyrobow.
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Za poczatek okresu analizy przyjmiemy 1 stycznia 2000 roku i ustalimy
dziesigcioletni horyzont (z=10)°.

Poczatkowy zas6b majatku i zatrudnienie w Przedsigbiorstwie Cukierni-
czym SA wynoszg odpowiednio: Ky= 136 692 tys. zt, L, = 1078 osdéb. Poczat-
kowa wielko$¢ produkcji i przychod ze sprzedazy ksztattujg si¢ na poziomach:
Qo= 17 tys. ton/rok, S(Qo) = 160 369 tys. zt.

Pozostalte parametry:
a=0,1 (stopa deprecjacji), = 0,28 (obowigzujaca stawka podatku dochodowego
od os6b prawnych), i =0,05 (stopa zwrotu kapitalu wlasnego), po=9433,47
(Srednia jednostkowa cena sprzedazy — za tong), w=1900 z¥/mies. (przecigtne
wynagrodzenie miesigczne).

Parametry charakteryzujace stosowang technike produkcyjna (zob. (3) i (4)):

£ 8237,23 (kapitalochtonno$¢ produkcji),
q;
- 0,06350 (pracochtonnos$¢ produkc;ji).
26

Istnieje mozliwo$¢ zmiany techniki na pracooszcz¢dng — w wigkszym stopniu
(bardziej kapitatochlonng) niz dotychczas stosowana — zgodnie z wytycznymi
zarzadu. Rodzi si¢ pytanie, czy taka zmiana bgdzie zmiang efektywna i czy spo-
woduje wzrost zysku przez obnizenie jednostkowych kosztéw produkcji?

Rozwazymy dwa warianty mozliwych zmian technologicznych’ i sformutu-
jemy optymalne strategie produkcyjne, bgdace konsekwencja wyboru odpo-
wiednich technik.

Pierwszy wariant zmiany techniki produkcyjnej wymaga zaangazowania
majatku o wartosci 140 292 tys. zt oraz zatrudnienia 998 pracownikow. Nowg
technike charakteryzuja nastgpujace parametry:

1
— =8250,83 (kapitatochtonnosc), Ui 0,06023 (pracochtonnosc).
q, a4

Wskazujg one, ze technika ta jest pracooszczgdna (kapitatochtonna) w wigk-
szym stopniu niz technika stosowana aktualnie i generuje nizsze jednostkowe
koszty produkcji (spetlniona jest nierowno$é: ¢; < ¢; < ¢1). Zatem w $wietle

g Wykorzystano dane publikowane w rocznych raportach spéiki. Ze wzgledu na brak
dostgpu do danych o wysokosci wynagrodzen, przyjeto do obliczen $rednie wynagrodzenie
publikowane przez ZUS.

2 Postulujemy mozliwe, aczkolwiek hipotetyczne wartosci majatku i zatrudnienia po-
trzebne w produkcji opartej na alternatywnych technikach wytwarzania.
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naszego modelu rozwigzaniem optymalnym jest dla firmy strategia produkcyjna
wyznaczona przez trajektori¢ 1 >2—>3—>4.

Po okoto pigciu miesiacach (7;,=0,41, zob. (47)), gdy produkcja osiagnie
poziom Q= 21633,13t w skali roku (zob. (33)), nalezaloby dokona¢ zmiany
techniki produkcyjnej. Zaklad produkujacy wedtug dotychczasowej techniki —
pracochtonnej — nalezatoby zamkna¢, dokonujac dyslokacji kapitatu (K'(m3) =
=140292 tys. zl) oraz pracy (L*(Tz,3) = 998 0s6b) na rzecz nowego zaktadu.
W nowym zakladzie produkcja prowadzona jest technika pracooszczg¢dna. Mo-
delowa faza reorganizacji procesu produkcyjnego jest dla tego przedsigbiorstwa
bardzo krétka, zmiana jest wlasciwie natychmiastowa (7,3=0,42, zob. (51)).

Nastepnie, po trwajacym okoto roku i o$miu miesigey (734=1,69, zob. (55))
intensywnym wzroscie, gdy produkcja osiaga poziom Q) = 33 803,5t w skali
roku (zob. (34)), warto$¢ majatku wynosi K;'= 197814,4 tys. z} (zob. (35)),
a zatrudnienie osigga poziom L;= 2750 o0s6b (zob. (36)), rozpoczyna si¢ faza
stacjonarna, w ktorej produkcja, majatek i zatrudnienie sa utrzymywane na sta-
tych poziomach Qf, K|, L;. W fazie tej wyplacana jest dywidenda akcjonariu-
szom w wysokosci 90% nadwyzki finansowe;j.

Drugi wariant zmiany techniki produkcyjnej wymaga zaangazowania ma-
jatku o wartosci 143 492 tys. zt oraz zatrudnienia 1028 pracownikéw. Nowg
technik¢ charakteryzuja nast¢gpujace parametry:

g 8438,82 (kapitatochtonnosc), Ui 2 0,06076 (pracochtonnosc).

q 9

Parametry wskazuja, Zze technika ta jest pracooszczedna (kapitatochtonna)
w wigkszym stopniu niz technika stosowana aktualnie, ale generuje wyzsze jed-
nostkowe koszty produkcji (spetniona jest nieréwnos$¢: c;; < c; < ¢y). Rozwiaza-
niem optymalnym jest dla firmy strategia wyznaczona przez trajektori¢ 1—5.
Strategia ta nie przewiduje zmiany techniki produkcyjne;j.

Przez okoto dwa lata i cztery miesiace (73,5=2,38, zob. (57)) trwa okres in-
tensywnego wzrostu, produkcja prowadzona jest technika poczatkowa — praco-
chtonna. Gdy produkcja osiagnie poziom Q,= 47958 t w skali roku (zob. (37)),
majatek bedzie miat warto§¢é K, = 385618 tys. zI (zob. (38)), a zatrudnienie
osiagnie poziom L,= 3041 oséb (zob. (39)), rozpoczyna si¢ faza stacjonarna,
w ktorej produkcja, majatek i zatrudnienie utrzymywane sa na stalych pozio-
mach Q;,K;,L,. W fazie tej powinna rozpoczaé¢ si¢ wyplata dywidendy dla
akcjonariuszy w wysokosci 90% nadwyzki finansowe;j.
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Podsumowanie

O powodzeniu przedsigwzigcia produkcyjnego decyduje m.in. wybdr techniki,
ktora prowadzona jest produkcja. Analiza rozwiazania sformutowanego zadania
pozwala okres$li¢ optymalng strategi¢ alokacji kapitalu przedsigbiorstwa migdzy
dwa zaklady stosujace rézne techniki produkcyjne. Wskazuje na celowos¢ i kie-
runek zmian technologicznych lub ich bezzasadnos$¢. Zgodnie z zalozeniami
modelu, firma moze uzyskaé t¢ sama wielkos¢ produkcji, ponoszac mniejsze
naktady pracy przy wigkszych naktadach majatku produkcyjnego (technika kapi-
tatochlonng i pracooszczgdna) lub odwrotnie (technika kapitatooszczgdng i pra-
cochlonna). Z zalozenia charakterystyki technik nie ulegaja zmianom, zatem
wspotczynniki kapitato- i pracochlonnosci sa state. Nalezy jednak dodaé, iz jak-
kolwiek niezmienno$¢ w czasie tych parametréw stanowi istotne uproszczenie
z punktu widzenia zastosowan, nie ma wplywu ani na liczbg, ani na kolejnos¢
faz, wystepujacych w rozwiazaniu. Przesadza jedynie o typie magistrali — jest
ona tu stata funkcja czasu.

Rozwigzanie zadania wyr6znia dwa warianty strategii optymalnych w za-
leznosci od efektywnosci dostgpnych technik produkceji. Jezeli strategia postulu-
je zmiang techniki produkcyjnej, zawsze jest to zmiana oszczg¢dzajaca naktady
pracy i zwigkszajaca wkiad majatku w tworzenie produktu.

W diugim horyzoncie strategia optymalna sklada si¢ z dwdch zasadniczych
faz: ,,dochodzenia” do magistrali i rozwoju na niej. Faza ,,dochodzenia” do ma-
gistrali to okres intensywnego wzrostu oraz, jezeli jest to uzasadnione analiza
efektywnosci, zmiany stosowanej techniki produkcyjnej.

Przytoczony przyktad ukazuje przedsigbiorstwo stojace w obliczu mozliwo-
sci zmiany techniki produkcyjnej. Wyniki teoretyczne pozwalajg sformutowac
strategie optymalne w dwodch analizowanych przypadkach. W pierwszym wa-
riancie, nastgpuje nierealne z ekonomicznego punktu widzenia, natychmiastowe
przesunigcie wszystkich srodkéw produkcji z techniki ,,starej” na ,,nowa”.

W obu wariantach nie do przyjecia sa takze gwattowne i radykalne zmiany
w poziomie zatrudnienia. Sa one jednak konsekwencjami przyjetych zalozen
upraszczajacych w modelu (m.in. pominigcia kosztdéw zmiany technologii).
Réwniez wyznaczone dtugosci poszczegdlnych faz moga by¢ trudne do realizacji,
ale wskazuja, ze czas dochodzenia do fazy stacjonarnej (rdwnowagi) powinien
by¢ jak najkroétszy. ’

Drugi wariant pokazuje, iz nie kazda proponowana zmiana na technike pra-
cooszczgdng i kapitatochtonng musi by¢ efektywna.
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Dodatek

Przebieg zmienno$ci funkcji s*(7)

Sterowanie s*(t) nie musi by¢ funkcja ciagla. Z charakterystyki sciezek wynika,
iz nieciaglos¢ moze wystapi¢ w punktach: 7, oraz ;. Zbadajmy zachowanie
funkcji s(#) w punktach brzegowych $ciezki 2.

lim 9= lim (g,(1-s®)K(®)= On
oraz ‘ |

lim 0= 1im (41 ~4:)s' @+, )k ()= G-

L=y T =P r+
1,2 12
Poniewaz K(#) jest funkcja ciagla, z powyzszych zaleznosci wynika, iz
spetniona musi by¢ roéwnosé

lim (5,1 - 5°@)= 1im (@~ 02)5O+2,))

L=nT
1,2 1.2

z ktorej wynika (poniewaz g; # >, a  lim s'()=0), ze

t—>1
1,2

: Enl s'(1)=0.

Analogicznie mozna wykazac, ze

lim s°(¢)=1.
I—)r;]

Funkcja s'(?) jest zatem funkcja ciagla.
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OPTIMAL CAPITAL ALLOCATION
BETWEEN TWO SECTIONS OF A FIRM

Summary

The paper focuses on the problem of distribution of capital and labour between two
sections of a one firm. Each section represents different production activity: capital-
-intensive or labour-intensive. The optimal control theory is applied to solve the prob-
lem. As resultes we obtain two types of optimal strategies. The firm can choose one of
them depends on the activities’ efficiency. The change of the one activity for another
always means substituting labour for capital goods. In the long planning horizon the
optimal trajectory attains a balanced growth path (a BGP).

Obtained theoretical resultes are applied to a real firm, for which optimal capital
allocation strategy is derived.




