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ANALIZA DYNAMICZNA POLSKIEGO
RYNKU AKCJI NA PODSTAWIE
NOTOWAN INDEKSU WIG

Badania nad rynkami kapitalowymi opieraly si¢ do niedawna gléwnie na
hipotezie rynku efektywnego (EMH), tzn. na przekonaniu, ze wszelkie
dostgpne publicznie informacje o akcjach znajduja odzwierciedlenie w ich
biezacych cenach, a wszyscy inwestorzy dzialajac racjonalnie, wyceniaja akcje
Jednakowo. Hipoteza ta zwiazana jest z zalozeniem, ze zmiany cen akcji na
rynku maja charakter btadzenia przypadkowego. Analizy danych empirycznych
przecza jednak temu zatozeniu.

W latach dziewigédziesiatych pojawit si¢ alternatywny poglad na charakter
rynku nazywany hipoteza rynku fraktalnego (FMH). Hipoteza ta stanowi
wynik badai przeprowadzonych w Research Institute for Applied Economics
Olsen & Associates w Zurychu. Szerzej zostala spopularyzowana przez
EE. Petersa w 1994 roku. Hipoteza rynku fraktalnego uwzglednia wplyw
informacji i dtugo$é horyzontu czasowego na zachowanie inwestoréw. Pod-
stawowe zatozenia hipotezy FMH sa nastepujace:

— rynek sktada si¢ z duzej liczby uczestnikbw o réznych horyzontach

czasowych,

— informacja ma rézny wpltyw na decyzje inwestoréw o réznych horyzon-
tach czasowych (podejécie spekulanta jest inne niz inwestora diugoter-
minowego),

— stabilno$¢ rynku jest rezultatem jego ptynnosci, rynek ztozony z wielu
inwestor6w o réznych horyzontach czasowych gwarantuje ptynno$¢,

— ceny waloréw sg wynikiem zar6wno handlu krétkoterminowego (opisy-
wanego przez analiz¢ techniczna), jak i dilugoterminowego (zwiazanego
raczej z analiza fundamentalna),

A. Weron, R. Weron, Inzynieria finansowa, WNT, Warszawa 1999.
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— tylko notowania instrumentu powiazanego z cyklami ekonomicznymi

moga wykazywac¢ dlugotrwaty trend.

Modele oparte na hipotezie rynku fraktalnego maja t¢ przewage, ze nadaja
si¢ do opisu zmian cen nie tylko w stanie réwnowagi, ale réwniez podczas
paniki czy innych zaburzen rynku. Podstawa hipotezy FMH jest fakt, ze rynek
jest stabilny, je§li nie ma jednego horyzontu czasowego dla wszystkich
inwestor6w. Informacja jest przez inwestora wartoSciowana zgodnie z dtugoscia
horyzontu inwestycyjnego. Wynika stad, ze rynek ma fraktalng (samopodobna)
strukture statystyczna. Niestabilno§¢ pojawia sig, gdy rynek traci swa fraktalng
strukture.

Konsekwencja powstania hipotezy FMH sa proby stosowania nowych
narz¢dzi matematycznych do opisu rynku, przede wszystkim dostarczanych
przez teori¢ uktadéw dynamicznych oraz teori¢ chaosu, a takze teorie (a-stabil-
nych procesow stochastycznych.

Spojrzenie na rynek akcji jako na chaotyczny uktad dynamiczny znajduje
swoje uzasadnienie w implikowanej przez FMH tezie o wzajemnych powiaza-
niach czynnikéw krétko- i dtugoterminowych, wptywajacych na zachowania
tego rynku?,

W niniejszej pracy podejmujemy probe weryfikacji hipotezy rynku fraktal-
nego w odniesieniu do polskiego rynku akcji, stosujac jako narzedzie analize
dynamiczng szeregu czasowego dziennych notowan indeksu WIG. Przed-
stawione obliczenia i wykresy zostaty wykonane z wykorzystaniem programéw
DMC i Excel 97. Dla wygody czytelnika o mniejszym przygotowaniu matema-
tycznym, formalne definicje niektérych stosowanych pojeé zebraliSmy w anek-
sie matematycznym.

1. Szereg czasowy jako funkcja generowana
przez uklad dynamiczny

Badajac ewolucje rynku kapitalowego, zazwyczaj monitorujemy kilka zmienia-
jacych si¢ w czasie wielkoSci skalarnych odzwierciedlajacych stan tego rynku.
Oprécz notowan gietdowych sa to na przykiad aktualne wskaZniki makro-
ekonomiczne. W rzeczywisto$ci liczba zmiennych opisujacych rynek moze byé
bardzo duza, wiele z nich moze nie poddawaé si¢ badaniu, a z istnienia innych
mozemy nie zdawaé sobie sprawy. Wektory, ktérych wspéirzednymi sa

2 E. E. Peters, Teoria chaosu a rynki kapitatowe, WIG-Press, Warszawa 1997.
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mozliwe wartosci tych zmiennych, mozemy utozsamia¢ z punktami pewnej
wielowymiarowej struktury geometrycznej M na ogét tylko lokalnie podobnej
do przestrzeni R", w ktérej uprawia si¢ klasyczny rachunek rézniczkowy
i catkowy n zmiennych. Mozliwe sa bowiem rézne zaleznosci funkcyjne migdzy
Wspotrzednymi. Analitycznym modelem struktury tego typu jest rozmaitosé
gladka. (Aneks, def. A6).

Jezeli istnieje reguta okre$lajaca zmienno$é rynku, to proces przechodzenia
od dowolnego stanu do kolejnego moze byé opisany za pomoca pewnego
Przeksztalcenia f rozmaitosci M w siebie. O f zaklada sie, ze jest dyfeomorfiz-
mem, czyli wzajemnie jednoznacznym przeksztalceniem gladkim z gladka
odwrotnoscia f~!. Pare (M, f) nazywa si¢ dyskretnym ukladem dynamicz-
nym, a sama rozmaito$¢ M — przestrzenia stanéw tego uktadu. Ewolucje rynku
W czasie od pewnego stanu poczatkowego x opisuje parametryzowana momen-
tami czasu rodzina punktéw okreslajacych kolejne stany. Nazywamy ja trajek-
torig tego stanu. Elementami trajektorii stanu x sa obrazy tego punktu
W Kkolejnych iteracjach przeksztalcenia f, a zatem jest ona zbiorem
{ye M:y=f"(x), n>0}.

Jedli dana jest rodzina { fl}, gdzie te R*, dyfeomorfizméw rozmaitosci
M taka, ze f,=id,,, f,, =f, f. 1 odwzorowanie R* x M — M, (t,x)—f,(x) jest
gladkie, to pare (M, { f.}) nazywamy ciagtym ukladem dynamicznym. W tym
przypadku trajektoria punktu xe M nazywamy zbiér {ye M:y=f,(x), te R*}.

W dalszym ciagu tej pracy rozwazamy jedynie dyskretne uktady dynamicz-
ne i nazywamy je krétko uktadami dynamicznymi.

Jak wspomnieliSmy wyzej, nie znamy wymiaru rozmaitoSci przedsta-
Wiajacej przestrzei stan6w rynku, ani zmiennych opisujacych poszczegélne
wspoétrzegdne punktéw bedacych jej elementami. Tym bardziej nie mamy
informacji o odwzorowaniu ani o realizowanej trajektorii. Zwykle mozemy
obserwowaé tylko pewien sygnal zalezny od realizowanych stanéw, ktéry
mozna traktowa¢ jako wartoSci obcigcia pewnej funkcji okreSlonej na roz-
wazanej rozmaitoSci do realizowanej trajektorii. Poniewaz punkty orbity
parametryzowane sa czasem, to W istocie otrzymujemy. szereg Czasowy.
Przyktadem takiego sygnatu opisujacego polski rynek akcji moze byé szereg
czasowy dziennych notowan WIG.

W dalszej czeSci pracy pokazemy, ze nawet jeSli dysponujemy tylko
pewnym szeregiem czasowym, generowanym w opisany wyzej sposéb, to
mozemy ustali¢ podstawowe cechy jako§ciowe calego uktadu. Migdzy innymi
mozemy oszacowal wymiar jego przestrzeni stanéw oraz zbadaé, czy jego
zmienno$¢ jest procesem losowym czy deterministycznym, czy tez wykazuje
cechy pierwszego i drugiego jednocze$nie.
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Rys. 1. Notowania WIG - od 16 kwietnia 1991 do 1 grudnia 2000 roku,
1955 sesji

Zr6dto: Opracowanie wlasne

Niniejsza praca jest préba oceny, z powyzszego punktu widzenia, polskiego
rynku akcji na podstawie analizy szeregu czasowego dziennych notowan (kurs
zamknigcia) indeksu WIG Gietdy Papieréw WartoSciowych w Warszawie,
obejmujacego okres od dnia 16 kwietnia 1991 (sesja nr 1) do dnia 1 grudnia
2000 roku (sesja nr 1955).

2. Rekonstrukcja przestrzeni stanow
na podstawie szeregu czasowego

Rozwazmy ciag wszystkich mozliwych ukladéw n kolejnych elementéw
szeregu czasowego {Y (i)} zawierajacego N obserwacji:

[Y(1), Y(2), ¥Y(3), ..., Y(m)],
[Y(2), Y(3), Y(4), ..., Y(n+1)],
[Y(3), Y(4), Y(5), ..., Y(n+2)],

[YIN—n+1), YIN—n+2), Y(N—n+3), ..., Y(N)].
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Mozemy go traktowaé jako ciag N—n+1 wektoréw w R". Kazdy taki
wektor bedziemy nazywaé n-historia szeregu czasowego {¥(i)}.

Niech M bedzie zwarta m-wymiarowa rozmaito$cia gladka. Rozwazmy
zbir X wszystkich par (fy), gdzie f:M—>M jest dyfeomorfizmem,
ay: M — R jest funkcja gtadka. Na zbiorze X daje sie okreslié metryke; ponizej
bedziemy wiec uwazaé X za przestrzefi metryczna. Z nastgpujacego twierdzenia
0 zanurzeniu udowodnionego w roku 1981 przez F. Takensa® wynika, ze ciag
n-historii szeregu czasowego mozna traktowaé jako rekonstrukcje trajektorii
Przestrzeni stanéw uktadu dynamicznego, przez ktéry rozwazany szereg poten-
cjalnie jest generowany.

Twierdzenie. Przy powyziszych zatoieniach i oznaczeniach zbidr tych par
(fy)€X, dla kidrych odwzorowanie F, ,: M — R*"** okreslone wzorem

Fiy =00, y(f®), ..., y(f"(x)))

Jest zanurzeniem, jest otwarty i gesty w przestrzeni X.

Teza twierdzenia Takensa oznacza, ze kazdy niepusty zbi6r otwarty
W X zawiera kule otwarta, skladajaca sie z par (f,y), dla ktérych F( i jest
zanurzeniem. JeSli przyjmiemy Y(n)=y(f" !(x)), to twierdzenie Takensa
méwi, ze poza wyjatkowymi sytuacjami, jesli n jest dostatecznie duze w stosun-
ku do wymiaru przestrzeni stanéw, tzn. n>2m+1, to n-wymiarowy obraz
Przestrzeni standéw, ktérego czgscia jest ciag n-historii, oddaje w poprawny
matematycznie sposob jej wlasnosci. W szczegdlnosci trajektoria w przestrzeni
R" skonstruowana za pomoca ciagu n-historii jest poprawna rekonstrukcja
trajektorii, generujacej badany szereg czasowy {Y(i)}.

3. Chaotyczne uklady dynamiczne a uklady losowe

Szeregi czasowe opisujace rynek kapitatowy z reguty wygladajg tak, jakby byly
generowane przez uklad ewoluujacy w czasie losowo. Zupetnie podobnie moga
wygladaé jednak réwniez szeregi zlozone z sygnaléw generowanych przez
pewne uklady deterministyczne. ]

Przez uklad losowy rozumiemy tutaj taki uklad, dla ktérego w danym
momencie czasu wartoSci wspéirzednych wektora stanu okreslone sg jedynie

* F. Takens, Detecting strange atractors in turbulence, w: Dynamical systems and
turbulence, Lecture Notes in Mathematics 898, Springer, Berlin 1981, s. 366-381.
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przez rozktad prawdopodobiefistwa, a zatem wektor ten jest wektorem
losowym.

Deterministyczne uklady generujace sygnaty podobne do tych generowa-
nych przez uklady losowe bedziemy nazywaé, niezbyt formalnie, chaotycz-
nymi uktadami dynamicznymi. Wedtug jednej z istniejacych definicji nazywa
si¢ tak uklady dynamiczne, w ktérych zachowanie trajektorii jest bardzo
wrazliwe na niewielkie nawet zmiany punktu poczatkowego, tzn. ze bliskie na
poczatku trajektorie odchodza od siebie na dana odlegto$¢ po pewnej skofi-
czonej liczbie krokéw. Inna z charakterystyk chaotycznego uktadu dynamicz-
nego jest posiadanie tzw. dziwnego atraktora.

Zbiér zwarty AcM nazywamy atraktorem uktadu dynamicznego
(M, f) jesli:

1) dla kazdej liczby catkowitej n>0, f"(A) <A,

2) istnieje otoczenie U zbioru A takie, ze dla kazdego xe U i n=0,

f"(x)e U oraz lim f"(x)€A,
n—coo
3) dla dowolnych zbior6w otwartych U i V zawartych w A istnieje n>0
takie, ze f"(V) n U#@.

Z okre§lenia atraktora wynika, ze jeSli trajektoria punktu wejdzie do
atraktora, to juz go nigdy nie opusci oraz ze atraktor ma wtasnos¢ ,,przyciaga-
nia” punktéw znajdujacych si¢ w pewnym jego otoczeniu nazywanym ob-
szarem przyciagania atraktora. Wiasno$¢ 3 oznacza, ze atraktor nie jest suma
dwéch roztacznych atraktoréw, a w przypadku gdy przestrzen stanéw jest
zwarta, wiasno$¢ ta jest rownowazna istnieniu trajektorii gestej w A (Aneks,
def. A2).

Atraktor A ukitadu dynamicznego (M, f) nazywa si¢ dziwnym, jezeli uktad
jest w zbiorze A wrazliwy na zmiang warunkow poczatkowych (Aneks,
def. A10) oraz zbiér A ma skomplikowana struktur¢ geometryczna (np. jest
fraktalem).

Jednym ze wskaznikéw zlozono$ci struktury geometrycznej atraktora jest
jego wymiar pojemnosciowy Kotmogorowa. Méwimy, ze zbiér ograniczony
S < R? ma wymiar pojemnoS$ciowy Kotmogorowa D, jesli

D=1lim

e—0

gdzie N(¢) jest minimalng liczba kul o promieniu ¢ w R? potrzebna do pokrycia
zbioru S. Dla ,,regularnych” obiektéw geometrycznych wymiar pojemnoS$ciowy
pokrywa si¢ ze zwyklym wymiarem euklidesowym, w szczegdlnoSci jest liczba
catkowita. Og6lnie jednak nie musi by¢ liczba catkowita i1 na przykiad dla
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zbioru Cantora jest réwny log2/log3 ~0,63. Wymiar pojemno$ciowy niebeda-
Cy liczbg catkowita, wskazuje na skomplikowana struktur¢ geometryczna
obiektu.

Wyliczenie zdefiniowanego powyzej wymiaru pojemno$ciowego jest za-
zwyczaj trudne. W zwiazku z tym Grassberger i Procaccia zaproponowali
W roku 1983 inne podejscie do badania wymiaru atraktora. Wyznaczanie
liczby N(e) zastapili mierzeniem odlegtoSci pomiedzy punktami pewnej za-
wartej w atraktorze trajektorii. Zmiana ta prowadzi do pojecia tzw. wymiaru
korelacyjnego D

Zatézmy, ze atraktor zanurzony jest w przestrzeni euklidesowej skon-
Czonego wymiaru i niech {xi} bedzie trajektoria gesta w atraktorze. Dla kazdego
r>0 mozemy zdefiniowaé calke korelacyjna C(r) wzorem:

1 N
C(n=lim — Z O(V—lxi_le)’
Noaw NV ij=Lli#]
: 1, s>0
gdzie ¢ B=10 %20
|| oznacza dtugos§¢ wektora, a { 0, s<0.

: Jak twierdza Grassberger i Procaccia, dla matych wartoéci r, C(r) zachowuje
81¢ jak potega r, tzn.

C(r)oc rPe

Wystepujacy tu wyktadnik D nazywa si¢ wymiarem Kkorelacyjnym.

: Wymiar korelacyjny D,. jest wymiarem probabilistycznym, tzn. C(r) mozna
Interpretowaé jako prawdopodobiernistwo tego, ze odleglo$¢ dwéch punktéw
trajektorii nie jest wigksza od r. Je$li punkty x; pokrywaja atraktor rownomier-
nie, to D.=D. W og6lnym przypadku prawdziwa jest nieréwno$¢ D.<D. Dla
Wwielu znanych atraktor6w, nawet jesli wyliczone dla nich wymiary D i D, nie sa
réwne, to réznia si¢ nieznacznie, zatem wymiar korelacyjny jest dobrym
0szacowaniem wymiaru Kolmogorowa. .

Niech dany bedzie szereg czasowy {Y(i)}, o ktérym zaktadamy, ze jest
Sygnalem, pochodzacym z trajektorii gestej w pewnym atraktorze determinis-
tycznego uktadu dynamicznego. Korzystajac z twierdzenia Takensa, rekonstru-
Ujemy ten atraktor w pewnej przestrzeni zanurzenia R". Gdy nie znamy wymiaru
oryginalnej przestrzeni fazowej uktadu, wtedy odpowiednia warto§¢ wymiaru

* P. Grassberger, 1. Procaccia, Measuring the strangeness of strange arrractors,
Physica 9D, 1983, 5. 189-208.
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przestrzeni zanurzenia znajdujemy, obliczajac wymiar korelacyjny dla coraz
wigkszych wartosci n, az do jego ewentualnej stabilizacji.

Poniewaz punkty atraktora s silnie powiazane i zageszczaja sie¢ w okres-
lonych miejscach niezaleznie od wymiaru przestrzeni zanurzenia, wiec jesli
wymiar korelacyjny atraktora rekonstruowanego osiagnie wymiar atraktora
»prawdziwego”, to dalsze zwigkszanie wymiaru przestrzeni zanurzenia nie
powinno zwigksza¢ wymiaru atraktora rekonstruowanego.

Jesli teza o deterministycznym charakterze ukiadu nie jest uzasadniona,
czyli jeSli uktad jest losowy, to punkty rekonstruowanej trajektorii
wypelniaja przestrzefi zanurzenia we wszystkich kierunkach i wymiar
korelacyjny ro$nie nieograniczenie ze wzrostem wymiaru przestrzeni
zanurzenia.

Zatem gdy szereg czasowy generowany jest przez ukltad deterministyczny,
wymiar korelacyjny stabilizuje si¢, poczawszy od pewnego wymiaru przestrzeni
zanurzenia.

W przypadku gdy sygnat pochodzi od uktadu losowego i jest realizacja
ciagu niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, otrzymy-
wany dla kolejnych wartoSci n wymiar korelacyjny w praktyce powinien by¢
bliski n.

4. Charakterystyka zmiennosci w czasie
polskiego rynku akcji

Zajmiemy si¢ obecnie ocena charakteru zmiennoSci w czasie polskiego
rynku akcji. Sprébujemy mianowicie zbada¢, czy zmiany na nim wyst¢pujace,
sa procesem losowym czy deterministycznym. Analizy podobnego typu prze-
prowadzone dla rynku amerykafiskiego i rynkéw zachodnioeuropejskich?,
wydajg si¢ wskazywac na istnienie istotnej sktadowej deterministycznej ich
zmiennosci.

Obserwacje poczynione w trakcie tamtych badain pokazuja, ze sam
szereg notowan indeksu gietdowego, ze wzgledu na jego silng autokorelacjg,
nie jest adekwatnym wskaznikiem oceny przyczyn interesujacych nas
zachowarn rynku.

Istnieja rézne metody postgpowania w takiej sytuacji. Tradycyjne podejécie
Boxa-Jenkinsa sprowadza si¢ do zastosowania operatora réznicowego lub jego

5 E. E. Peters, op. cit., A. Medio, Chaotic dynamics. Theory and applications to
economics, Cambridge University Press, Cambridge 1992.
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wyzszych iteracji. Uwaza si¢ jednak®, ze metoda ta moze prowadzié¢ do
wzmocnienia szumu i nie jest najwtasciwsza w kontekscie analizy dynamicznej
szeregu danych eksperymentalnych. W nowszych pracach’ sugeruje si¢ raczej
analiz¢ szeregu z usunigtym trendem. Takie tez podejScie przyjmujemy
W niniejszej pracy.

Analizujac szereg dziennych notowaih WIG od 16 kwietnia 1991 do
1 grudnia 2000 (1955 sesji), dobraliSmy jako trend funkcje postaci
f(®)=67,8771%7%7. Wspétczynnik determinacji dla tej funkcji trendu,
R?>=0,788, okazat si¢ lepszy niz dla funkcji wielomianowych stopnia nie
wigkszego niz 5 oraz dla funkcji wyktadniczej.

Warto$¢ wymiaru korelacyjnego potencjalnego atraktora uktadu dynamicz-
nego opisujacego polski rynek akcji oszacowaliSmy zgodnie z procedurg
opisang w punkcie 3.

Na rysunku 4a znajduje si¢ 21 wykreséw przedstawiajacych w skali
logarytmicznej (podstawa logarytmu jest 2) zalezno$¢ catki korelacyjnej C(r)
od r dla zanurzen trajektorii generujacej badany szereg czasowy w przestrzenie
R =576, %7 25;

Dla kazdej z 21 krzywych mozna dobra¢ metoda regresji liniowej prosta
przyblizajaca ja na pewnym przedziale. W mys$l definicji wymiaru korelacyj-
nego, przy zatozeniu ze na rozwazanym przedziale catka korelacyjna zachowuje
si¢ jak potega r, wspdtczynnik kierunkowy takiej prostej jest rowny odpowied-
niemu wymiarowi korelacyjnemu.

Na rysunku 4b przedstawiono 21 wykreséw ,,pochodnych” odpowiednich
funkcji z rysunku 4a. Stabilng w sensie zalezno$ci od r i n warto$¢ tych
pochodnych przyjmujemy za oszacowanie wymiaru korelacyjnego atraktora
zrekonstruowanego, a wigc — na mocy twierdzenia Takensa — rowniez atraktora
»prawdziwego”.

Z obliczen przedstawionych na powyzszych wykresach wynika, ze jako
warto§¢ wymiaru korelacyjnego mozemy przyja¢ D .~2,7.

Zalezno$¢ wymiaru korelacyjnego atraktora od wymiaru zanurzenia przed-
stawia kolejny wykres (rys. 5). Mozna zaobserwowac stabilizacje wymiaru
korelacyjnego, poczawszy od wymiaru zanurzenia n=18.

Uzyskany wynik sugeruje, ze badany szereg jest w duzym stopniu deter-
ministyczny. W celu przeanalizowania hipotezy o chaotycznosci generujacego
go uktadu postuzymy si¢ pierwszym wykladnikiem Lapunowa (Aneks,
def. A11). Jest to liczba (fatwa do wyliczenia dla danych eksperymentalnych),

¢ A. Medio, op. cit.
7 D. S. Broomhed, G. P. King, Extracting qualitative dynamics from experimental data,
Physica 20D, 1986, s. 217-236.
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ktéra mierzy wrazliwo§¢ uktadu dynamicznego na zmiang warunk6w poczat-
kowych. Dodatnia warto§¢ pierwszego wykladnika Lapunowa w obszarze
przyciagania atraktora oznacza, Ze uktad jest w atraktorze wrazliwy na zmiang
warunkéw poczatkowych. Niektérzy autorzy® wrecz nazywaja dyssypatywny
uktad dynamiczny chaotycznym, je§li pierwszy wyktadnik Lapunowa jest
dodatni w obszarze przyciagania pewnego jego atraktora. Dla badanego przez
nas uktadu wykres stuzacy do oszacowania warto$ci pierwszego wykladnika
Lapunowa ma posta¢ przedstawiong na rysunku 6.
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Rys. 6. Wykres pierwszego wykladnika Lapunowa dla szeregu WIG z usunie-
tym trendem potegowym

Zrédto: Opracowanie wiasne

Wynika z niej, ze pierwszy wykladnik Lapunowa jest dodatni. Oznaczatoby
to, ze badany uktad jest chaotyczny.

Uzyskana warto$§¢ wymiaru korelacyjnego D.=2,7 sugeruje, ze przestrzen
stanéw uktadu ma wymiar co najmniej 3. Na rysunkach 7-10 przedstawiono
rzuty atraktora zrekonstruowanego na podstawie danych, na wybrane dwu-
wymiarowe plaszczyzny wspétrzednych w przestrzeni R2°.

8 H.-W. Lorenz, Nonlinear dynamical economics and chaotic motion, Springer, Berlin
1997.




20 000,00

15 000,00 j@“\z

10 000,00

5 000,00

0,00

-5 000,00

-10 000,00
-10 000,00 -5 000,00 0,00 5000,00 10 000,00 15 000,00 20 000,00

Rys. 7. Rzut zrekonstruowanego atraktora na plaszczyzne X X,

Zrédto: Opracowanie wiasne

20 000,00

15 000,00 T

10 000,00 /\

5000,00

0,00

-5 000,00

-10 000,00
-10 000,00 -5 000,00 0,00 5 000,00 10 000,00 15 000,00 20 000,00

Rys. 8. Rzut zrekonstruowanego atraktora na p{aézczyzne XX

Zrédto: Opracowanie wlasne




20 000,00

15 000,00

10 000,00

5 000,00

0,00

-5 000,00

-10 000,00
-10000,00  -5000,00 0,00 5000,00 10000,00 15000,00  20000,00

Rys. 9. Rzut zrekonstruowanego atraktora na plaszczyzne X X,

Z ’ .
Zrédto: Opracowanie wlasne

20 000,00

15 000,00

10 000,00

5 000,00

0,00

-5 000,00

-10 000,00
-10 000,00 -5 000,00 0,00 5 000,00 10 000,00  15000,00 20 000,00

Rys. 10. Rzut zrekonstruowanego atraktora na plaszczyzne X X

- .
Zr6dlo: Opracowanie wlasne




Analiza dynamiczna polskiego rynku akcji 95

Podsumowanie

Przeprowadzona analiza dynamiczna polskiego rynku akcji na podstawie 1955
notowan dziennych indeksu WIG wykazuje, ze hipoteza o deterministycznym
charakterze tego rynku nie moze byé sfalsyfikowana. Wyliczona warto§é
Wymiaru korelacyjnego oznacza, ze modele tego rynku powinny zawieraé co
najmniej trzy zmienne dynamiczne. Identyfikacja tych zmiennych nie okaze sie
Z pewnoscia zadaniem tatwym.

Uzyskane przez nas wyniki nie réznia si¢ w zasadzie od uzyskanych przez
Petersa®. W swoich badaniach dotyczacych rynku amerykanskiego, niemieckie-
80 1 brytyjskiego uzyskat on wymiar korelacyjny mieszczacy sie miedzy 2 a 3.
Jedynie w przypadku Japonii wielko§¢ wymiaru nieznacznie przekroczyta 3.

Wykryty sktadnik chaotyczny, pojawiajacy si¢ réwniez w zmiennosci
rynk6éw badanych przez Petersa, powoduje, ze ewentualne zbudowanie adek-
Watnego niskowymiarowego modelu niekoniecznie begdzie réwnoznaczne z mo-
zliwoscig prognozowania w dtuzszej perspektywie.

Aneks

W niniejszym aneksie zaktadamy, ze czytelnikowi znane sa pojecia przestrzeni
metrycznej i odwzorowania ciaglego migdzy takimi przestrzeniami. Definicje, ktére
tu przytaczamy, sa zawezeniami do zakresu przestrzeni metrycznych okreslen
funkcjonujacych ogélnie w kontekscie przestrzeni topologicznych ', Przyjety na
Uzytek tej pracy stopiefi ogélnosci wydaje si¢ jednak catkowicie wystarczajacy.

Al. Przestrzefi metryczna X nazywamy zwarta, jesli z kazdego ciagu nieskon-
CZonego jej punktéw mozna wybraé podciag zbiezny.

A2. Podzbiér A przestrzeni metrycznej X nazywamy gestym w X, jesli kazdy
niepusty zbi6r otwarty w X zawiera punkty zbioru A.

A3. Odwzorowanie ciagle f: X — Y przestrzeni metrycznych nazywamy ho-
meomorfizmem, jesli istnieje ciagte odwzorowanie odwrotne f~': Y — X.

Ad. Przestrzei metryczng X nazywamy rozmaitoScia m-wymiarowa, jesli
dla kazdego punktu x € X istnieje otwarte otoczenie U 3 x oraz homeomorfizm
@: U—V, gdzie V jest zbiorem otwartym w R™. Par¢ (U, @) nazywamy
mapa wokoét x.

° E. E. Peters, op. cit.
' R. Duda, Wprowadzenie do topologii, cz. 1, 2, PWN, Warszawa 1986.
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AS. JeSli U, = R™, U, < R" sa niepustymi zbiorami otwartymi, to odwzorowa-
nie g: U, —» U, nazywamy gladkim klasy C¥, jesli kazda jego skladowa ma
ciagle wszystkie pochodne czastkowe do rzedu k wiacznie. W dalszym ciagu
przez ,.gladko$¢” bedziemy rozumieli gladko$é ustalonej klasy co najmniej C2.

A6. Dwie mapy (U, ), (V,¥) rozmaito§ci X nazywamy zgodnymi, jesli
Un V=@ albo jesli obcigcie odwzorowania ¢y ~! do /(U n V) jest gtadkie.
Jesli dowolne dwie mapy rozmaitosci X sa zgodne, to X nazywamy rozmaitos-
cig gladka.

A7. Odwzorowanie f: X —Y rozmaitodci gtadkiej X w gladka rozmaito$¢
n-wymiarowa Y nazywamy gladkim, jesli dla kazdego x € X oraz map (U, ¢)
wok6ét x i (V,¥) wokét f(x) takich, ze f(U)<V, odwzorowanie
wfo lip(U)— R" jest gladkie.

A8. Odwzorowanie gtadkie f: X - Y dwdch rozmaitosci gtadkich nazywamy
dyfeomorfizmem, jesli f jest homeomorfizmem oraz f ~! jest odwzorowaniem
gtadkim. Odwzorowanie f nazywamy zanurzeniem, jesli f: X—f(X) jest
dyfeomorfizmem.

A9. Dwa uktady dynamiczne (M, f) i (X,g) nazywamy sprze¢zonymi, jesli
istnieje dyfeomorfizm F: M — X taki, ze Ff=gF. W takim przypadku dyfeomor-
fizm F przeprowadza trajektorie ukladu (M,f) w trajektorie uktadu (X, g),
a zatem jakoSciowo dynamiki obu ukladéw sa réwnowazne. Sprzezonymi
uktadami dynamicznymi sa na przyktad (M, f) i (F(f’y) (M), F(f'y)fF(_f‘ly)) gdzie
F, ,, jest dyfeomorfizmem indukowanym przez zanurzenie, o ktérym mowa
w twierdzeniu Takensa (zob. pkt 2).

A10. M6wimy, ze dyfeomorfizm f: M — M jest wrazliwy na zmian¢ warun-
kéw poczatkowych, jesli istnieje 0>0 takie, ze dla kazdego xe M oraz dla
kazdego otoczenia U punktu x istnieja ye U oraz n>1 takie, ze

d(f"(x), f" () =9,
gdzie d jest metryka na M.

All. Podamy teraz definicj¢ pierwszego wyktadnika Lapunowa. W zwiazku
z definicja A10, w naszym przypadku wystarczy ograniczy¢ si¢ do ukladu
dynamicznego (X, f), gdzie X = R™. Niech x,, x, beda potozonymi blisko siebie
punktami przestrzeni stanéw X. Dla wektorow 4,=x,—x, oraz
A, =x,—x,=f"(x,) —f"(xy) zachodzi przyblizony zwiazek A, ~Df"(x,) 4,
gdzie Df"(x,) jest macierza Jacobiego odwzorowania f”, czyli

Df"(xg)=Df(x,_,) .. Df (x;) Df (xy).
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Uporzadkujmy niemalejaco warto$ci bezwzgledne warto$ci wiasnych macierzy
Df"(x,): | A1 =|A5|>...>] A% |. Wykladniki Lapunowa ukladu (X, f) zdefi-

niowane sg jako granice A;= lim —In|A"|. Powyzsze granice istnieja i nie
n=*co

zaleza od wyboru punktu x,, prawie wszedzie w obszarze przyciagania atraktora.
Wyktadnik A, nazywamy pierwszym wykladnikiem Lapunowa.
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