Piotr MACKOWIAK

»BARDZO SILNA” WERSJA TWIERDZENIA
O MAGISTRALI W WIELOSEKTOROWYM
MODELU WZROSTU OPTYMALNEGO
TYPU LEONTIEFA-GALE’A

Wprowadzenie

W artykule sa kontynuowane rozpoczete w pracach [3] i [4] badania wlasnoéci
Optymalnych trajektorii wzrostu w wielosektorowym modelu wzrostu typu
Leontiefa-Gale’a, z kapitalem trwatym, z liniowa technologia produkcji débr
kapitalowych. Wykazano tam, ze — przy dostatecznie dhigim horyzoncie
funkcjonowania gospodarki — optymalne trajektorie wzrostu przebiegaja dowol-
nie blisko optymalnej stacjonarnej trajektorii wzrostu (magistrali) w ,,$rod-
Kowej” czesci horyzontu. W tym opracowaniu wykazano, ze — przy nieskon-
Czonym horyzoncie funkcjonowania gospodarki — istnieje optymalna trajektoria
Wzrostu i jest ona asymptotycznie zbiezna do magistrali, a nastgpnie, ze jeli
W pewnym okresie magistrala ,,zostaje osiggnigta” przez proces optymalny
W nieskoficzonym horyzoncie, to pozostaje on na magistrali w kazdym
nastepnym okresie horyzontu'.

W kolejnych punktach zostanie przedstawiony zestaw zatozen naktadanych
Na przestrzen technologiczna, ukiad réwnan dynamiki modelu, podstawowe
Wlasnosci zbioréw dopuszczalnych proceséw wzostu, definicje optymalnych
Proceséw wzrostu w horyzoncie skoficzonym i nieskoficzonym, seria lematéw
Oraz, w przedostatnim punkcie, zostanie zaprezentowana ,,bardzo silna” wersja
twierdzenia o magistrali.

Oméwienie zatozen i struktury dynamicznej modelu Czytelnik znajdzie
W pracach [3] i1 [4].

! Jest to odpowiednikiem ,,p6Znego” efektu magistrali, zob. [6].
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1. Przestrzen technologiczna

Przestrzefi technologiczna Z jest ztozona ze wszystkich technologicznie dopusz-
czalnych proceséw produkcji reprezentowanych przez pary naklady-wyniki.
Naktadami sg praca, kapital, a wynikami produkcja biezaca. Zakladamy, ze
przestrzefi Z, jest podzbiorem R?"* !, dodatniego orthantu przestrzeni rzeczywi-
stej R*"*1, a jej elementy sa postaci (z, K, X)=(z, ky, ..., &, X1, ..., X,,), gdzie
naktady pracy sa reprezentowane przez z€ R ., kapitatu przez k e R”, i produk-
cji przez xe R".,.
Zaktadamy, ze przestrzen technologiczna Z spetnia nastepujace warunki’:
L. V(! kY, xY), (22 K2, x®)eZ = Vo, f>0:a(z!, k!, x1)+B(2% K2, x?)eZ.
2. 7Z jest zbiorem domknigtym.
3. (2!, k', x") eZ A (% K2, —x*) 2 (2!, k!, —x!) = (2%, K, x?)€eZ.
4.(z, k, X)€ZA(z=0vk=0)=>x=0.
5.z ki, xV), (z, K3, x2)eZ Ak #k?>=Vre(0, 1)Ix>rx'+(1—1)x? takie,
ze (z, tk! + (1 —k>?, x) eZ.
6. Niech (z, k%, x1), (z, k2, x?)eZ ax'#x2 Vie(0, 1)Ik<tk!+ (1 —n)k?
takie, ze (z, k, tx! +(1 —0)x2)e€Z i jesli tk* +(1—1)k*>0, to mozna zato-
z2yé, ze k<tk! +(1 -k :

2. Réwnania dynamiki

Dynamika modelu jest opisaha uktadem

(2. k;, X, 1) eZ,

X, =AX,,,+c,+8Si,
k;;=E—-QKk,+Di,
c,=lc,

L=14+A)1,,

Zi=0l;

1,20, k,, x,>0 - dane,
| t=0,1,..,T,

¢y

%2 Niech x, y e R". Zapis x>y oznacza, ze x,;>>Y; po kazdej wspéirzednej; zapis Xy
oznacza, ze X 2>y A X #Y; zapis X >y oznacza, ze x;>y; po kazdej wsp6trzednej. Pogrubiona
czcionka oznaczone sa macierze i wektory; skalary oznaczamy kursywa.
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ﬂ l..
|

dlugosé horyzontu TeN U {+ o0},

¢, — n-wymiarowy wektor konsumpcji w okresie [z, £+ 1),

X, — n-wymiarowy wektor produkcji wytworzonej w okresie [t—1, #) i do-
stepnej pod koniec tego okresu’,

k, — n-wymiarowy wektor kapitalu dostgpnego w momencie ¢ i wykorzys-
tanego do produkcji w okresie [z, £+ 1),

I, — n-wymiarowy wektor inwestycji w okresie [z, 4+1) skutkujacych
w momencie ¢+ 1,

[, — populacja w momencie ¢, ,eR,

z, — zatrudnienie w momencie 7, z,€R,,

A - nierozktadalna i produktywna kwadratowa macierz nakladéw bieza-
cych stopnia n,

S — kwadratowa macierz stopnia n struktury naktadéw inwestycyjnych

o wspéirzednych nieujemnych taka, ze Zs,. =1,

E — macierz jednostkowa stopnia n,

Q - diagonalna macierz stopnia n wsp6iczynnikéw deprecjacji kapitatu
z elementami na przekatnej g; z przedziatu (0, 1),

D - diagonalna macierz stopnia n skutkowania inwestycji z elementami na
przekatnej d; z przedziatu (0, 1),

€ — n-wymiarowy wektor minimalnego poziomu konsumpcji, €0,

o — wspodlczynnik aktywnosci zawodowej, g €[0, 1],

A — egzogeniczna stopa wzrostu liczby ludnoSci z przedziatu (0, 1).

Dla ulatwienia, bez utraty ogélnoSci rozwazan, przyjmujemy dalej ¢=0,
ly=1, 0=1. Ponadto niech f=1+A. :
Korzystajac z wtasnosci przestrzeni technologicznej Z uklad (1) mozna
przedstawi¢ réwnowaznie jako
(1 k, B it 1) eZ

ﬂt’ ﬁt+1

t+1_E >
:Bﬂ1+1 ( Q)‘Bt
X; 4

K,
L A D! >
X SDL(E— Q)ﬁ, ( o - S ot ) 0,

ﬁt

Ky, Xo=0 - dane, =0, 1,...,7T—1,

> W zaleznosci od kontekstu traktujemy ten wektor jako wierszowy lub kolumnowy.
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a wartoSci konsumpcji i inwestycji w poszczegllnych okresach horyzontu
mozna obliczy¢ z zaleznosci

¢ X k, K, ;4

G X SD-1E—Q)=—p[ ATl Sp-1-ttly,
ﬂt ,Bt+ ( Q) ﬂt ,B( ﬁt+1+s ﬁt+1)
_if_: =1 kt+l___ E“' _k_t
Iz D (ﬁﬁH—l ( Q)ﬂt)-

Dla uproszczenia zapisu, w dalszej czgSci opracowania przez k,, x,, K, X
bedziemy oznaczaé wektory zmiennych per capita (p.c.), tj. jesli na przykiad
mamy dany wektor kapitalu p.c. k,, to poziom kapitalu w gospodarce wynosi
B'k,. W zwiazku z tym bedziemy dalej interesowac si¢ nastgpujacym ukiadem
réwnaf dynamiki, w ktérym wszystkie naktady sa juz wyrazone w warto$ciach
per capita ; ;

(X E 70
ﬂkl+l—(E_—Q)kt>0,
x,+SD‘1(E——Q)k,—,8(Ax,+1+SD'"1k,+1)>0,‘

Ko, XOZO - dane, t=0,1,..., T—1.

2)

3. Dopuszczalne procesy wzrostu
i procesy wzrostu zréwnowazonego

Definicja 1. Niech TeNuU {+ w0}, (k,, Xo) €R”. xR”. beda ustalone. Ciag
wektoréw {k,, x,}_, speniajacych dla kazdego =0, 1,..., T uktad (2) nazy-
wamy (Ko, X, 7)-dopuszczalnym procesem wzrostu. Zbiér wszystkich proce-
s6w (kg, X, T)-dopuszczalnych oznaczamy przez I'f.(Ko, X,).

Dla wszystkich dtugosci horyzontu T'i dowolnych naktadéw poczatkowych
(Ko, Xo), zbiory I'T(K,, X,) sa wypukle i niepuste. Ponadto dla TeN zbiory
13

I'T(k,, x,) sa zbiorami zwartymi jako podzbiory [ ] (R” x R"). Zwarto$¢ zbioru
=0
I' 7 (Ko, X,) zostanie wykazana dalej w tym punkcie®.

4 Zob. [3]. W calym opracowaniu ilekro¢ jest mowa o iloczynach kartezjafiskich
zbior6w, to rozpatrujemy je jako przestrzenie topologiczne z topologia produktowa.
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Kazdemu (k,, x,, 7)-dopuszczalnemu procesowi wzrostu odpowiada taki
Strumiefi konsumpcji {c¢,}[_,, ze Vt=0, 1,..,T:c,=h'(k, k,, |, X,, X, ),
gdzie h!: R% xR’ xR" xR" — R" jest funkcja okre§lona wzorem

hl(kv K11 X, x,+1)=xt+SD"l(E—Q)k,-ﬁ(Ax,H+SD'1k,+1). 3)

Istotng role w dalszej czeSci opracowania bgda odgrywaé procesy wzrostu
Zréwnowazonego.

Definicja 2. Ciag par wektoréw {k,, x,},°%, spetniajacych dla kazdego
1=0, 1, ..., T ukiad (2), nazywamy procesem wzrostu zréwnowazonego (sta-
Cjonamego), gdy Vt=0, 1,... zachodzi

(kt’ X,)=(kt+ 10 Xt+1)'

Wprost z definicji 2 wynika, Ze kazdy proces wzrostu zréwnowazonego jest
Jednoznacznie identyfikowany przez pare (K, x) = (Ko, X,), ktéra spetnia uktad

(1, k, x)€Z,
4)
(E—BA)Xx—SD '(AE+Q)k>0.

Na odwrét: kazda para (k, x), ktéra spetnia ukiad (4), wyznacza proces
WzZrostu stacjonarnego po przyjeciu (K, x,)=(k, x), dla =0, 1,... Z tych
Wzgledéw bedziemy identyfikowaé zbiér proces6w wzrostu zréwnowazonego
Ze zbiorem par wektoréw spetniajacych uktad (4). Mozna wykazad, ze zbi6r par
Spetniajacych ukiad (4) jest zwarty i wypukly [3]. Procesowi wzrostu stacjonar-
Nego, wyznaczonemu przez pare (K, x), odpowiada w kazdym okresie konsump-
Cja p.c. hi(k, k, x, x)=(E—fA)x—SD ' (AE+Q)k.

4. Optymalne procesy wzrostu

Wprowadzmy teraz spoteczng funkcje uzyteczno$ci konsumpcji U:R” — R
O funkcji U zaktadamy dalej, ze jest wklesta, ciagta oraz rosnaca.

Definicja 3. Niech TeN. Procesem (k,, X,, 7)-optymalnym nazywamy

taki proces {k,, %,}7_, €' % (k,, X,), ktéry maksymalizuje sume

L=l
Z U(hl(kn kz+1’ xt’ xt+1))’

t=0
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na zbiorze wszystkich (Ko, X,, T)-dopuszczalnych proceséw wzrostu. Funkcja
h! jest dana wzorem (3).

Poniewaz skoficzona suma funkcji ciaglych jest funkcja ciagta, h' jest
funkcja ciagla, a I'f(Kk,, X,) jest zbiorem zwartym, wigc istnieje proces
(Ko, Xo, T)-optymalny. Z zatozenia wklegstoSci funkcji U, wobec liniowoSci
funkcji h' oraz wypuktosci zbioru I' T(ko, X,) wynika, ze zbior (ko, Xo, 1)- op-
tymalnych proceséw wzrostu jest wypukly.

Powyzsza definicja na ogét nie ma sensu dla 7= + o0, gdyz granica

T
lim ) U (k, k., X,X,.1) " przy T+

T t=0

moze nie istnie¢. Dlatego dla 7= + co postuzymy si¢ inna definicja optymalno-
Sci (zob. [1]1 [2]).

Definicja 4. Niech T=+4o00. Ustalmy (k,, x,)=>0. Proces
{k,,%}"_ eIk, X,) nazywamy (Ko, X,, 00)-optymalnym, gdy dla kazdego
procesu {k,, x,}[_, €I’} (Ko, X,) dla kazdej ustalonej liczby >0, istnieje taka
liczba TEeN, ze

=
VT'>T,: 5 (Uh)—-Uh))<e,
t=0
pdzics i —hi(Ki ks b ex wx = oV alh —h (ks k- aeexeixs ) dla =0, L,.
a funkcja h! dana jest wzorem (3).

W Swietle definicji 4 proces wzrostu w nieskoniczonym horyzoncie czasu
jest optymalny, gdy suma uzytecznoSci konsumpcji generowanej w tym
procesie jest nie mniejsza o ¢ niz suma uzytecznoSci konsumpcji, odpowiadajg-
cej dowolnemu ustalonemu procesowi wzrostu dopuszczalnego (poczawszy od
pewnego okresu, zaleznego od ustalonego procesu). Pokazemy w dalszej czgsci
artykutu, ze taka definicja optymalno$ci ma sens dla pewnego zbioru naktadéw
poczatkowych, tj. ze istnieje (k,, X, 00)-optymalny proces wzrostu.

Definicja 5. Stacjonarny proces wzrostu (k,%) nazywamy optymalnym
stacjonarnym procesem wzrostu (magistrala), gdy jest rozwiazaniem zadania:
znalezé maksimum U(h!(k, k, x, x)), gdzie h' dana jest wzorem (3), przy
ograniczeniach (4).

Z whasnosci przestrzeni technologicznej Z i whasnosci funkcji uzytecznosci
U wynika, ze istnieje doktadnie jedna magistrala [3]. Dalej obowiazywac bedzie
nastepujace
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_ Zalozenie 1. Istnieje taka magistrala k,%), ze kx>0 oraz
h:=h'(k k, %, %) >0.

Zatozenie 1 stanowi, ze magistralny poziom kapitatu, produkcji i konsump-
cji jest dodatni. Wprowadzimy jeszcze definicje procesu ,,dobrego” [1] i [2].

Definicja 6. Ustalmy (kg, X0) =0  oraz T'= + o0. Proces
{k,, x,}T_, e I'T ko, x,) nazywamy dobrym, gdy istnieje taka liczba rzeczywista
m, ze

-
VT'20: ), (U(h)—U(h)=m,
0

7=
przy czym wektory h, sa dane definicja 4, a h jest magistralnym poziomem
kKomsumpcji.

Zgodnie z definicja 6 proces jest dobry, gdy strata uzytecznosci konsumpcji
generowanej przez ten proces, w poréwnaniu z procesem wzrostu na magistrali
(ktory nie musi byé dopuszczalny przy przyjetym stanie poczatkowym), jest
ograniczona.

S. Twierdzenia pomocnicze

WprowadZmy nastepujace oznaczenia

h(k, x):=h'(k, k, x, x),

h:=h(k, %),

Vi={(k,x):(L,k, fx)eZ},

h;: =h' (ks K10 X X4 1),

l—lt: =h1(]_(t, RH— 1 X, Xy g ).

Para (k, X) wyznacza magistralny poziom kapitatu i produkcji, k,, X,

Oznaczajq kapitat i produkcje w okresie £ w pewnym procesie dopuszczalnym,
k;, %, oznaczaja kapital i produkcje w okresie ¢ w procesie optymalnym.

Prawdziwe sa nastepujace lematy wykorzystywane dalej w dowodach
twierdzen .

> Niezamieszczone tutaj dowody mozna znalezé w pracach [3] i [4].
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LEMAT 1. Niech (k,X,)>0. Aby istniat taki proces dopuszczalny
{k,, x,},-%, ze A'e N Vi >1'k,=k, x,=ZX, potrzeba i wystarcza, aby dla pew-
nego procesu dopuszczalnego {k,, X,},*% istniata taka liczha catkowita t”, z¢
(et ()

Na podstawie lematu 1 wnioskujemy, zZe je§li w gospodarce mozna
w pewnym okresie #'+1 zwigkszyé zasoby kapitatu i poziom produkcji
wszystkich débr w poréwnaniu z okresem poprzedzajacym, to istnieje proces
dobry, ,,startujacy” z poziomu kapitatu k,. i zasobéw débr biezacych x,.. Kazda
pare (k,, X,), dla ktérej istnieje taki (k,, X,, + 00)-dopuszczalny proces, ze dla
pewnego t'>0 (k, ., X, 1) > (K, X,), nazywamy produktywnaq_[5].

LEMAT 2.dp>0, peR":

1. V(k, x)€VAa(k,x)# (K, %) zachodzi p -h(k, x)<p-h, gdzie ” - oznacza
iloczyn skalarny;

2. Ye=0 zachodzi U(c)—U(h)<p-(c—h).

LEMAT 3. Przyjmijmy oznaczenia takie jak w poprzednim lemacie. Niech
(k, X) bedzie magistralg i niech wektor p>0 spetnia teze lematu 2. Wtedy
Vex>03dn,>0 Vk,x)eV:

max{||k—k|, [x—%[}>e=p-(h(k,x)—h)< —7,,

gdzie || - || oznacza norme euklidesowq.
LEMAT 4. Ustalmy dowolne K, X, =0 i T< + 00. Dla dowolnego proce-

su T(k,, Xy, T')-dopuszczalnego zachodzi

Tl

Y, (Uh) —Um)<p-(Xo—x7)+pp-SD ™~ (ko —kp)+

t=0
ny ; )
i p'(h(knxt+1)_h)9
=0

t

gdzie p jest wektorem spelniajacym teze lematu 2.

Dowéd. Dla dowolnego procesu T-dopuszczalnego {k,,x,} ,, na pod-
stawie lematu 2, definicji h,, h dla z=0, ..., T—1 zachodzi

U(h)—U(h)<p-(h,—h).

Sumujac stronami nieréwnoéci od t=0 do t=T—1, korzystajac z liniowosci
funkcji h' oraz h, po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy zadana nieréwnos$¢.
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Zauwazmy, ze teza lematu jest prawdziwa dla kazdej skoficzonej dlugosci
horyzontu.

LEMAT 5. Ustalmy dowolne kg, X,>0. Istnieje taka liczba M, ze dla
dowolnego procesu {k,, x,},-% e I'? (Ko, Xo) zachodzi

T
limsup Y (Uth)—UMh)<M.
L t=0

Dowéd. Ze wzoru (5) i lematu 4 wynika dla kazdego T< + o0, ze

T
> (Uh)—UMm)<p:(Xog—Xr4+,)+Bp-SD™ ' (ko—Kp, )<
(=0 5

<p'X0+ﬁp'SD—lk0-

Teza lematu jest prawdziwa dla M=p-x,+ fp-SD~'k,.

LEMAT 6. Ustalmy dowolne kKpsxg=0! Jesli proces
{k,, X, :’8 eI'y (ky, X,) nie jest dobry (w sensie definicji 6), to

T T
Y, (Uh,)—U(h))=lim ZO(U(ht)—— U(h)) = — oo.
=0 T t=

lim sup
TE08;

Dowéd. Zob. [2].
LEMAT 7. Jesli proces {k,, x,};-5 €'y (Ko, X,) jest dobry, to

k, = Kex 5%
oraz
1 = 1 Es
limsup Y (U(h)—UM))=lim ¥ (U(h)—U(h))eR.
Ligit=0 TRT=0
Dowaéd. Jesli proces {k,, x,},"% e I'° (k,, X,) nie jest zbiezny do magistrali,

10 istnieje taka liczba ¢>0, ze nieréwno$¢ max{|k,—Kk||, |x,—%|} >¢ za-

Chodzi dla nieskoriczenie wielu okreséw. Na podstawie lematéw 2 i 3 oznacza
+ o

to, 7e Z p- (h,—h)= —oo. Korzystajac teraz ze wzoru (5), otrzymujemy, ze
t=0

t o
tZ (U(h,)— U(h)) = — o0, co przeczy temu, Ze rozpatrywany proces jest dobry.
=0
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Udowodnimy teraz druga czg$¢ tezy. Oznaczmy

|
13
Sr= 3. (Uh)~UE) |

i zal6zmy wbrew tezie, ze lim inf S <lim sup Sy, przy czym wiadomo, ze obie

|
|
T ¥
granice sg skoficzone, co wynika z deﬁnicji procesu dobrego i lematu 6.
W takim razie istnieja takie podciagi {7;},-% = {r},2% i {T7};% <= {1},=5, 2¢ /
Vj=0,1,..:T;<T; <T7,, oraz

l
lim S =limsup Sy, lim Sp2=liminf S;. ‘
S S T T Rk T
Zatem istnieje taka liczba £>0, Ze poczawszy od pewnej liczby naturalnej Jj, !
zachodzi Vj>j,: St —S8;2> ¢ Otrzymujemy stad, ze
T
Y. (UM)—Uh))>es.

t=T+1
J

Jednoczesnie Vj>j, zachodzi:

Tl

e< Y (U)—U@)SP- Xr?ss—%rts ) +Bp-SD ™ (kyoyy —kypi 1),

t= T2+1

co jest niemozliwe, gdyz rozpatrywany proces jest dobry, a na podstawie
pierwszej czgsci tezy

lim [p- (xT i e Ty +1)+pBp-SD™ l(kr e T;+1)]=0-

L= EE00

OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, czyli teza lematu jest prawdziwa.

LEMAT 8. Dla kazdej ustalonej pary naktadéw poczatkowych Kk, x>0
zbior I'y (K, X,) jest zwarty. Ponadto

IMeRV{k, x,},.5e 7 (K, X,) :supmax{[ Kk, [, [ x,]|} <M.
t

Dowdd. Poniewaz dla kazdego skoniczonego T zbiér I’ ;(ko’ X,) jest zwarty,
a kazdy podciag utworzony z pierwszych T+ 1 wyrazéw dowolnego procesu
dopuszczalnego w nieskoficzonym horyzoncie czasu nalezy do I’ ;(ko’ X,), Wi
zachodzi V¢’ =0, 1,...
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sup max{||k, ||, [|x,][} < + 0.

{ke» x,},_% €' (Ko, Xo)

Zal6zmy, ze

+ = \ + o3 +
k" x"}, o Ty (g, Xp),  K"={k7} 15,  x"={x7"};L7

Wykazemy, ze ciag ten zawiera podciag zbiezny w I’ AKREEX )
+ o0

Zal6zmy, ze wybrali$my juz taki podciag {m;} %, ze dla t=0, 1,..., ¢’
zachodzi K™ > k,, x™ = x, oraz {k,, x,}'_ ,€ I'T (k,, x,) dla T=1’. Oznacza to,

ze Vj=0, 1, ... zachodzi

(1, k™, Bx™, )eZ,
Bk, —(E—Q)K =0,
x"+SD~1(E—Q)k™ — B(Ax™, . +SD k™, )>0,

a poniewaz ciagi elementéw KT, ,, x7 ,, j=0, 1,... sa ograniczone, wigc
ZaW1eran podciagi zbiezne, a zatem istnieje taki podciag indeksoéw

{m} e < (m}*=, ze k

kn1¢t05c1 zbioru Z oraz ciaglosci przeksztalceri liniowych zachodzi
{k,,x}!_ eIT(k,,x,) dla T=¢'+1idlar=0,1,.., 7 +1 zachodzi k"’ > k,,

m'; J m'j

KX +1—>x, +1 1 na podstawie dom-

meJ 5
X, ' x,. Poniewaz Vm=0, 1,... (K7, x7) = (Ko, Xo), wiec k™ > ko, X7 = X,
Mozna zatem indukcyjnie wybraé takie podciagi indekséw

{mi 1Y% = (i} < {m} o

e Vt=0,1,..., 1, Vt=0, 1,..., t',t'+1 zachodzi k™" f—)k,,x f—»xt, przy czym
WE=01 0t
(1,k,, BX,.,)€EZ,
Bk, 1 —(E—-Qk, >0,
x,+SD™Y(E—Q)k,— f(Ax,,, +SD ™'k, ) >0.

Na podstaw1e wyboru ciagéw {m'} %, =0, 1, ... zachodzi, Ze ciag proces6w

{km), x™] +°° o jest poszukiwanym podciagiem wyjSciowego ciagu zbieznym
w Iy (ko’ Xo)'
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Zat6zmy teraz, ze istnieje taki proces {k,, x,},-%, ze supmax{||k, |, || x, [} =
t

=+00. Z wlasnoSci 1, 2 i 4 przestrzeni techndlogicznej wynika, ze
sup [ k, =400, o ile sup [ %, ]| = 4 co. Ponadto jesli dla pewnego podciagu

{t

= zachodm x| —>+oo to

min{[[k, [, Ik ¢ [, 1%, [, 1%, +q I} Z+ 00

wynika to z nierozktadalnosci macierzy A, z wlasnodci 1, 2 i 4 przestrzeni
technologicznej oraz nieréwnosci opisujacej dynamike kapitalu Zaiéz’my teraz,
ze sup Ik, | = + oo, tzn. ze dla pewnego podciagu {z,}% < {t},1% zachodzi

Ik, I]—>+oo. Mozna tez zatozy€, ze Vm: || k, 1] lek, |. Wynika stad, ze

Ik, +4l 5 + oo dla dowolnej ustalonej nieujemnej liczby calkowitej g. Zat6z-

my, ze sup ||X, || < + co. Niech
t

Vm:r, :=|k, |,k :=r 'k k . :=r 'k

tm +1 m Tt 1%

s e o= 8 § ’ e T
xtm.—rm le,X

tm+ 1 '_rm Xt,,,+1'

. . A . . 7 L m .
Bez utraty ogélnoSci rozwazan mozna zatozyé, ze k; =k’ i [k’'[|=1. Dla

kazdego m zachodzi

x, —PAx, . =SD!(Bk, ., —(E—Q)k/)>0, (6)

a przy m— + oo musi zaj§¢ 0>SD ™! (fk—(E—Q)k’), dla pewnego wektora
k—llmk’ |k||>1. Wynika stad, ze fk=(E—Q)k’, a stad wynika, ze

fu ALY

Bl k{! =max{l—g;} | k'] <1, co oznacza sprzeczno§é. Musi zatem zaj$¢, ze
i

jesli sup Ik, || =+ o0, to sup X, |l =+ co. Tak wigc jesli sup ||k, || = + o0, to
t

istnieje taki podciag {r,}+% < {},\%, 2

. m
min {|k,_|, ”kt,,,+1”v 1%, 1 1%, 41 11} =27 =+ co0.

’

Zdefiniujmy Vm wektory k; , k; , |, x .» X, 4, tak jak poprzednio. Bez utraty
ogo6lnosci rozwazah mozna zalozyc ze choé jeden z utworzonych ciagéw jest
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Ograniczony w normie eukhdesoweJ Jcsh ograniczony jest ciag {k’ S SRl0
musi by¢ ograniczony ciag {xt +1Smeo- Wybierajac z tych ciagéw podciagi
zbiezne oraz wykorzystujac wlasnoscx 214 przestrzem technolongnej,
Otrzymaliby$my sprzeczno$¢. Zalozmy zatem, ze ciag {k' 2o nie jest ograni-
Czony. Wynika stad, ze ciag {kt +1fm~o FOWniez nie Jest ograniczony. Mozna
Wigc przyjaé, ze ograniczone sa obydwa ciagi {xtm ol {x, + 1}, a ponadto
zeVm:| k; . =1k, |.Jesli teraz przyjmiemy, ze Vm s+ = | K, || ipotozymy
kt’m;zs’;lktm, ki ¢ r—n—l KEnr X o= s : X X gt zsm_lxr,"+1’
to ciagi {x; }* = i {xt + 140 %, musza byé zblezne do zera Z nieréwnosci (6)
1 konstrukcp 01ag0w wynika, ze ciagi {k; } 1<, i {k;/ _}+%, sa odpowiednio
zbiezne do granic k' i k, przy czym Hkn/Hk [=1. Rozumujac tak jak
Poprzednio, doprowadzamy do sprzecznosci. Z dotychczasowych rozwazan
Wynika, ze dla dowolnego procesu {k, X} 5el'2(ky, X,) zachodzi
Sltlpmax{ Ik [, IIx ]} <+ co. Wykazemy teraz ostatnia czes¢ tezy.

Zatézmy wbrew tezie, ze dla pewnego ciagu proceséw
{k", x"} 20 < Iy (Ko, %), K"={k["}L5, = {x7"}=0

Zachodzi limsup sup || k" || = + co. Wybierzmy Vm indeksy ¢, tak, aby
m t

: m
Ik IZ1kE 10 k2] = +co.
Definiujac Vm 7, = k| oraz
fo—1 =y et )
ki :=r, Kk S X = X e X S e T e X

1 stosujac rozumowanie identyczne do poprzedniego otrzymamy sprzecznos$é

Poniewaz teraz jesli lim sup sup I x7*|| = + 00, to limsup sup || k" | = + o0, wiec
m t m t

dowdd jest zakoriczony.

Zanim sformutujemy ostatni lemat, wprowadZmy oznaczenie:
Vko, x,>0 VseR

/¥
(ke = {{ kxS e Ba (k) s li;n ,Zo (UMh)—Um)=s}. (7
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LEMAT 9. Vk,, x,>0 VseR zbior I' (k,, X,) jest zwartym podzbiorem
zbioru I'y (K, X,)- ~ "

Dowéd. Wobec tego, ze I'y (K, X;) jest zbiorem zwartym, wystarczy
wykazaé, ze I’ (k,, X, jest jego domkmetym podzbiorem. Jesli I' (K, Xy) = =0,
to teza jest prawdziwa. Niech

(ko B T e RS R [ — s i — Ly

m=0

&™ x™ 5 (K, x) el (ky, x,),  k={k} 3, x={x}'%.

Musimy wykazaé, ze (k, x) e I', (k,, X,). Wykazemy najpierw, ze proces (K, X)
jest dobry. Za}(’)Zmy, ze tak nie jest. Wtedy, na podstawie lematu 6, istnieje taki

Clag {Y }_] 0’ .
T; =
Vj: ) (Uh)-Uh)<—j.
t=0
Oznacza to, ze
T s
Vj ij:jeéli mz=m, to Z (U(h;”)—U(h))< —j<s.
t=0

Wezmy teraz przy ustalonym j dowolne T>T; Ze wzoru (5) i lematu (8)
otrzymujemy dla pewnej liczby M eR

T
Z, UMy —Uh))= Z(U(h"’) U(h)) + Z (UMD —-UMm)<

t=T,+1

< Epaxtat BpaSDE KT M.

Biorgac dostatecznie duze j i przechodzac do granicy 7 — + co, wnioskujemy, ze
istnieje taka liczba m, ze

T
lim ) (UMM —Uh) < —j+M<s,

I t=0

T

co oznacza sprzeczno§é. Zatézmy teraz, ze lim Y (U(h,)—U(h)) <s.
T t=0
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Ze wzoru (5) oraz lematéw 2 i 3 wynika, ze dla dowolnego T i m zachodzi
T 2 =
hfl 2 (UM)—Um)—p-(x,—%)—pp-SD~ ' (k,—k)<
t=0

vy
<Y (Uh)—-U®m)—p-(x,—X;,,)—Bp-SD " (k,—K, )
t=0
oraz

T

T

< Z (U(h:")_U(B))”‘P(XO_X'¥+1)—ﬁPSD_I(k0“k¥+1)

Dla pewnej liczby ¢>0i T, je§li T>T,, to prawdziwe sa réwniez nastepujace
nieréwnoéci:

T
L (D) —U®)—p- (xo—x7, ) —pp-SD ™' (ko —kr, ) >

>11mZ(U(h'") Uh))—p- (xo—%)—fp-SD ™! (k,—k) >
T t=

>5—p-(x,—%)—fp-SD ™! (k,—K)>
1
>e+lim Y. (Uh)—U(h)—p-(x,—%)—pp-SD~*(k,—k)=>
Tt =0
71
>24 Y (UM)~U®)—p- (Xg—Xp )= Bp-SD ™ (ky—ky, ) =(+)
t=0

1 dla odpowiednio duzych m zachodzi

T —-—
(®)  >g+ Y (UBH—-U®)—p- (X7, )—p-SD U=k, ),

t=0

€0 znéw prowadzi do sprzecznosci. Zatem

v¥
lim Y. (Uth)—U()>s.
T t=0
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6. Procesy co-optymalne

Na podstawie lematu 1, jezeli para (Ko, X,) =0 jest produktywna® Jub istnieje
proces ,,prowadzacy” w skoriczonym czasie od (k,,X,) do pewnej pary
produktywnej, to istnieje proces dobry {k,, x,},-% € I'y’ (k,, X,). Oznacza to, e
jesli proces (k,, X, 00)-optymalny w sensie definicji 4 istnieje, to jest procesem
dobrym. Uzasadnijmy to stwierdzenie. Je§li proces {k,, x,},-% €I} ® (k,, X,)
jest optymalny, ale nie jest dobry, a {k/, x;},-5 € I'f (k,, X,) jest dobry, to

lim(U(h))— U(h,)) =lim (U(h)) — U(h)) —lim (U(h) — U(h)) = + oo,
T a4 7i

gdzie h/=h'(k/, k. ,,x/,x;, ), h,=h'(k, Kk, ,x,X, ), gdyz dla procesu

L4512

dobrego lim(U(h)—U(h,)eR, a dla procesu, ktéry nie jest dobry
T
lim(U(h,)— U(h)) = — oo. Zatem jesli proces optymalny istnieje przy poczat-
T
kowych naktadach produktywnych (lub prowadzacych do naktadéw produktyw-
nych), to jest dobry.

TWIERDZENIE 1. Jesli para naktadow poczatkowych (Kg, Xo)=>0 jest
produktywna, to istnieje proces (K, X,, 00)-optymalny w sensie definicji 4.

Dowdéd. Z komentarza poprzedzajacego twierdzenie wynika, ze wystarczy
ograniczy¢ si¢ do proceséw dobrych. Poniewaz naktady poczatkowe sa produk-
tywne, to istnieje §€ R: I';(K,, Xo) #9D. Z lematu 5 wynika, Ze istnieje liczba

— T —
Bf= sup limsup ) (Uh)—U)),
{k,, X,}::“O) Er:) (Ko, Xo) T t=0
przy czym
— T —
0= sup lim ), (Uth)—U(h)).

{kpx} 5 el? (KeX%) T t=0
Z definicji zbioréw I' (K, X,) i liczby U wynika, ze

Vs U I (KpiXg) =0
Poniewaz

szs'=T(ko, Xo) < s (Ko, Xq)

6 Zob. komentarz po lemacie 1.
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1 zbiory I',(k,, X,) sa zwarte (lemat 8), wiec — na podstawie twierdzenia
Cantora — zbiér

Tp(ko, Xp):= (). Lo, Xo)

s<s<U

Jest zbiorem niepustym.
Wykazemy, ze kazdy element zbioru I'r (K, X,) jest procesem optymalnym.
Zat6zmy, ze {k,, x}, %€ ' (k,, x,). Wtedy, na podstawie definicji zbioru

I'p(ky, x,), zachodzi, ze

T
lim Y (UMR)—UM)=T

T t=0
1 dla kazdego procesu {k;, x,},"% € I'® (k,, Xo):

T
limsup Y. (Uh)—U)<T.
13 t=0

Fo_niewaz {k,, x,},% jest procesem dobrym, wigc aby orzec o jego optymalno-
8C1, wystarczy poréwna¢ go z innymi procesami dobrymi. Zalézmy zatem, ze
{k{ s X/} %e I'?(k,, X,) jest procesem dobrym. Z lematu 7 wynika, Ze

: (T - I = =
hstup L Z (U(ht’)— U(h))) =1istup ( Z (U(ht’)— U(h))—(U(ht)— U(h))) —
t=0 i )

Il

lim ( Y (UML) —-Um)—(Uh)-U (B))) =

! =0

If

fim (:O(U(h;) = U(ﬁ))) =

T

=lim (,i (Uh,)— U(E))) <0.

13 =)

Ostatnia nieréwno$é dowodzi optymalnosci dowolnego procesu ze zbioru
T
F(k09 XO)'
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TWIERDZENIE 2 (bardzo silne twierdzenie o magistrali). Niech para
naktadéw poczatkowych (Ko, Xo) =0 bedzie produktywna. Jesli proces

/4

{k,x} 5el'P(k, x,) jest optymalny i istnieje taka liczba t', z€
(Kexp) = (ks X)pto v 1=18

(kt’ xt’) = (l—(a i)

Dowdd. Bez utraty ogélnosci zatézmy, ze (K, x0)=(f(, %). Dopuszczalny
jest zatem proces stacjonarny

flcixatac i (ke et — (K, X )i — 0,17 5.

Na podstawie lematu 4 dla kazdego T zachodzi
1 74 =

Y (Um)—-Um))= ) (Uh)-Um)<

t=0 t=0

s
gp.(xO-XTH)—i-ﬁp-SD_l(ko—kT+1)+ Z p-(h(k,, X:+1)“h)
t=0

dla dowolnego procesu {kt, X, f:"g et (Ko X 3) Jeshi proces
{k,, x,},-% € I'y (k,, X,) nie jest dobry, to lim sup lewej strony r6wnania wynosi
7

— 0. Jesli z kolei proces {k,, X,},-%5 € I'g (k,, X,) jest dobry, to k, 5K, X, 5%

i warto$¢ bezwzgledna wyrazenia
P-(Xo—Xz41)+pp-SD ™ (ko—Kkry )

moze byé dowolnie mata, przy odpowiednio duzym 7.
Poniewaz

p-(h(k,, xt+1)“ﬁ)<0

R

t

dla dowolnego T, przy czym nieréwno$¢ jest ostra, jesli dla cho¢ jednego okresu
1 jest k,#k lub x,, ; #X (lemat 2), zatem proces stacjonarny jest optymalny.
Jesli proces {k,, x,},-% € I'y’ (k,, X,) jest optymalny, ale nie jest stacjonarny, to
istnieje liczba ¢>0 oraz T,, takie ze VT>T,:
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v L
ZO(U(h,)—U(h,’))= Y (UM)—Um) < —¢,
L= t=0
Co jest rt6wnowazne temu, ze dla kazdego T>T7,:
T T =
Y, (Um)—Um))= > (Uh)—U(h))>e.
t=0 t=0

Ostatnia nieréwno§é przeczy optymalnosci procesu niestacjonarnego.

Podsumowanie

W pracy wykazano ,,bardzo silng” wersj¢ twierdzenia o magistrali w modelu
typu Leontiefa-Gale’a z nieodwracalnymi inwestycjami, Twierdzenie stanowi,
ze je§li optymalny proces wzrostu w horyzoncie nieskoficzonym osiagnie
kiedykolwiek magistrale, to pozostanie na niej na zawsze. Ponadto wykazano
twierdzenie o istnieniu optymalnych trajektorii wzrostu w horyzoncie nie-
skoficzonym.
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Piotr MACKOWIAK

A ,,VERY STRONG” TURNPIKE THEOREM
IN A MULTISECTORAL MODEL
OF THE LEONTIEF-GALE TYPE

Summary

A very strong version of turnpike theorem for a model of Leontief-Gale type with
irreversible investments is proven. The theorem states that whenever turnpike (the
best stationary state) is achieved at a time by an optimal process then the process
keeps running at the turnpike forever. Moreover a new method of proof of existence
of optimal processes is given.




