Marian MATEOKA

PRZEDZIAL.OWE I ROZMYTE
MODELE REGRESJI

Wstep

W jezyku ekonomicznym, w celu okre§lenia sity i natgzenia wystepowania
pewnych zjawisk, czesto postugujemy si¢ zwrotami ,,duzy zysk”, ,niewielki
obrét”, ,,okoto 100 zI” itp. Opisanie tego typu wielkosci za pomoca konwen-
cjonalnego aparatu matematycznego jest niemozliwe. Czgsto w takich przypad-
kach stosowana jest teoria zbior6w rozmytych i arytmetyki przedzialowe;.

Rozmyta i przedzialowa analiza regresji jest technika modelowania opisuja-
cq zalezno$ci migdzy zmiennymi w wypadku, gdy zwiazek ten jest rozmyty lub
przedzialowy. Wiadomo, ze w modelu ekonometrycznym pomigdzy wartos-
ciami rzeczywistymi a teoretycznymi zmiennej objaSnianej wystepuja pewne
odchylenia. Ujmowane sa one w postaci skiadnika losowego. W modelach
,rozmytym i przedzialowym rozmyte i przedzialowe: parametry powoduja
rozmycie” wartoSci zmiennej obja$nianej, ktére uwzgledniaja juz wszelkie
czynniki losowe. Dzigki temu w rozmytych i przedzialowych modelach
ekonometrycznych mozemy pomina¢ skiadnik losowy.

W artykule duzo uwagi po§wigcono modelom przedziatowym, ktdre stano-
wig pewien szczeg6lny przypadek modeli rozmytych i jednocze$nie s punktem
wyjscia do analizy regresji rozmytej. Jest to ogdlnie wystepujacy w literaturze
kierunek badafi' wynikajacy gtéwnie z powod6éw obliczeniowych. Arytmetyka
przedziatowa? wielokrotnie jest podstawa wykonania dziatar arytmetycznych
na liczbach rozmytych.

' J. Kacprzyk, M. Fedrizzi, Fuzzy regression analysis, Omnitech Press, Warsow and
Physica — Verlag, Heidelberg 1992; W. Luczyfiski, M. Mattoka, Fuzzy regression models and
their applications, The Journal of Fuzzy Mathematics, vol. 3, 1995, no. 3.

2 G. Alefeld, J. Herzberger, Introduction to interval computations, Academic Press,
New York 1983; R. E. Moore, Methods and applications- of interval analysis, SIAM,
Philadephia 1979.
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Niniejszy artykut stanowi pewne uog6lnienie wynikéw otrzymanych w pra-
cy M. Matloki i W. Luczyfiskiego®. Prezentowane modele ilustrowane sa
przyktadami liczbowymi w celu pokazania istoty problemu.

1. Pojecia wstepne

W teorii gbioréw rozmytych liczbe rozmyta A definiuje sie miedzy innymi jako
funkcje A: R — <0, 1) spelniajaca nast¢pujace warunki:

— istnieje 7, € R takie, ze A(t,)=1,

— istnieje zbiér zwarty K < R taki, ze
AS=1 A (S0P K,

— dla dowolnego B € (0, 1) zbiér A?={t: A(r) > B} zwany p-obcieciem, jest
zbiorem wypuktym,

— funkcja A jest pélciagta z géry, tzn. zbiér {¢: A(f)<p} jest otwarty dla
kazdego f <0, 1).

Z powyzszej definicji wynika, ze dla dowolnego B € €0, 1), A?, jest zwartym
i wypuktym przedzialem. Fakt ten jest bardzo wazny z punktu widzenia
obliczeniowego. Kazdy zwarty i wypukly przedzial liczbowy A mozemy
utozsamic z jego Srodkiem a_ oraz promieniem a . Wtedy stosujemy zapis

A={a,a,y={teR:a,—a <t<a,+a,}.

Majac dwa przedziaty liczbowe A=<a,a,) oraz B=<b,b, ), mozemy
zdefiniowac:

1) dodawanie przedziatow:
A+B={a,+b,a, +b,),
2) mnozenie przedziatu przez liczbg rzeczywista:

k-A=<(k-a,, |k|-a,).

* W. Luczyfiski, M. Mattoka, op. cit.
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Operacje dodawania liczb rozmytych oraz mnozenia liczby rozmytej przez
liczbg rzeczywista wprowadza si¢ na podstawie powyzszych definicji, a miano-
wicie sa one przeprowadzane na f-obcieciach liczb rozmytych.

Ze wzgledéw obliczeniowych bardzo wygodnymi liczbami rozmytymi sa
symetryczne, trjkatne liczby rozmyte, ktére okreSla si¢ przez Srodek i rozrzut
{a,a,y, oraz funkcje przynaleznosci

w

A(f) =max {1 —lt;acl, O}.

Przyktadem takiej liczby rozmytej jest liczba przedstawiona na ponizszym
wykresie.
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Nietrudno wykazaé, ze kazde f-obcigcie tej symetrycznej, trojkatnej liczby
rozmytej jest przedzialem liczbowym o §rodku a, i promieniu (1—p)a,.
Zauwazmy jednocze$nie, ze majac fi-obcigcie pewnej symetrycznej, trojkatnej
liczby rozmytej nietrudno t¢ liczbe znaleZ¢.

2. Regresja przedzialowa

Analiza modeli przedziatowych, czyli modeli regresji z przedzialowymi wartos-
ciami parametréw jest punktem wyjScia do analizy regresji rozmytej. Uzasad-
nieniem wprowadzenia parametréw przedzialowych jest niepetne odzwiercied-
lanie niejednoznaczno$ci wptywu zmiennych obja$niajacych na ksztaltowanie
si¢ zmiennej obja$nianej.
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Zalézmy, ze:
— mamy m obserwacji (x;,y)), i=1,2, ..., m;

- A,={a,,qa,;,) sa przedziatowymi warto$ciami parametréw modelu okre-
Slonymi przez $rodek q,, oraz promiei a; , i=1,2, ..., n.

iw?

Rozpatrzmy model przedziatowy* zapisany w nastepujacej postaci
Y()=Ay+A -x+A, - x*+ ... +4 -x".
Zauwazmy, ze dla dowolnego X; mamy

Y(x)={a,.a0,> +Kay,, 8y, 0%+ .. +£a,,a, >x={y.(x),,&)).

Na podstawie definicji dziatan dodawania przedzialéw i mnozenia prze-
dziatu przez liczbg rzeczywista otrzymujemy:

yc(xj)=a05+ Z aic'x;’
i=1
yw(xj)=a0w+ Z aiw.l‘x}”
i=1 7
gdzie

- y.(x) jest §rodkiem,
- ¥,,(x)) jest promieniem

szacowanego przedziatu ¥(x)).

Problem polega na znalezieniu takich wartosci teoretycznych modelu
(bedacych przedziatami), aby zawieraly odpowiadajace im wartoSci rzeczywiste
i jednocze$nie by przedzialy te byly jak najwezsze. Oznacza to, ze nalezy
rozwigzaC nastgpujace zagadnienie programowania matematycznego:

Z yw(xj) — min
i=1

przy warunkach

ijY(xj), =152 e my

are =08 =0 81,2 Slsn:

w

* W. Luczyfiski, M. Matloka, op. cit.
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Biorac pod uwage postaci y,, (x;) oraz Y(x;), powyzsze zagadnienie staje si¢
nastepujacym zadaniem programowania liniowego:

ek

: (@g,, a1, 1% +a,, | X7 | +... +a,, | x]]) » min

J

przy warunkach

n n
Maieritas x| =y =112 m,
i=0 i=0

1

n
i i i
a; x;— .zoaiwlxj|>yj =152 m
i=

i

i

a0 e = 08152855 n.

w

Przyklad 1

Rozpatrzmy dane zamieszczone w ponizszej tabeli’
X; 1 2 3 4 5 6 7 8
Y; —372| —339| —23,5| —26,7| —159| —23,8 | —12,3 | —13,1

Rozwiazujac przedstawione wczesniej zagadnienie programowania liniowe-
go dla powyzszych danych oraz n= 1, otrzymujemy nast¢pujacy liniowy model
przedziatowy:

Y(x)=<—37,39; 2,49 +(3,24; 0,56 -x;.

Jego ilustracje graficzng przedstawia ponizszy wykres.

Jak wida¢, parametry A,={aq;,,a;,»> modelu przedziatlowego otrzymujemy
poprzez znalezienie optymalnego rozwiazania powyzszego zagadnienia pro-
gramowania liniowego.

Omoéwiony model przedzialowy mozna uogélni¢ poprzez przyjecie zatoze-
nia, ze mamy m obserwacji (x;,Y)), j=1,2, ...,m, gdzie obserwacja zmienne;
objasnianej jest przedziatem Y;=<y,y;,» o Srodku y; oraz promieniu y; .

3 Ibidem.
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Przy tego typu zalozeniu w dalszym ciagu problem polega na wyznaczeniu
przedzialowych wartoSci parametréow A, modelu. Jednakze w tym przypadku
mozliwe sa dwa podejscia.

Pierwsze z nich polega na przyjeciu zatozenia, ze budowany przedziat Y(x))
musi w cato$ci pokrywac rzeczywiste wartoSci obserwacji Y, tzn. ¥ i S Y(x)).
Wtedy dla wigkszej precyzji estymacji nalezaloby minimalizowaé ich szero-
kos¢. Oznacza to, ze mamy do czynienia z nastepujacym zagadnieniem
programowania liniowego:

D %,,(x;) = min

J=1

przy warunkach
Y,c¥Y(x), j=1,2,.,m,

ays=0.8 5 = 08152 in

lub

m
'21 (a0w+a1w|xj|+a2W]xf|+... +a,,|x;[) —» min
i=
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przy warunkach
Zawxj+ Z amli‘ZIZyjc—}—ij, =i

Z lwlxjigyjc_ij’ .]:]" 2’ ey M,

le

IIM=

aps =00 =082 n
I w tym przypadku parametry A; modelu przedzialowego sa optymalnym
rozwigzaniem powyzszego zagadnienia programowania liniowego.

Przyklad 2
Rozpatrzmy dane zamieszczone w ponizszej tabeli
X; -4 10 20 26 30 40 50
1 2
Yj (20523:92)|(185:22) (13—; 20) (12:920) 815 (12:218) (6; 16) (8; 18)

Rozwiazujac przedstawione powyzej zagadnienie programowania liniowe-
go dla powyzszych danych oraz n=1, otrzymujemy nast¢pujacy liniowy model

przedziatowy:
34 16
A= 2>+& 150° 150>

Jego ilustracje graficzng przedstawia ponizszy wykres
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Zauwazmy, ze przedstawiony model przedzialowy zawiera wszystkie wyniki
obserwacji zmiennej obja$niane;j.

Drugie z podej$¢ polega na przyjeciu zalozenia, ze oszacowane przedzialy
nie wykraczaja poza rzeczywiste wartoSci danych, tzn. Y(x;) € Y;. W tym
przypadku nalezy maksymalizowaé ich szeroko$¢ tak, aby objely najwigksza
cze$¢ przedzialowych wartosci obserwacji zmiennej objasnianej. Oznacza to, ze
mamy do czynienia z nast¢pujacym zagadnieniem programowania liniowego:

>, ¥, (x) — max
j=1
przy warunkach
Yx)ESY, j=1,2,..,m,

a;, =20, i=0,1,2,..,n
lub

M=

(a0w+a1w|xj| +a2w|xj2|+"' +anw|x}'|) — max

J=1

przy warunkach

n
a;.xj+ ), a;, | x;|<y;.+y,, J=12,..,m,
i=0

AT

-

n n
Z apxi=na | XS y—y s =12,

av =08 =051 28wy,

w

Parametry A; modelu przedzialowego sa optymalnym rozwiazaniem powyz-
szego zagadnienia programowania liniowego.

Przykiad 3

Rozpatrzmy ponownie dane z przyktadu 2. Rozwiazujac przedstawione
wyzej zagadnienie programowania liniowego, otrzymujemy nastepujacy linio-
wy model przedzialowy:

7 6 SBE T
Y(xj)—<22ﬁ, 1B>+<_§—6, m>xj.
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Jego ilustracje graficzng przedstawia ponizszy wykres.

ok

Wykres pokazuje, ze wyniki obserwacji zmiennej obja$nianej zawieraja warto-
Sci teoretyczne liniowego modelu przedzialowego. Zatem przyjete zatozenia sg
spetnione.

3. Regresja rozmyta

Model regresji rozmytej przyjmuje postac
Y(x)=A,+A x+... +4, x",
gdzie A, i=0, 1, ..., n, sa liczbami rozmytymi.
Ze wzgledéw obliczeniowych wygodnie jest przyjaé, ze A, sa symetrycz-

nymi, trjkatnymi liczbami rozmytymi, okreSlonymi przez ich $rodki 1 tzw.
rozrzuty (a;,,a;,,), 0 nastepujacej funkcji przynaleznosci

A(H)=max {l1—|t—a,,|/a,,; O}

Stosujac zasade rozszerzania Zadeha, model rozmyty mozemy zapisaé
w postaci:

iw?

n n
Y(x)= (i;o ;e X} i;) aiwlx}I)L’

CO oznacza, 7e Y(xj) jest rowniez tréjkatna, symetryczna liczba rozmyta.
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Ponadto nietrudno wykazaé, ze dla dowolnego fe(0,1) model rozmyty
mozna utozsami¢ z modelem przedzialowym

Y(r)E=ASPA T sHAT Xt AR

y, iy B

Jak powiedzieliSmy w czeSci drugiej niniejszej pracy, kazde B-obcigcie
liczby rozmytej (a;,,a;,), jest przedziatem liczbowym {a,;(1—-pf)a; >. Za-
uwazmy jednoczes$nie, Ze majac f-obcigcie pewnej symetrycznej, tréjkatnej
liczby rozmytej, nietrudno t¢ liczbg znalezc.

Oznacza to, ze gdy bedziemy mie¢ obserwacje (x;,y), j=1,2,..,m,
wtedy problem szukania parametréw regresji rozmytej sprowadzi si¢ do
znalezienia rozwiazania optymalnego nastgpujacego zagadnienia programo-

wania liniowego:
m
'Zo (a0w+a1w|le +a2w]xf|+... S a |xJ'-’|) — min
o=
przy warunkach

> a x L (1=p) Y g, x|Zy: J=12m,m,
i=0 i=0

e

Oaicxj‘:—(1~[)’) .zzoaiwlxj‘.'ISyj, T80

Il

12

a,, >0, i=0,1,2,..,n.

Gdy bedziemy dysponowa¢ danymi obserwacji (x;,Y), gdzie Y; jest
przedziatem, wtedy niezaleznie od podej$¢ rozpatrywanych w czeSci trzeciej
niniejszego artykutu problem rozwiazuje si¢ analogicznie.

Zat6zmy teraz, Ze mamy m obserwacji (x; Yj), gdzie obserwacja zmiennej
objasnianej jest trojkatna, symetryczna liczba rozmyta. W zaleznoSci od
podejécia, a wiec czy zakladamy, ze }7j = Y(xj) lub )7j(xj) = YJ., bedziemy
dokonywaé minimalizacji lub maksymalizacji. W warunkach ograniczajacych
z kolei nalezy uwzgledni¢ f-obciecia liczb Y.
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Przyklad 4

Rozpatrzmy dane zamieszczone w ponizszej tabeli®
X; 1 2 3 <4 5 6 ] 8
Y; —-504| —41 | —31,8| —26,5| —24,4 | —28,4 | —14,2 | —13,7

Dla n=3 oraz f=0,5 otrzymujemy nastepujacy model przedzialowy:
)~’(xj)°‘5 =(—44,142312; 16,46374) + (1,996443; 0) x,+<0; 0,044521) xf.

Jak wida¢ na ponizszym wykresie wszystkie dane zawarte sa w 0,5-obcieciu
modelu rozmytego.
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