WOJCIECH SIKORA

METODA STOPNIOWEJ ANALIZY ZMIENNYCH

DLA ZADANIA DANTZIGA-MADANSKY’EGO

1. Wstep

Rozwazmy nastgpujace zadanie programowania liniowego: znajdz takie warto-
$ci zmiennych x,, x,,..., x,, aby

£
Pasie ) €;Xx; - max, : ) 1)
I O : b i3, ’
’\ Z ai.jxjsbi (i=17-“1 m)’ (2)
j=1
%20  (i=1,... n). 3)

PrzyjelisSmy nastgpujaca interpretacj¢ ekonomiczna zadania (1)-(3). Niech
”"[} oznacza _ilos¢ i-tego $rodka produkcji zuzyta na wytworzenie jednostki
Lgo wyrobu b; — zasdb i-tego srodka produkcji,c;' > ceng jednostki j-tego.
wyrobu x - w1elkosc produkcji jtego wyrobu Zadame (1)-(3) opisuje
Jezeli przyjmiemy, ze zasob kazdego srodka Jest zmienna losowa 0 znanym
rozkladzie, to otrzymamy jedng z najprostszych wersji stochastycznego prob-
lemu planowama produkcji'. Podstawowymi metodami rozwiazywania linio-
wych problemow programowania stochastycznego sa metoda ograniczonego
ryzyka Charnesa-Coopera [1] i metoda dwufazowa Danmga -Madansky’ego
'[2] Zastosowanie tych metod jest dopuszczalne w okreslonych sytuacjach
i prowadzi do uzyskania deterministycznych i liniowych odpowiednikéw
sytuacji stochastycznych. W przypadku metody dwufazowej otrzymujemy

! Wigcej o roznych problemach programowania stochastycznego i metodach jego rozwiazywa-
nia zob. Grabowska [5], Grabowski [6], Kopanska [8].
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zadanie programowania liniowego (PL) o bardzo duzych rozmiarach. Zadanie
to nazywamy zadaniem Dantziga-Madansky’ego. Podstawowy cel, jaki stawia-
my w tym artykule, to odpowiedz na dwa zasadnicze pytania:

(a) kiedy zadanie Dantziga-Madansky’ego ma rozwiazanie optymalne,

(b) jak efektywnie wyznaczy¢ to optymalne rozwiazanie.

W celu wyznaczenia optymalnego rozwiazania proponujemy metode stop-
niowej analizy zmiennych (MSAZ), a $cislej mowiac, dwie niezalezne procedury:
dualna i prymalna. Rozwazania konczymy przykladem liczbowym ilustrujacym
dziatanie obydwu procedur.

2. Stochastyczny problem planowania produkcji

Interesuje nas problem planowania produkcji w przypadku, gdy podaz
kazdego srodka produkcji__jest zmienna losowa, skokowa o znanym
rozkiadzw Zalozmy, ze realizacja kazdej zmiennej losowej nastgpuje
‘doplero po wyznaczeniu planu produkcp INIECHOC (TR e s iR Ded ZIC
ustalonym planem produkgji, a|b, ~ realizacja z/micnnej losowej B,
okreslajqcej podaz i-tego $rodka. Zachodzi wowczas jedna z trzech
‘mozliwosci:

(@) i a,;%;<b;,
j=1

(b) 'Zl a,j -J=EL’

(C) i ai,ji1>5‘n
j=1

W przypadku (c) pelna realizacja planu nie jest mozliwa, gdyz zapo-
trzebowanie na i-ty Srodek przekracza jego podaz. W tej sytuacji jedna
z mozliwych decyzji jest zakup dodatkowych srodkow, aby zwiekszyc ich
podaz do poziomu zapotrzebowama wynikajacego z planu produkcji. Jezeli
‘ponadto w przypadku (a) mozna sprzedaé zbgdne $rodki, to uzyskujemy
sytuacje stochastyczng, dla ktorej nalezy zastosowac podejscie dwufazowe
Dantziga-Madansky’ego. Dla pierwszej fazy formutujemy nastg¢pujace zadanie
stochastyczne: ,

Y cx;+E(Y, wiz)—E(Y k) - max, @)
J=1 i=1 i=1
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y,.=max{ DY a,-_jxj—B,.,O} (i=1,..., m), %)
j=1
z=max{B,— Y a; ;x,,0} (i=1,..., m), (6)
j=1
x;20 (j=1,..,n), )

gdzie:
_y; — ilo$¢ zakupionego dodatkowo i-tego Srodka,
z; — ilos¢ sprzedanego (zbgdnego) i-tego srodka,
" k; — koszt zakupu jednostki i-tego srodka,
y; — cena sprzedazy jednostki i-tego srodka.
W zadaniu (4) -(7) zmienne y; oraz z; sa zmiennymi losowymi. Funkcja celu
(4) maksymalizuje oczekiwany dochéd. W zadaniu tym przyjmujemy, ze ilosé
srodkow sprzedanych lub kupionych dodatkowo nie jest ograniczona, a cena
sprzedazy badz koszt zakupu nie zalezy od ilosci $rodkow, jakie dodatkowo
zaklad sprzedaje badz kupuje?. Chcemy uzyskaé liniowy i deterministyczny
odpowiednik zadania (4) - (7). Niech zmienna losowa B; ma rozklad:

P(Bl=b£)=pl‘ (i=17'"’ si)’

przy czym

Oznaczmy przez:
i — niedobor i-tego $rodka przy I-tej realizacji zmiennej losowej B;,
z{ — nadmiar i-tego $rodka przy I-tej realizacji zmiennej losowej B,

n n

! 1 T

=Y ai,jx;—bi, zi=bi— 3, ajijxf
j:]_ Jj=1

Deterministycznym odpowiednikiem zadania stochastycznego (4)-(7) jest
nastepujace zadanie (PL): znajdz takie x;, zi, yi, aby

n m 5 m 5

Z cjX;+ Z Wi(z pfzﬁ)— Z ki(Z pfyf)—»max (8)
j=1 =1 =1 =1 I=1

jzl a, ;% +zi—yi=b (i=1,...m I=1,..,s), ©)
x,zb i20 (=1, =1, m I=1,..., 5). (10)

2 W literaturze (zob. [6], [8]) przyjmuje si¢, ze zbedne Srodki powoduja straty.
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Zadanie (8)- (10) nazywamy zadaniem Dantziga-Madansky’ego i oznaczamy
je jako zadanie P. Zadanie to stawiamy i rozwiazujemy w fazie pierwszej.
W rozwiazaniu optymalnym zadania P istotne sa tylko wartosci zmiennych x;.
Wyznaczaja one bowiem plan produkcji. Warto$ci pozostatych zmiennych nie
sa wazne dla celéw planowania. O tym, ile dodatkowo kazdego §rodka trzeba
kupi¢ badz sprzeda¢ oraz jaki b¢dzie rzeczywisty dochod, dowiemy si¢ dopiero
w drugiej fazie, gdy bedziemy juz znali realizacj¢ zmiennych losowych B,.

3. Warunki istnienia rozwigzania optymalnego zadania P

Zakladamy zgodnie z ekonomiczng interpretacja, ze wszystkie parametry
zadania P sa nieujemne. Utworzmy zadanie do niego dualne: znajdz
takie u}, aby

T Y blul - min, (11)
i=11=1
1 az.j(ﬁ 11}) == CHRR ([ =a1 9 (12)
i=1 =1
wppiul<k,pt (i=1,..,m I=1,.., ). (13)

Zadanie dualne (11) - (13) oznaczymy jako zadanie D. Z warunkow (12) i (13)
wynika, ze

Z “fgki Z P£=ki- (14)

Tym samym zadanie dualne ma rozwiazanie dopuszczalne, jezeli

Wigki (i=1,..., m), (15)

M=

e () (16)

Il

i=1
Skorzystamy obecnie ze znanego/twierdzenia o istnieniu®)zgodnie z ktorym
E,wa.. zadania programowania liniowego, prymalne i dualne, maja rozwigzania
\ optymalne, jezeli kazde z nich ma rozwiazanie dopuszczalne. ey
" Poniewaz zadanie prymalne P ma rozwiazania dopuszczalne (kazdy nie-
ujemny plan produkcji takie rozwiazanie generuje), a zadanie dualne D ma
rozwiazanie dopuszczalne, jezeli sa spetnione warunki (15) i (16), wigc mozna
sformulowac nastgpujacy wniosek.
WnIOSEK 1. Zadanie prymalne P oraz zadanie dualne D maja rozwiazania
optymalne, jezeli sa spetnione warunki (15) i (16).

3 Por. Gale [3], str. 32.
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Warunki te maja zupelnie oczywista interpretacje ekonomiczna. Warunek

(15) mowi, ze cena zbytu zbednej jednostki i-tego Srodka nie moze by¢ wigksza
od ceny nabycia ‘brakujacej jednostki tego srodka. Natomiast warunek (16)

okresla, ze cena sprzedazy Jednostki J-tego wyrobu nie moze by¢ wigksza od

wartosci srodkow zuzytych na jego wytworzenie i llczonych po_ kosztach ich

dqc_iatkowego nabycia.

"""" W przypadku gdyby warunek (15) nie byl spelniony, nalezaloby naby¢
dodatkowo jak najwigcej jednostek i-tego $rodka, a nastepnie je sprzedaé,
zarabiajac na kazdej jednostce (w;— k;). Pniewaz nie ma zadnych ograniczen na
wielkos¢ zakupu lub sprzedazy, wigc zadanie P nie mialoby ‘w tej sytuacji
rozwiazania optymalnego. Podobnie, jezeli nie jest spetniony warunek (16), to
nalezy nabywa¢ dodatkowe srodki produkcji w dowolnie duzych ilo$ciach
z przeznaczeniem ich na produkcj¢ j-tego wyrobu. Na kazdej jednostce

zarabiamy wowczas
m
CJ— Z ai._iki'
i=1
WNIOSEK 2. Jezeli istnieje taki wyrob k, dla ktorego

W;a;k, (17)

M=

(PR

i=1

to wyrob ten nalezy wyeliminowaé z produkgji jako nieoplacalny.

Whniosek 2 mowi nam, ze Jezeli cena sprzedazy k-tego wyrobu nie jest wigksza

~od wartoscisrodkow zuzytych do j _ngO wytworzenia i liczonych po cenie ich zbycia,

to leper sprzeda¢ posiadane $rodki niz przeznaczyc je na prod ukCJc k- tego wyrobu,

Zadanie P jest zadaniem PL o pewnej szczegdlnej strukturze. Dla jego
rozwigzania proponujemy metode stopmowej analizy zmiennych (MSAZ).
Metoda ta to pewne podejscie do rozwiazywania zadan tego typu realizowane
przez rézne algorytmy. Przedstawimy dwie niezalezne procedury. Punktem
wyjscia dla procedury dualnej jest zadanie D, a dla procedury prymalnej
zadanie P. Obydwa zadania sprowadzamy najpierw do dogodniejszej postaci.
Uzyskujemy w wyniku tych transformacji zadania, w ktorych wigkszo$é
ogramczen to ograniczenia z goéry nakladane na zmienne. Zadania te roz-

wiazujemy posrednio, formulujgc zadania pomocnicze, w ktorych uwzgled-

niamy tylko czgs¢ zmiennych. Jezeli zadanie optymalne zadania pomocniczego

"spclma dodatkowe warunki, to uzyskujemy rozwigzanie optymalne zadania _

wyjsciowego. W przeciwnym przypadku rozszerzamy stopniowo liste zmien-
Mnych podobnie jak w metodzie generowania kolumn. Obliczenia prowadzimy
wykorzystujac w procedurze dualnej — dualny algorytm simpleks dla zmiennych
ograniczonych z géry (DASZOG), a w procedurze prymalnej — prymalny
algorytm simpleks dla zmiennych ograniczonych z gory (PASZOG).
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4. Algorytmy PASZOG i DASZOG

Algorytmy te sa modyfikacjami prymalnego i dualnego algorytmu simpleks.
Przechodzimy w nich od jednego rozwiazania bazowego do drugiego. W al-
gorytmie PASZOG kazde rozwiazanie bazowe musi by¢ prymalnie dopuszczal-_

‘mach PASZOG 1 DASZOG ulegajq zmianom warunki prymalnej i dualne;j
dopuszczalnosci oraz reguly wyboru zmiennej wprowadzanej i usuwanej z bazy.
Dlatego je dokladnie omowimy*.

Rozwazmy nastgpujace zadanie PL:

Y, €;X;—> max, (18)
=l
Yoalxi=hps (=10 ), (19)
j=1
0<x;<d; (=1,..., n). (20)

Kazdemu rozwiazaniu bazowemu X zadania (18)-(20) odpowiada tablica
simpleksowa T=[t; J] W tablicy tej z wierszami zwiazane sa zmienne bazowe,
a z kolumnami_zmienne niebazowe. Zapng x\\oznacza zmienng bazowq
zwigzang z i-tym wierszem tabllcy sxmplcksbwq Niech N bedzie zbiorem
indekséw zmiennych mebazowych a

N.l:{jljeN’ xj=0},
N,={jljeN, xj=dj}.

Woéweczas zaleznosci wiazace wartosci zmiennych bazowych i zmiennych nieba-
zowych mozna przedstawi¢ w postaci ukladu rownan:

xB(=t,-'0 Z t,_, i Z t,-,jxj (l=0, 1,..., m) (21)
JjeN, JeN,

Wiersz zerowy odpowiada funkcji celu (18), a pozostale wiersze ogranicze-
niom (19). Zmienna xp ‘okresla wartos¢ funkcp celu (18).
Rozwu@zame bazowe X zwiazane z tablica T=[t; ;] przyjmuje wartosci:

Xp=tio— ), ti;d;=z;, .~ (i=0,1,..., m),

JjeN,
x=0 (jeN,),

4 Zob. [9], rozdz. 1.1.
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Rozwigzanie bazowe X jest rozwxqzamem dualnie dopuszczalnym (spelma
krytenum optymalnosci), jezeli

{50.120 (jeNy),

: (22)
to, ;<0 (jEN,).

_Rozwigzanie bazowe X jest rozwigzaniem prymalnie dopuszczalnym, jezeli
0<z;<dp  (i=1,..., m). (23)

W algorytmie PASZOG, jezeli nie jest spetniony warunek (22), najpierw
(ustalamy zmienng wprowadzang do bazy, a nastgpnie zmienna usuwana z bazy.
Zmienna wprowadzana do bazy bedzie zmienna X, dla ktorej

|to, x| =max {max {to,;}, | min {to_j}l}, (24)

JjeN, JjeN,
gdzie N, ={j|jeN,, t, ;<0}, a N,={j|jeN,, t, ;>0}.

Poniewaz zmienng usuwang z bazy b¢dzie zmienna, ktora najszybciej osiaga
swoj kres dolny badz gorny, gdy zmienna x, zwigksza badz zmniejsza swoja
warto$¢, wigc wyrozniamy dwa przypadki.

a) Dla ke N, obliczamy

[t
o, =min "_i'lti.k>0 ’
Lik

]
B,=min {P‘ | tl,k<0}.

ik

25)

Jezeli

®,, to z bazy usuwamy zmienna xp i xp =0,
min {a,, f,d;} ={f,, to z bazy usuwamy zmienng x i xp=dp,

d;, to z bazy usuwamy zmienna X, i x,=d,.

b) Dla ke N, obliczamy

(26)
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Jezeli
&,, to z bazy usuwamy zmienna xp i xp =0,
max {4, f,,—d,} ={B,, to z bazy usuwamy zmienna x, i x5 =dy,
—d,, to z bazy usuwamy zmienna x; i x,=0.
W algorytmie DASZOG, jesli nie jest spelniony warunek (23), to wy-

znaczamy najpierw zmienng usuwang z bazy, a nastgpnie zmienna wprowadza-
ng do bazy. Zmienna usuwang z bazy bgdzie zmienna xj, dla ktorej

I = umingetl}} (27)

gdzie

Poniewaz zmienna usuwana z bazy moze przekracza¢ swoj kres dolny lub
kres gorny, wigc wyrozniamy dwie sytuacje:
a) Jezeli z, <0, to do bazy wprowadzamy zmienng x,, dla ktorej

L Lo, ;
ﬂ=max{ﬂ|tk_j<0, jENl lub tk'j>0,jEN2 ‘ (28)
tk.p tk.j
b) Jezeli natomiast z,>dp, to do bazy wprowadzamy zmienna x,, dla ktorej
tO.p % tO,j y :
—=1nin t_ltk.j>07.IEN1 lub tk,j<0,_]€N2 s (29)
k.p k. j

5. Procedura dualna

Punktem wyjscia dla procedury dualnej jest zadanie dualne D. Wprowadzmy
nowe zmienne:

vi=ui—wpi=0  (i=1,...m; I=1,...;8).

Eliminujac z zadania D zmienne u{ oraz usuwajac niewiazace ograniczenia
odpowiadajace wyrobom nieoplacalnym, po odpowiednich przeksztalceniach,
otrzymujemy nastepujace zadanie D,: znajdz takie wartosci zmiennych v}, aby

T S olbt— min, (30)
(CRYIE

(jeE), (31)




METODA STOPNIOWEJ ANALIZY ZMIENNYCH 95

0<vi<gl (i=15 m =105, (32)

gdzie E jest zbiorem wyrobow oplacalnych,
=c;— Y, G, jW;
i=1

=kiP§"WiP§~
W funkcji celu (30) pominglisSmy statg

Poniewaz zakladamy, ze zadanie D, spelnia warunki (14)-(16) i (17), wigc
wszystkie parametry e;, g: sa nieujemne.

Zadanie D, mozna rozwiazac algorytmem DASZOG. Zauwaimy jednak, ze
kolumny wspolczynnikdw stojacych przy zmiennych v}, v,..., vft sa identyczne.
Przyjmijmy, nie zmieniajac ogolnosci rozwazan, ze parametry b} zostaly tak
ponumerowane, iz

bie b b (T =150 )} (33)
Parametry te sa realizacjami zmiennej losowej B;.

TWIERDZENIE 1. Niech V=[0}] bedzie optymalnym rozwiqzaniem zadania D,.

Wowczas dla kazdego i=1,..., m mamy takq zmienng v¥, ze
0<if<gi A /\di=gi A /\ 5i=0. (34)
<k 1>k

Prawdziwos¢ twierdzenia 1 jest oczywista. Kazde rozwiazanie dopu-
szczalne V zadania D,, ktore nie spelnia warunku (34), mozna poprawic,
zmchszanc wartos¢ funkcji celu. Jest wigc ono rozwiazaniem nieopty-
malnym Stad warunek (34) jest warunkiem koniecznym, chociaz nie
wystarczajacym, optymalnosci rozwiazania zadania D, (dowdd tego twier-
dzenia pomijamy, gdyz jest podobny do dowodu twierdzenia 1 podanego
w pracy [10]).

Procedura dualna rozwigzujemy zadanie D, posrednio w dwoch
fazach. W fazie pierwszej znajdujemy optymalne rozwiazanie nast¢pujacego
zadania D:

Y. —b}v! - max, (35)

i=1

3 ot —f=e; (e, 36)

,‘ B;=0 (i=1,..,m; jeE). (37)
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W celu rozwiazania zadania D; wygodnie jest stosowac¢ dualny algorytm
simpleks, gdyz przyjmujac jako zmienne bazowe zmienne swobodne f; (j€ E)
uzyskujemy rozwiazanie dualnie dopuszczalne.

TWIERDZENE 2. Niech (V*, f)=[5}, B;] bedzie optymalnym rozwigzaniem
zadania D,. Jezeli spelnia ono warunek

tr<gr (i=1000m), (38)

to rozwigzanie

{v} — L — 17 m)) i

vi=0 (I=TSENR | = O SRY):

bedzie rozwigzaniem optymalnym zadania D,.

Dowdd. Rozwiazanie (39) spelniajace warunek (38) jest rozwigzaniem
dopuszczalnym zadania D,. Oznaczmy przez t,(v}) wskaznik kryterium op-
tymalnosci dla zmiennej v. Dla zmiennych v}

13 (0R) 2= ORR ({=="130%m)) (40)

gdyz dla zmiennych bazowych z definicji t,(v})=0, a dla zmiennych nie-
bazowych zadania D,, ktore sa zerowe i spehlniaja kryterium optymalnosci,
to (v})=0. Kolumny wspolczynnikow zwiazanych ze zmiennymi v, v7,..., v
sa identyczne; stad

to () =to (0})+bi=bt (i=1,...,m 1=2,.., s).
Z warunkow (33) i (40) wynika, ze
13 (o) =0 R (1 =T =23 61 (41)

co oznacza, iz spelnione jest takze kryterium optymalnosci dla wszystkich
zmiennych zadania D,. Tym samym rozwiazanie (39) jest rozwiazaniem
optymalnym zadania D,,.

Do fazy drugiej przechodzimy, gdy warunek (39) nie jest spetniony. Stosuje-
my w tej fazie algorytm DASZOG. Sposrod zmiennych bazowych rozwiazania
(7, ) ustalamy zmienna, ktdra najsilniej narusza warunek (38). Niech bedzie to
zmienna v; zwigzana z k-tym wierszem tablicy simpleksowej 7. Zmienna ta
bedzie usuwana z bazy, a zbior zmiennych niebazowych rozszerzymy o zmienna
vZ. Do tablicy simpleksowej T'dolaczamy nowa kolumn¢ zwigzang ze zmienna
vZ, ktora bedzie miala tylko dwa elementy niezerowe '

{to (v3)=b2—b!>0,

£ (03)=1. &




METODA STOPNIOWEJ ANALIZY ZMIENNYCH 97

Formalnie uzyskujemy nowe zadanie D, z rozwigzaniem bazowym

Bi=B; (€E),
20,

Rozwiazanie to nie narusza warunkow dualnej dopuszczalnosci (optymalno-
$ci). Ustalajac zgodnie z regulami algorytmu DASZOG zmienng wprowadzana
do bazy i usuwajac z niej zmienng v}, przechodzimy do nowego rozwiazania
bazowego, dualnie dopuszczalnego. Jezeli to rozwiazanie spelnia warunek (32),
to koniec obliczen. Jezeli natomiast warunek (32) nie jest spelniony, to ustalamy
zmienng, ktora ten warunek najsilniej narusza. Gdy jest naruszone ograniczenie
z dotu, wtedy wykonujemy zwykla iteracje algorytmu DASZOG i przechodzimy
do nowego rozwiazania bazowego. Gdy natomiast jest naruszane ograniczenie
z gory, bo np. v!>g!, wtedy rozszerzamy zbidr zmiennych niebazowych
o kolejna zmienng v? i uzyskujemy nowe zadanie D,.

Kazde rozwigzanie bazowe uzyskane procedura dualng spelnia kryteria
optymalnosci nie tylko dla zmiennych aktualnego zadania pomocniczego D,,
ale takze dla pozostalych zmiennych zadania D,. Stad pierwsze rozwiazanie
dopuszczalne generuje optymalne rozwiazanie zadania D,.

6. Procedura prymalna

Punktem wyjscia dla procedury prymalnej jest zadanie P. Usunmy z niego
zmienne x; odpowiadajace nieoplacalnym wyrobom oraz wyeliminujmy wszyst-
kie zmienne z{ (i=1,..., m; [=1,..., s). Otrzymamy nast¢pujace zadanie:

Yoex;— z': giyt - max, (43)
jeE i=11=1
Y ax—yisht  (i=1,..,m I=1,..., 5), (44)
JjeE
x, 9120 (€E, i=1,...m I=1,...,5), (45)

gdzie podobnie jak w zadaniu D,

m
e {2 ] l
== Z a;,jw;,  gi=k;pi—w;pi.
i=1

7 Badania operacyjne w zarzgdzaniu
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Zadanie (43) - (45) oznaczmy jako zadanie P’. W funkcji celu (43) pominieto stata

S

Y. > w;pibl. Z warunku (44) i przyjetych zalozen (b} <b? < ...<b}) wynika, ze
i=11=1
0<yl—yit 1 <hitt—b}  (i=1,...,m; I=1,..., (s;—1)).

Wprowadzmy nowe zmienne

wi=yi—yitt  (i=1,..., m 1=1,..., (5,=1)),

=yt (i=1,..., m).
Wtedy

S

1l
V= S = T
k=1

k=1

Zastgpujac zmienne y} zmiennymi w} otrzymujemy nastepujace zadanie:

Y epx— Y 3. diwl— max, (46)
JeE i=11=1
Z a;, jX;— Z(: wi<bt  (i=1,...,m), 47) ‘
JjeE I=1 |
O<wi<hti—bl  (i=1,.., m; I=1,..., (s;— 1)), (48) |
x,w=0 (J€E, i=1,..., m). (49)

Oznaczmy zadanie (46) - (49) jako zadanie P,. Zadania P’ i P, sa rOwnowaz-
ne. Maja ten sam wymiar (liczba zmiennych i warunkoéw ograniczajacych jest
identyczna). Struktura zadania P, jest jednak dogodniejsza, gdyz wigkszo$¢
ograniczen (poza warunkami nieujemnymi zmiennych) to ograniczenia z gory
nalozone na zmienne !, co uzasadnia stosowanie algorytmu PASZOG.

TWIERDZENIEE 3. Niech (X, 2)=[x;, wi] bedzie optymalnym rozwiqzaniem
zadania P,. Wowczas dla kazdego i=1,..., m mamy takq zmienng ¥, ze
0<af<bf*'—bf A )\ di=bi"—bi A /\ @;=0. (50)
i<k 1>k
Twierdzenie 3 pozwala rozwiaza¢ zadanie P, posrednio w dwoch fazach. 1
Postgpujemy podobnie jak w procedurze dualnej. W fazie pierwszej znajdujemy ?
rozwigzanie optymalne nastepujacego zadania: ‘

€;X; — max (51)
ik . |
JeE ‘
Y ax+a=bt  (i=1,..., m), (52) |

JjeE

x>0 (e€E, i=1,..., m). (53)
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Zadanie (51)-(53) oznaczmy jako zadanie P;. Aby je rozwiaza¢, wystarczy
zastosowac prymalny algorytm simpleks.

TWIERDZENEE 4. Niech (X,&)=[X;,&] bedzie optymalnym rozwiqzaniem
zadania P,. Jezeli spelnia ono warunek

to@)<dt  (=1,..., m), (54)

to rozwiqzanie

{xj=5c'j (jeE), 59)

=0 (i=1Lecsm; I=1,...5),

jest rozwigzaniem optymalnym zadania P,.

Dowad. Wskazmk kryterium optymalnosc1 stojacy przy zmiennej swobo-
dnej a; okresla ‘wartosé zmlennej dualnej v}. Jak wiadomo (por. praca [8],
str. 113) zmxenna dualna £mow1 nam, o ile wzrosnie_wartos¢ funkcji_celu,
_jezeli zw1¢kszymy zasob i-tego. $rodka produkql 0 _]ednostkg Jezeh spetniony
jest warunek (54), to doch6d uzyskany z jednostki i-tego érodka jest nie
wickszy od kosztu jego nabycia. Stad nie oplaca si¢ naby¢ dodatkowo
zadnego $rodka produkcji, a tym samym rozwiazanie okreslone wzorem (55)
jest optymalne.

Jezeli warunek (54) nie jest spelniony, to przechodzimy do fazy drugie;j.
Obliczamy

h=di—ty(@) (i=1,....,m)

i do zbioru zmiennych niebazowych zadania P, dolaczamy zmienna wj,
dla ktorej

h,=min {h;}.

Aktualna tablica simpleksowa zostaje poszerzona o dodatkowa kolumng
zwigzang ze zmienna wj, w ktorej

to (wi)=h, <0,
t(cop) ==t (G Rt (1= m):

Formalnie uzyskujemy nowe zadanie P,, z nowym rozwigzaniem
i odpowiadajaca mu tablica simpleksowa. Rozwigzanie to nie spelnia
kryterium optymalnosci, wigc zgodnie z regulami algorytmu PASZOG
wprowadzamy do bazy zmienna wjf, ustalamy zmienna usuwang z bazy
i przechodzimy do nowego rozwiazania bazowego (prymalnie dopusz-
czalnego). Jezeli to rozwiazanie nie jest dualnie dopuszczalne, to stosujemy
dalej algorytm PASZOG, az do uzyskania rozwigzania optymalnego
zadania P,.

T
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Niech o} bedzie zmienna o najwyzszym numerze sposrod zmiennych
o, w},..., o}, ktore naleza do zbioru zmiennych zadania P,. Sprawdzamy, czy
spelniony jest warunek

to@)<ditt  (i=1,..., m). (56)

Dla r;=s; przyjmujemy djit!=

Jezeli warunek (56) jest spetniony, to optymalne rozwigzanie zadania P,
generuje optymalne rozwiazanie zadania P,, a tym samym i zadania P.
W przeciwnym przypadku obliczamy

hi=d?+1—'t0(ai) (i=1,..., m)

i do zbioru zmiennych niebazowych zadania P, dolaczamy zmienng wp*?,
dla ktorej

h= min {h}.
i=1,...,m
Uzyskujemy nowe zadanie P,,; z nowym rozwiazaniem bazowym i nowa
tablica simpleksowa. Procedurg stopniowego poszerzania zbioru zmiennych

kontynuujemy tak dtugo, az uzyskamy rozwiazanie optymalne zadania pomoc-
niczego P,, ktore spelnia warunek (56).

Przyklad liczbowy

Rozwazmy zadanie:

10x, + 15x, — max,
3x,+ 2x,<B;,

(57)
X+ 2x,<B,,

X1sX520.

Zadanie (57) opisuje nastepujaca sytuacje. Mozna produkowaé dwa wyroby,
zuzywajac dwa srodki produkcji. Zasoby y tych § srodkow $3 zmlennyml losowymi, |
skokowymi o znanym rozkladzie: bl—8 pl = 1/2 bz‘—12 pi=1/2; b3=6,
p3=2/3; b3=9, p3=1/3. Plan produkcp musimy ustali¢, zanim bedzie znana
realizacja zmiennych losowych. Kiedy juz wiemy, jakimi zasobami dysponuje-
my, to mozna sprzeda¢ zbedne Srodki lub zakupi¢ brakujace srodki. Cena
sprzedazy W, = 2 , Wy = g cena zakupu k1 =4, k,=6. Wyznaczajac plan produk-
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Stosujac podejscie dwufazowe, otrzymujemy nast¢pujace zadanie P:
10x, + 15x, +z} + 23 + 225 + 25 — 2y} —2y? —4y3 —2p2 — max,
3x,+ 2x,+zi—yi=8,
3%+ 2x,+:z1—yi=12,
X+ 2x,+z3—y3=6,
X1+ 2x,+23—y3=9,
XWXt Z ey =20
Omowimy najpierw procedur¢ dualng. Ustalamy wartosci parametrow:
e,=1, e,=5, gi=1, gi=1, g;=2, gj=1. Wyjsciowe zadanie D, bedzie
mialo postac:
—8v! —6v} - max,
i+ vi—B,=1,
201 +203— B, =5,

vi’via ﬁla ﬂ2>0

Tabela 1 Tabela 2
7 i -—;,_ —v) | —v} 5 | —01'| =Ba| =03
Bo 0 8 6 Bo | —15 2 3 3
By -1 =3 | -1 B, 32 | =2 |—=1/2| 0
B, -5 =2 =2 v} 5/2 1|-1/2| 1

Pierwsze rozwiazanie zadania D, przedstawia tabela 1. Jest ono tylko
dualnie dopuszczalne, wi¢c przechodzimy do nastgpnego rozwiazania, ktore
zawiera tabela 2 (bez ostatniej kolumny). Jest to rozwiazanie optymalne zadania
D,. Poniewaz na zmienne zadania D,, ktore posrednio rozwiazujemy, sa
nalozone takze ograniczenia z gory:

2
DRt nt < Dl =CO S n2 i §

wigc rozwigzanie to nie spelnia warunku (38), gdyz v3=2,5>2. Przechodzimy
do fazy drugiej. Do zbioru zmiennych niebazowych zadania D, dolaczamy
"zmienng v3. Odpowiada jej dodatkowa kolumna w tabeli 2. Zgodnie z regutami
algorytmu DASZOG usuwajac z bazy zmienna v} i wprowadzajac do bazy
zmienng v}, uzyskujemy nowe rozwiazanie, ktore zawiera tabela 3. Jest ono
prymalnie i dualnie dopuszczalne, wigc koniec obliczen. Generuje ono optymal-
ne rozwigzanie zadania Dy :v,=16, v} =1/2, v3 =2, v}=0}=0.
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Tabela 3

z, | =0y | =By | —v2
By e SRNSE A | vy
ol A
v} 12 1|-12 1

W istocie interesuja nas optymalne wartosci zmiennych x; w zadaniu P.
Wartosci te okreslaja wskazniki kryterium optymalnosci przy zmiennych f;.
Poniewaz t,(f,)=4, wigc x,=4, a oczekiwany dochod:

Xo=0p+ Y Y wpbt=16+41=57.

i=11=1

Przejdzmy obecnie do procedury prymalnej. W pierwszej fazie rozwiazujemy
nastepujace zadanie P,:

X, + 5x, - max,
3xy4+2x, + o, =8,
X, +2x,+a, =6,

X15Xgy 01100020

Tabela 4 Tabela 5

238 et TR a2 Z | =Xy | —oy | —)

el el et 0 | 15 | 32| 502 | -1
o 8 3 2 oy 2) 2 w 1

ez R e el b B )

Pierwsze, nicoptymalne rozwiazanie zadania P, zawiera tabela 4. Nastepne,
juz optymalne, rozwigzanie tego zadania przedstawia tabela 5. Ustalamy
wartosci parametrow di =1, d=2, d}=2, d3=3 oraz ograniczenia nakladane
na zmienne wj <4, w; <3. Poniewaz t, (x,)=2,5>d} =2, wigc przechodzimy do
fazy drugiej, powigkszajac zbidr zmiennych niebazowych o zmienng wj.
Odpowiada jej dodatkowa kolumna w tabeli 5. Aktualne rozwiazanie nie
spelnia juz kryterium optymalnosci, wigc wprowadzajac do bazy zmienna w3,
a usuwajac z niej zmienng «,, otrzymujemy nowe rozwigzanie. Zawiera je
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tabela 6. Jest ono rozwigzaniem optymalnym zadania P, i poniewaz
to(a)=1/2<di =1, t,(x;)=2<d}=2, wigc generuje optymalne rozwiazanie
zadania Pj:x,;=0, x,=4, 0;=2, oj=w}=wj=0. Na podstawie tego roz-
wiazania latwo wyznaczy¢ optymalne rozwiazanie zadania P. Jest to jednak
zabieg zb¢dny, gdyz nas interesuja tylko warto$ci zmiennych x; (j€ E), a te juz sa
ustalone.

Tabela 6
Zp | =X | —oy | —oay
o, 168185 /) ok Al el
w; 2 2 -1 1
X3 4 3/2 088172

8. Podsumowanie

Stosujac procedure prymalng badz dualna do rozwiazania zadania P, interesuja
nas ostatecznie tylko optymalne wartosci zmiennych x; (j € E), ktére odczytuje-
my z kolumny wartosci zmiennych bazowych badz z wiersza kryterium
optymalnosci koncowej tablicy simpleksowej. Liczba iteracji simpleksowych
jest z reguly jednakowa w obydwu procedurach, co potwierdza przykiad
liczbowy. Procedury te mozna wykorzystac dla rozwigzania zadania Dantziga-
-Madansky’ego w przypadku, gdy w;<0 (i=1,..., m).

Procedury prymalna i dualna moglyby by¢ bardziej efektywne, gdybysmy
wprowadzili takze stopniowa eliminacje zmiennych zbednych. Wymaga
to jednak znacznych przerobek, zwlaszcza w procedurze prymalnej (por.
Sikora [10]).
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