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REASEKURACJA y
A PRAWDOPODOBIENSTWO RUINY
FIRMY UBEZPIECZENIOWEJ

Wstgp

Trudno sformutowaé definicj¢ reasekuracji, ktéra uwzgledniataby cechy natury
ek()rlomicznej, finansowej, prawnej, techniczno-ubezpieczeniowej itp. Wedlug
MOntalbettiego ([3], s. 13) reasekuracja jest umowa, na mocy ktorej jeden zaklad
Ubezpieczen — zwany cedentem — odstepuje (ceduje) catosé lub cze$é ubezpie-
c?onego ryzyka lub grupy ubezpieczonych rodzajéw ryzyka, wraz z odpowied-
Mg czgdcig skiadek, innemu zaktadowi ubezpieczen — zwanemu reasekuratorem
= ktéry ze swej strony zobowigzuje si¢ do zaplaty cedentowi odpowiedniej czgsci
Swiadczen wyplaconych ubezpieczajacym.

. Z przytoczonej definicji wynika, ze reasekuracja spelnia analogiczng role
Jak ubezpieczenie. Ma ona chronié finansowa stabilizacje ubezpieczyciela. Jest
to najwazniejsza funkcja reasekuracji, majaca w znacznym stopniu ograniczy¢é
Prawdopodobiefistwo ruiny firmy ubezpieczeniowe;.

Zjawisko ruiny jest dla firmy ubezpieczeniowej jednym z najwazniejszych
Probleméw. Nalezy sobie jednak zdaé sprawe z tego, ze obliczenie doktadnej
Wartodci prawdopodobienstwa ruiny, nawet przy najwiekszych uproszczeniach,
nie jest mozliwe. W wigkszosci przypadkow nalezy zadowoli¢ si¢ jedynie jego
OSzacowaniem.

Pierwszy punkt pracy pos$wigcony jest modelowi rezerw finansowych oraz
9SZacowaniu w tym modelu prawdopodobienstwa ruiny firmy ubezpieczeniowe;.

W drugim punkcie oméwiono wplyw reasekuracji na prawdopodobienstwo
Tiny. Poniewaz wplyw ten fadnie mozna przedstawié¢ od strony rachunkowej dla
Tasekuracji kwotowej i nadwyzki szkody, wiec ograniczono si¢ w pracy tylko
do tych form reasekuracji. Nalezy jednak podkresli¢, ze nie sa to zaleznosci
0g6lne, lecz dla z gory przyjetych zatozen rozkladu wielkosci roszczen.
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1. Prawdopodobienstwo ruiny

Punktem wyjécia w rozwazaniach dotyczacych prawdopodobienstwa ruiny firmy
ubezpieczeniowej jest tzw. model rezerw finansowych opisany nastgpujacy™
réwnaniem ([2], s. 3; [1], s. 345):

U(t)=u+c-t-S(¢), t20. (1

W modelu zaklada sie, ze sktadki ubezpieczeniowe wplywaja do firmy
ubezpieczeniowej w sposob ciagly ze stala intensywnoscig ich pobierania ¢ > 0.
Wtedy iloczyn c-¢ oznacza osiagnigty przychdd ze sktadki do chwili 7. Symbo-
lem S(f) oznacza si¢ sume roszczen w okresie [0,7], natomiast u oznacza ¢
zerwe poczatkowa (kapital poczatkowy). Wobec przyjetych oznaczen U (r) jest
poziomem rezerw finansowych firmy ubezpieczeniowej w momencie 7.

Zauwazmy, ze suma roszczen S(¢) zalezy od dwéch czynnikéw:

— od liczby roszczen N(t) w portfelu w okresie [0, 7],

— od wielkosci X, pojedynczych roszczen, i=0,1,..., N(t).

Zatem

N(1)
AE D
i=1

Poniewaz wielkosci N(¢) oraz X, sa zmiennymi losowymi, réwniez poziom
rezerw finansowych U(¢) jest zmienna losowa.

Jednym z najczesciej stosowanych rozktadéw dla zmiennej losowej N (t)
jest rozktad Poissona. Jednakze jezeli wariancja liczby roszczen przewyZsZ2
jego Srednia, to nalezy zastosowaé rozklad dwumianowy. W analizie kwoty
roszczen istotne jest pojecie ztozenia. W celu uproszczenia rachunkéw wybier?
si¢ takie rozktady, aby obliczenia nie byty zbyt trudne. Dlatego czgsto w prakt)'"
ce stosuje si¢ réwniez rozktad Poissona, ktéry pozwala na prostsze wyliczenid
rozkladu zagregowanych roszczen S(t).

Nalezy zda¢ sobie sprawg z tego, ze powyzszy model, jak kazdy, jest mode-
lem wyidealizowanym. Nie uwzglednia si¢ w nim réznych pozycji, ktére mo-
glyby mie¢ wplyw na wielkos$¢ rezerw. Jednak na podstawie tego modelu moznd
uzyska¢ bardzo cenne dla firmy ubezpieczeniowej informacje, przydatne dla
oceny jej wyptacalnosci.

Patrzac na réwnanie (1), widzimy, Ze poziom rezerw finansowych moz®
przyjmowac warto$ci zar6wno dodatnie, jak i ujemne. Jezeli poziom rezerW
finansowych przyjal po raz pierwszy warto$¢ ujemna, to mowimy, ze mamy do
czynienia w tym momencie ze zjawiskiem ruiny.
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i Prawdopodobiefistwo ruiny rozwazane jest jako funkcja rezerwy poczat-
owej:

¥(u)=P(U(t)<0; 0<t<o),

Przy nastgpujacych zatozeniach:

— proces {N(t)},,, liczby roszczen jest procesem Poissona z parametrem A,

— X, okreslajace wielko$ci roszczen sa zmiennymi niezaleznymi o jedna-

kowych rozkladach,

— zmienne X, sa niezalezne od N(¢) dla kazdego ¢>0,

— ¢>Am,, gdzie m = E(X,).

Ostatnie z zalozen mozna zapisaé w postaci ¢ =(1+6)Am,. Wspétczynnik
0>0 nazywany jest wzglednym wspoétczynnikiem bezpieczenstwa lub narzu-
tem na bezpieczenstwo. Oznacza to, ze wielko$é skladki na jednostke czasu
Mmusi by¢ wigksza od oczekiwanej warto$ci roszczenia na jednostke czasu.

Dla analizy problemu prawdopodobienistwa ruiny wprowadza si¢ pojecie
Wspélczynnika dopasowania R, ktory definiowany jest jako dodatni pierwia-
stek réwnania:

1+(1+@)mR=M,(R), R<y, )
gdzie:
M, (R) =15 (eR g ) oznacza taka funkcj¢ tworzaca momenty, ze istnieje
z>0, dla ktérego M (z)<o,
y=supMy(z)<c.

_ Pomigdzy wspoétczynnikiem dopasowania R a prawdopodobienstwem ruiny
IStnieje zwiazek wyrazony wzorem ([1], s. 352):

—-Ru
2!

E(e_RU(T)I T <)’

Y (u)= u20, 3)

gdzie T oznacza moment ruiny.

Bezposrednie korzystanie ze wzoru (3) jest bardzo trudne, dlatego ze
Wzgledu na jego niewielka przydatno$¢ w praktyce stosowane jest oszacowanie
typu Lundberga. Nieréwno$é Lundberga przyjmuje postaé:

Y(u)<e™, uz0. “)

Nieréwnos¢ Lundberga jest jednym z najwazniejszych postulatéw teorii ruiny.
Wynika z niej, ze prawdopodobiefistwo ruiny zalezy od rezerwy poczatkowej u
Oraz wspolczynnika dopasowania R. Z wykladniczego charakteru nierownosci
Lundberga wynika, ze:
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— dla ustalonego R, im wigksza rezerwa poczatkowa, tym mniejsze praw-
dopodobienstwo ruiny,
— dla ustalonego u, im wigksza warto$¢ wspotczynnika dopasowania, tym
mniejsze prawdopodobienstwo ruiny.
Wobec opisanych zaleznosci za miernik bezpieczenstwa firmy ubezpiecz,e‘_
niowej przyjmuje si¢ wspolczynnik dopasowania R. Zatem mozna uznat, ze jesll
wspoiczynnik dopasowania jest duzy, to umowa reasekuracyjna jest korzystna.

2. Wplyw reasekuracji na prawdopodobiefistwo ruiny

Ze wzgledu na sposéb podzialu ryzyka pomigdzy cedenta a reasekuratora Wy-
roznia si¢ dwie podstawowe grupy reasekuracji:

— proporcjonalna,

— nieproporcjonalna.

W przypadku umowy reasekuracji proporcjonalnej udziat reasekurator,a
w kazdym typie ryzyka jest ustalony w uméwionym stosunku do cedenta. W my 5!
tej umowy reasekurator przyjmuje okreslong czes$¢ skiadki ubezpieczeniowel
oraz pokrywa w tym samym stosunku wszystkie reasekurowane szkody. W sktad
reasekuracji proporcjonalnej wchodza umowy:

— kwotowe,

— nadwyzkowe (ekscedentowe),

— kwotowo-ekscedentowe.

Umowy reasekuracji nieproporcjonalnej polegaja na tym, ze w podZia!e
ryzyka nie obowiazuja zadne ustalone z géry proporcje. W praktyce stosuje SI€
najczg¢sciej dwa typy uméw reasekuracji nieproporcjonalnej:

— umowa nadwyzki szkody,

— umowa nadwyzki szkodowosci. :

Rozwazmy najpierw przypadek reasekuracji proporcjonalnej (kwotowel)'
W modelu rezerw finansowych przyjelismy, ze wielko$é skiadki na jednostke
czasu wynosi (1+®)A-m, . Jezeli zatozymy, ze udziat cedenta w podziale sktad-
ki i szkéd wynosi a, a reasekuratora 1—a, gdzie 0 <a <1, to przychdd reaseku-
ratora na jednostke czasu wynosi:

(1-a)-(1+&)Am, gdzie £>0.

(Wspdtezynnik bezpieczenistwa reasekuratora nie musi by¢ taki sam jak cedenta)-
Z kolei przychéd cedenta na jednostke czasu jest rdwny:

[(1+0)-(1-a)1+&)] Am,.

Poniewaz oczekiwana warto$¢ roszczenia na jednostke czasu wynosi A7
wigc aby nie nastapila ruina cedenta jego przychdd na - jednostke czasu mus!
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pTZeWstzaé oczekiwang wartos¢ roszczen. Oznacza to, ze musi by¢ spetniona
Nieréwnogé:

[(1+6)-(1-a)1+&)] dm, > aim,
czyli

a>1——@—.

Wezesniej powiedzielismy, ze za miernik bezpieczenstwa przyjmuje si¢ wspot-
€zZynnik dopasowania R. Pojawia si¢ w tym momencie pytanie o zwiazek migdzy
W§P(ﬁlczynnikami dopasowania R a udzialem cedenta w wyplacanym roszczeniu.

1estety w przypadku ogdlnym takiego zwiazku nie da si¢ wyprowadzig.

Rozpatrzmy zatem nastepujacy przyktad.

Przyklad 1

Przyjmijmy, ze dystrybuanta zmiennej losowej wielkosci roszczen ma po-
SAC F (x)=1-e %%,

Wtedy, korzystajac z réwnania (2), otrzymujemy:
x+[(1+@)—(1—a)(1+§)]-/1-2-R=—’1—-.
1-2a R

Stad Wspolczynnik dopasowania jest rowny:

0-(1-a)¢
[(+6)-(1-a)1+&)]2a"

Z ostatniego wzoru wynika, ze wspdtczynnik dopasowania zalezy nie tylko
0(,1 udziatu ¢ cedenta w wyptaconym roszczeniu, ale réwniez od wspdlczynni-
OW bezpieczenstwa cedenta @ i reasekuratora & .
Tabela 1 zawiera warto$é wspétczynnika dopasowania R dla wybranych
Wartodci o oraz wspétezynnikéw bezpieczenstwa @ , przy zalozeniu, ze @ =¢ .

Tabela 1. Wartos$¢ wspélczynnika R dopasowania dla reasekuracji proporcjonalnej

5 Wspétczynnik bezpieczenstwa @

0,2 0,4 0,8 1,0
0,2 0,4167 0,7143 ISTHEL 1,2500
0,4 0,2083 0,3571 0,5556 0,6250
0,6 0,1389 0,2381 0,3704 0,4167
0,8 0,1042 0,1786 0,2778 0,3125
1,0 0,0833 0,1429 502222 0,2500

2r6dto: Dane przyktadowe.
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Otrzymany wzor na wspélczynnik dopasowania mozemy wykorzysta¢ do
ustalenia optymalnego udziatu « cedenta w wyplaconym roszczeniu, przy z g1y
przyjetych warto$ciach wspétczynnikow bezpieczenstwa cedenta i reasekuratora.

Przyklad 2

Przyjmijmy, ze ©=0,7 i ¢£=0,8. Poniewaz, jak wykazaliSmy wezesniej,
@ ; : ot
a>l——?, wige a>0,125, co oznacza, ze cedent musi pokryé przynajmnic]

12,5% kazdego roszczenia. Dla przyjetych wartosci wspotczynnikow bezpie-
czenstwa wzor na wspéiczynnik dopasowania przyjmuje postac:

_ 08a-0]
3,6a*-02a

Zadaniem naszym jest wyznaczy¢ taka warto$¢ a, dla ktérej wspé}czynmk
dopasowania przyjmuje warto$¢ maksymalna. Z wykorzystaniem rachunku roz-
niczkowego otrzymujemy, ze wspdtczynnik dopasowania osigga warto$¢ mak-
symalng dla a=0,2182, co oznacza, ze prawdopodobienstwo ruiny cedenta
bedzie minimalne (przy przyjetych zatozeniach), gdy jego udziat w podzial®
ryzyka wyniesie 0,2182.

Dotychczasowe rozwazania dotyczyly reasekuracji proporcjonalnej (kwo-
towej). Inaczej wyglada sytuacja w przypadku reasekuracji nieproporcjonalﬂe_l'
Rozwazmy jeden z typoéw reasekuracji nieproporcjonalnej, a mianowic1é
umowe nadwyzki szkody. W tej umowie cedent ustala swoj udziat wiasny
zwany priorytetem lub franszyza. Jezeli X oznacza wielkosé pojedynczeg0
roszczenia, to podziat poniesionych kosztéw miedzy cedenta i reasekuratord
jest nastegpujacy:

— cedent X eq =Min (X, d) 3

— reasekurator X,. =max (0, X—d).

Zatem w umowie nadwyzki szkody do kwoty d cale roszczenie Sp*ac'a
cedent, a po jej przekroczeniu nadwyzke sptaca reasekurator. Jak powiedzieh'_
$my weczesniej, przed reasekuracja wielko$é sktadki na jednostke czasu wynos!
(1 +@)/1ml . Przychdd reasekuratora na jednostke czasu wynosi (1+¢)4 E(Xe):
Jezeli wystapi roszczenie, to cedent ptaci X 4 =min (X d), a jego przychdd na
jednostke czasu wynosi (1+ @) Am, —(1+¢&) AE(X,,). Jezeli X ma dystrybuant¢
Fy,to X ., ma dystrybuantg postaci:

ced

Fy, () S P (SR <Fy

ced =

) Fy(x) dla x<d,
1 dla x>d.
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Wtedy wzér (2) przybiera postaé:

A+[(1+0) 1 m ~(1+6)1E(x, )] R=1 (; ()P _W))].

Przyklad 3

Jezeli przyjmiemy, ze roszczenia maja ztozony rozklad Poissona z parame-
trem 1 i funkcja f(x)=0,8 dla 0<x<10, a udziat wasny cedenta wynosi d, to
Ostatnie rownanie ma postac:

2
1+{(1+@)-40-40(1+§)-(1-%J }-R =0,8%(e’” —1)+eR(1-0,84).

Réwnanie to moze postuzyé do wyliczenia wspétczynnika dopasowania dla
roznych wariantow wspotczynnikéw bezpieczenstwa i udziatu wiasnego cedenta.
Nalezy jednak pamigtaé, ze przychdéd cedenta na jednostke czasu powinien
¥¢ wiekszy od oczekiwanych roszczen na jednostke czasu (po obliczeniu re-
asekuracji). Powinna byé zatem spelniona nieréwno$é:

(1+6)am —(1+&)A-E(X,.)> Am, - 2E(X,,).

Przyjmujac ponownie, ze roszczenia maja rozklad Poissona z parametrami
takimi jak poprzednio, otrzymujemy nastgpujaca nierdwnosé:

—&d*+20Ed+1000-100& > 0.

 Jezeli przyjmujemy, podobnie jak w przypadku reasekuracji proporcjonalnej,
2 0=0,7 i £=0,8, to rozwiazujac ostatnia nieréwnosé, otrzymamy, ze umowa
Iasekuracyjna jest korzystna dla cedenta, gdy jego udzial wiasny jest z prze-
dziaku od 6,65 do 19,35.

Wybér odpowiedniej formy reasekuracji jest zagadnieniem trudnym. Moz-
Na jednak wykaza¢, ze — przy pewnych zatozeniach — reasekuracja nadwyzki
Szkody jest przynajmniej tak samo dobra jak reasekuracja proporcjonalna.
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Marian MATLOKA

REINSURANCE AND RUIN PROBABILITY
OF AN INSURANCE COMPANY

Summary

In this paper the model of financial reserves and the upper bound of ruin probability of
an insurance company are introduced.
Next, the influence of this reinsurance on probability of ruin is considered.




