GRAZYNA DEHNEL
JAN PARADYSZ

WYBRANE ESTYMATORY UWZGLEDNIAJACE
INFORMACJE O DODATKOWEJ CESZE
A STATYSTYKA MALYCH OBSZAROW

Wykorzystanie informacji o parametrach rozkladu dodatkowej cechy X przy
estymacji pewnych parametrow cechy Y bylo przedstawiane w polskiej literaturze
przedmiotu, por. np. C. Bracha [1987], C. Bracha, B. Lednicki, [1989], R. Zasgpa
[1972], J. Wywial [1992]. Jednakze byla to relacja raczej o osiagnigciach za
granica niz o polskich doswiadczeniach badawczych. Ponadto uwzgledniono
jedynie przypadki klasyczne estymacji ilorazowych i regresyjnych, pomijajac
dynamicznie rozwijajaca si¢ w ostatnim ¢wierc¢wieczu statystyke malych obsza-
réw. Powr6t Polski do krajéw o racjonalnej gospodarce rynkowej pozwala
przypuszczaé, ze bedzie teraz duze zapotrzebowanie spoleczne na metody
uwzgledniajace w wigkszym stopniu koszty badan. Jednym z pierwszych obja-
wow takiej tendencji byla konferencja zorganizowana w Warszawie w dniach
30 wrzesnia — 3 pazdziernika 1992 r. przez Gléwny Urzad Statystyczny
i Migdzynarodowy Instytut Statystyczny.

Celem niniejszego opracowania jest:

— zwrocenie uwagi, ze oprocz tradycyjnych estymatoréw ilorazowych i re-
gresyjnych istnieja takze mozliwosci stosowania estymatoréw opartych na
innych formulach (np. estymatory réznicowe, estymatory oparte na sumie),

— poszerzenie listy estymatordw o nowe propozycje (estymatory ilorazu,
réznicy i sumy),

— ukazanie mozliwosci zastosowan statystyki matych obszaréw w Polsce.

1. Szacowanie $redniej (Y) z uwzglednieniem informacji
o dodatkowej cesze X

Szacujac ¥ na podstawie proby losowej, mozna znacznie poprawié efektywnosé
estymatora, korzystajac z informacji odnosnie do parametréw rozktadu dodat-
kowej cechy Y badz dwuwymiarowego rozkladu tych cech.
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Najczesciej stosowanymi estymatorami sg (por. Zasepa [1972, s. 76 -98]):

a) ilorazowy,
i e
=T
2-X=r%, (®

b) liniowo-regresyjny,
=y+b(X —x), )

gdzie: X, y — $rednie z proby prostej,
X — znana $rednia z populacji generalnej,
b — wspolczynnik roOwnania regresji cechy y wzgledem cechy x w probie.
Wariancje estymatorow (1) i (2) sa odpowiednio rowne

D2(y)= (1"N)[R2S2+SZ+S: 2pxyRSxSy:|’ 3)
D= (1) 222, @

gdzie odnoszace si¢ do populacji generalnej parametry oznaczaja:
S2 — wariancja cechy X,
S? — wariancja cechy Y,
Pxy — Wspolczynnik korelacji liniowej migdzy X i Y,

Y
R="=.
X

Obydwa estymatory sa zgodne i obcigzone. Obciazenie estymatora
(1) maleje wraz ze wzrostem liczebnosci proby (n), frakcji, jaka stanowi

proba w populacji generalnej (%) oraz wzrostu wspolczynnika korelacji

miedzy cechami.

A RS2 SN
bias ()~ (1 N> % : ®)

Obciazenie estymatora regresyjno-liniowego mozna przedstawi¢ za pomoca
nastgpujacej formuty:

bias(yn,)z(l—"> R [BZ(&—XP—Z(&—X)Z(};—Y)]. ©

Obciazenie (6) zalezy od liczebnosci proby, frakcji % oraz postaci liniowej

funkcji regresji. JeSli regresja y od x jest liniowa, to wyrazenie (2) jest
nieobcigzonym estymatorem parametru ¥, por. W. G. Cochran [1976, s. 217].
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W literaturze przedmiotu zaproponowano estymatory i ilorazowe, i re-
gresyjne, ktére nie sa obciazone. Do tego rodzaju estymatoréw zlozonych
naleza migdzy innymi (por. C. Bracha [1987, s. 38]):

c¢) Estymator ilorazowy Hartleya-Rossa

X A (N ) ags
qu=rX+N(n_1)y—rx, (7

gdzie
-1 &y
d) Estymator M. R. Mickeya

~ [(N—m)(k—1)] -k
Jam=T X + N

= L T=3i% (10)

(Y =F;X), ©

?r‘lh—-‘

gdzie: k - liczba podprob, na ktore zostala podzielona juz po wylosowaniu
proba,
m — liczba elementow w podprodbie,
i — numer podproby,
Bl ol
X, y — Srednie dla calej prdby.

Wsrod nieobcigzonych estymatoréw regresyjnych C. Bracha wyréznia:
e) Estymator M. R. Mickeya

Fem=7+b0X -3+

< i nxbk), (11)

1 k
gdzie: 5’=E b

b; — ws_pc')lczynnik regresji cechy Y wzgledem X otrzymany z proby,
w ktorej pominigto i-ta podprobe, i=1,..., k,

f) Estymator W. H. Williamsa

R (Rt sl (h o 12
Yew=)y k( —x)+Nk(k 1)<ZX —nx k)a ( )

gdzie: b, =y Z b

i=1
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b, — wspolczynnik regresji cechy Y wzgledem cechy X z i-tej podproby,
T=1 k!

Obszerniej na temat estymatorow c)-f) pisze C. Bracha [1987], gdzie
mozna takze znalez¢ informacje odnosnie do tworzenia podpréb oraz technik
estymaciji.

Zdaniem C. Brachy [1987, s. 39], redukcja lub eliminacja obciazenia metoda
podprob poprawia efektywnosc estymatorow ilorazowych w porownaniu z kla-
sycznymi tylko przy bardzo matlych liczebnosciach (rzedu kilku jednostek).
W przypadku liczniejszych prob tego rodzaju zabiegi nie maja praktycznego
znaczenia.

Oprocz klasycznych estymatorow przedstawionych w podrecznikach
(ilorazowy i regresyjny) mozliwe sa takze estymatory oparte na innych
formulach. Celem oszacowania ¥ mozna wykorzystaé takze estymatory: ilo-
CZynowy i roznicowy.

g) Estymator iloczynowy o postaci

it L 1
ypr=y<_X:r>=§‘wp’ (13)
Estymator (13) jest estymatorem obcigzonym, ktdrego obciazenie maleje
wraz ze wzrostem n. Jego wariancja wynosi w przyblizeniu

= 1 N-—n Ye\2 Y
oS () sera(D)rmss] 9

Jesli wariancje estymatora ilorazowego przedstawi¢ jako

Dz(iq)=<NA;1 ") [s3+()—§ ) S2 258808, <§ >] (15)

to wida¢ wyraznie, ze estymator (13) jest efektywniejszy od estymatora ilorazo-
wego wowczas, gdy zaleznoS¢ pomiedzy zmiennymi X i Y jest ujemna. Jesli
zaleznos¢ jest dodatnia, to estymator ilorazowy jest efektywniejszy od es-
tymatora iloczynowego. W przypadku braku wspolzaleznosci (p,,=0) oba
estymatory sa jednakowo efektywne, a od obydwoch znaczniej efektywniejszym
estymatorem jest Srednia z proby ().

h) Estymacja $redniej ¥ na podstawie rdznicy srednich cechy dodatkowe;j
X —x).

W jednym z wariantow estymatora regresyjnego zaklada sig, ze estymator
wspolczynnika regresji b parametru B otrzymuje si¢ nie na podstawie proby, na
przyklad za pomoca metody najmniejszych kwadratow, ale ustala si¢ dowolnie
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jako pewnego rodzaju stala, powiedzmy b,. W takim przypadku estymator
parametru ¥ znajduje si¢ analogicznie jak estymator regresyjny

Faiee=J+bo (X —%). : (16)
Rownanie (16) mozna napisac takze w postaci
Jaitr=F—boX)+bo X. (17)

Poniewaz b, jest dowolna stala, wigc mozna ja tak wybraé, zeby otrzymac
przypadki najprostsze, np. b, =1, wowczas

Jar=0—%X)+X, (18)
gdzie estymator (18) jest zwykla réznica dwoch zmiennych losowych.

Jedli by#1, to wyrazenie w nawiasie rownanie (18) mozna traktowac jak
roznice wazona. Ten estymator jest estymatorem nieobciazonym, gdyz

E(ai)=E[F—bo(x—X)]=Y—boXx—by X =7,

natomiast dyspersja estymatora (17)
D (ydxff) ( ) (S2+b2S2 2b0pxnySy)' (19)

Dokladno$é¢ estymatora (17) podobnie jak estymatora ilorazowego oraz
regresyjnego ,,zwyklego” zalezy od korelacji migdzy x i y oraz od wyboru b,.
Mozna wykazad, ze najlepszym wyborem b, jest wybor spelniajacy relacje (por.
R. J. Jessen [1985, s. 129]):

N

bo =S_§

=R (20)
to znaczy b, oblicza si¢ za pomoca metody najmniejszych kwadratow na
realizacjach x i y.

2. Szacowanie sumy, roznicy, wskaznika nate¢zenia i dynamiki

W naukach spolecznych i ekonomicznych nader czgstym przypadkiem jest
szacowanie pewnych wielkosci, ktore sa kombinacja dwdch réznych cech. Do
takich wielkosci moze nalezec:

1) przecigtna suma dochodow czlonkow rodziny,

2) srednia rdéznica w wydatkach na okreslone dobro konsumpcyjne
w dwoch typach zbiorowosci,

3) wydajnos¢ plonéw z hektara pol obsianych danym zbozem,

" 4) wzrost (lub spadek) dochodow danego typu firm w dwoch okresach.
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a) Estymator sumy

Przy rozpatrywaniu wiecej niz jednej cechy statystycznej moze powstaé
problem estymacji sumy lub réznicy srednich obu cech. Rozrdznia si¢ przy tym
dwa przypadki:

Przypadek 1: Rozpatruje si¢ jedna zbiorowosc statystyczna o liczebnosci
N w populacji generalnej i n w probie, a warianty cech
X oraz Y tworza pary. Estymatorem sumy nieznanego
parametru X + ¥ w populacji generalnej jest

w,=X+J. (21)
Estymator (21) jest nie obciaZony, a jego dyspersja wynosi

D?(w,)=D?(%)+D?(5)+2p,,+/D*(y) D*(x)=

N—n
= (W) (S7+5%+2p,,5,8,). (22)

b) Estymator roznicy RS
Analogicznie nieobcigzonym estymatorem parametru X — Y jest wyrazenie
w,=X—J, (23)
a jego dyspersja
D*(w,)=D?(D)+D(7) ~2p.,D(9)- D ()=

N—
=< Nn") 2 oSe DpUISIN (24)

Whnioski:

1° Gdy p,,~0, wowczas D*(w)~D?(w,).

2° Dodatnia korelacja (p,,>0) zwigksza wariancj¢ sumy i pomniejsza
wariancj¢ roznicy.

3° Ujemna korelacja (p,, <0) pomniejsza wariancj¢ sumy i zwigksza warian-
cje roznicy.

Przypadek 2: Rozpatruje si¢ dwie niekoniecznie jednakowo liczne proby

wylosowane z populacji generalnej N elementow.

Warianty zmiennych X i Ynie tworza w tym przypadku par. Nieobciazonym

estymatorem roznicy jest

Wy=%—J, (25)

son(BREERE o
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Jesli proby n, in sa tak male w poréwnaniu z N , ze poprawki na zwrotnos¢
losowania mozna nie bra¢ pod uwagg, to
SZ S2 3
D*(w)===+==. 27
b ik ;
Wzory na wariancje (26) i (27) odnosza si¢ takze do sumy dwdch srednich

w dwoch subpopulacjach.

c) Estymator ilorazu
Niech, jak poprzednio, R oznacza iloraz w populacji generalnej,
ar—w probie

M=
-

R=231 =-;;, (28)
k§1 Xk
= ‘;1 yi=X_. 29
X

M=
3

-
]
-

Nadzieja matematyczna estymatora:
PN NN
(D= + () vz-esrn| 30

S S
V.==, V=2,
R, € Y
Py — Wspolczynnik korelacji migdzy X i Y w populacji generalnej.
Jesli zmienne Y, i X, wystepuja w kazdej duzej probie losowej n, to dyspersja
r wynosi w przyblizeniu:

gdzie

N
N— ;(Yk

G X2 N—1

€2y,

3. Statystyka malych obszaréw (SMO)

Wykorzystanie informacji o cesze dodatkowej lezy tez u podstaw statystyki
malych obszardw (small area statistics).
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Oprocz ogolnego pojecia SMO uzywa sie takze okreslen szczegélowych,
takich jak: reprezentacyjne badanie malych obszarow (small area sampling),
planowanie badania malych obszarow (small area sample design), estymacja
parametrow dla malych obszarow (small area estimation).

Statystyka malych obszarow rozwinela si¢ w krajach, w ktorych istnieje duze
zapotrzebowanie na informacj¢ na niskim poziomie agregacji przestrzennej, jak
na przykiad powiaty i gminy. W wielu przypadkach takze polskie wojewodztwa
mozna zakwalifikowaé do malych obszaréw.

Pole zastosowan SMO stale si¢ poszerza, czemu sprzyja wzrost zapo-
trzebowania na informacj¢ w ujeciu regionalnym, lokalnym oraz o specyficznym
charakterze (tzw. statystyka malych domen — small domain statistics), eko-
nomizacja badan oraz globalny przyrost informacji ogdlnej. Pod wzgledem
przedmiotowym SMO znajduje zastosowanie najczgsciej w przypadku rynku
pracy i bezrobocia!, zdrowia i zabezpieczenia spolecznego, w biznesie (np.
badanie rynku).

SMO nie nalezy utozsamia¢ z badaniami niewyczerpujacymi. Istnieje
znaczna grupa problemow zwiazanych z pelna informacja, dotyczaca calej
zbiorowosci, ktora jednak z powodu swych rozmiaréw sprawia, ze dotyczace jej
fakty ekonomiczne i spoleczne sa relatywnie mato liczne. Wielkos¢ informacji
zbieranych systematycznie (wyniki Narodowego Spisu Powszechnego, rejestra-
cja biezaca ruchu ludnoéci itp.) przez Gtowny Urzad Statystyczny jest opraco-
wywana w przekroju terytorialnym, wedlug wojewddztw i duzych miast.
Niektore tego rodzaju dane sa dostgpne w podziale na gminy. Jednakze im
nizszy jest szczebel podzialtu terytorialnego kraju, tym mniejsza szczegolowosé
tablic statystycznych.

Jesli wige nie checemy straci¢ zbyt wiele na szczegolowosci tablic statystycz-
nych, a jednoczesnie uniknaé¢ wigkszych bledow losowych, konieczne jest
zastosowanie specjalnych procedur wypracowanych przez SMO. Przykladem
takiego problemu moze by¢ projekcja demograficzna dla niewielkiego miasta,
liczacego 50- 100 tys. osob. Opracowanie takiej projekcji w sposob klasyczny,
za pomoca metody sktadnikowej lub wieloregionalnej (wielostanowej) analizy
demograficznej, pociagnie za soba duze bledy projekcji. Dlatego warto zwrdci¢
uwage na palet¢ metod wypracowanych w ramach SMO.

Przy estymacji w SMO nawiazemy tylko do metod uwzgledniajacych
informacje o cesze dodatkowej, pomijajac inne rodzaje estymatorow?

Jedno z mozliwych podejs¢ w SMO z wykorzystaniem dodatkowych
informacji przedstawia C. Skinner [1991, s. 6-17].

! Por. np. J. D. Drew, M. P. Singh i G. H. Choudhry [1982], M. P. Singh i inni [1990], D. Elliot
[1982].

2 Inne estymatory syntetyczne opisali migdzy innymi: G. H. Choudhry, J. N. K. Rao [1992],
M. P. Singh, J. D. Gambino, H. J. Mantel [1992], W. L. Schaible [1992].
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Wyrdznia trzy rodzaje zmiennych:

1) zmienne y odnoszace si¢ do malego obszaru, odnotowane tylko w trakcie
badania prébnego,

2) zmienne x, odnosnie do ktdorych informacje mamy zaréwno z badania
niewyczerpujacego, jak i z innych zrodel, takich jak spis, rejestracja biezaca,

3) zmienne z, ktore nie sa obserwowalne w probie, a informacje o nich
mozna uzyskaé na podstawie badania pelnego.

W SMO istnieje pewna klasa estymatorOw nazywanych syntetycznymi
(synthetic estimators), ktore uwzgledniaja w rozny sposob dodatkowe informa-
cje odnosnie do zmiennych typu x i z.

Nalezy tez zwrocié uwage na roznicg migdzy estymatorem syntetycznym
w SMO a wczesniej omawianymi klasami estymatorow: ilorazowych i liniowo-
-regresyjnych, gdzie zmienne typu z w ogdle nie wystgpowaly.

Przeglad estymatorow w SMO zaczniemy od formuly na konwencjonalny
estymator regresyjny? (conventional regression estimator)

J
Viea=J,+ Z (Xaj_faj)ﬁj (32)
ji=1
gdzie: X,; — estymator wartosci X ,;,
j=1,..., J — numer podgrupy, warstwy itp.,
By, ---» By — estymatory wspolczynnikéw wielorakiej regresji liniowej
otrzymane metoda najmniejszych kwadratow.
W klasie estymatorow syntetycznych mozemy wyrozni¢ tzw. prosty syn-
tetyczny estymator (simple synthetic estimator)

J
yasyn:' Z Wajfj’ (33)
j=1

gdzie w,; to udziat warstwy j w obszarze a.

Estymator (33) jest estymatorem obcigzonym. Stosujac go nalezy przyjac
zalozenie, ze relacja migdzy cechami Y, X jest taka sama w calym badanym
obszarze.

Prosty syntetyczny estymator stanowi szczegolny przypadek jednostkowego
regresyjnego syntetycznego estymatora, ktory znajduje szerokie zastosowanie.
Zalozenia dotyczace tego estymatora moga byC sprecyzowane pdzniej na
podstawie modelu regresji, w pewnej mierze moga one byc takze zmienione przy
uzyciu technik analizy regresji.

Jednostkowy syntetyczny estymator regresyjny ma nastgpujaca postac:

J
.Vawnrcg‘z Z Xajﬂj: : (34)
j=1

3 W opracowaniu C. Skinnera estymator ten nazywa si¢ konwencjonalnym estymatorem
regresyjnym.
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gdzie: B, ..., f; — estymatory wspolczynnikow wielorakiej regresji liniowe;,
X,; — Srednie w podobszarach j w regionie a.

W danym malym obszarze zmienna z przyjmuje tylko jedna wartos¢, dlatego
nie moze by¢ wykorzystana w jednostkowej syntetycznej estymacji regresyjne;.
Jezeli jednak istnieje k zmiennych z,, ..., z, ze znanymi Srednimi Z,;, ..., Z4
w obszarze a, to nalezy wzia¢ pod uwag¢ model regres;ji

K

,V.z=kz1 v (35)

gdzie: By, ..., Bgx — Wspolczynniki regresji, ze subskryptem B wskazujacym
na inny obszar,

— skladnik losowy, ktorego Srednia dla badanych obszarow
rowna jest zero.

Wspolczynniki regresji fg, ..., fpx mozna szacowaé na podstawie metody
najmniejszych kwadratow.

Estymator y, traktowany jest jako zmienna zalezna, natomiast zmienna
wartosci Z,, jako zmienna niezalezna. Pozwoli to utworzy¢ kolejny
z estymatorOw syntetycznych — regresyjny estymator syntetyczny na
poziomie obszaru:

W,

K

yasynrega:ca= Z z-akﬁBk' (36)

k=1

Procedura ta zostala opisana przez Ericksena [1974] w celu szacowania
zmian na okreslonym obszarze.

Literatura

Bracha, C. [1987], Wykorzystanie informacji o cechach dodatkowych w badaniach reprezentacyj-
nych, ZBSE GUS, PAN, Warszawa.

Bracha, C., Lednicki, B. [1989], Badanie efektywnosci roznych schematéw losowania przy
wykorzystaniu informacji o cechach dodatkowych, Wiadomosci Statystyczne, nr 1.

Choudhry, G. H., Rao, J. N. K. [1992], Evaluation of small area estimators and empirical study,
Referat na Migdzynarodowa Konferencje Naukowa, ,Small Area Statistics and Survey
Designs”, GUS, Warszawa 30 wrzesnia -3 pazdziernika 1992.

Cochran, W. G. [1976], Mietody wyborocznogo issledowanija, Statistika, Moskwa.

Drew, J. D., Singh, M. P., Choudhry, G. H. [1982], Evaluation of small area estimation techniques
for the Canadian Labor Force Survey. Proceedings Survey Research Methodology, Section of
the American Statistical Association.

Elliot, D. [1992], A project to examine the potential for small area estimates of employment and

health data in the UK — Some preliminary thoughts, Referat na Migdzynarodowa Konferencj¢

Naukowa, ,,Small Area Statistics and Survey Designs”, GUS, Warszawa 30 wrzesnia-

- 3 pazdziernika 1992.




WYBRANE ESTYMATORY UWZGLEDNIAJACE INFORMACIJE O DODATKOWEJ CESZE 15

Jessen, R. J. [1985], Mietody statisticzeskich obsledowanij, Finansy i Statistika, Moskwa.

Platek, R., Rao, J. N. K., Siarndal, C. E., Singh, M. P. [1987], Small area statistics. Invited
presentations, Wiley, New York.

de Ree, J., van Huis, M. [1992], Synthetic estimation based on finite population models. Theory and
application. Referat na Migdzynarodowa Konferencje Naukows, ,,Small Area Statistics and
Survey Designs”, GUS, Warszawa 30 wrzesnia -3 pazdziernika 1992.

Sirndal, C. E. [1992], Design-based approaches in estimation for domains. Referat na Migdzy-
narodowa Konferencje Naukowa, ,,Small Area Statistics and Survey Designs”, GUS, War-
szawa 30 wrzesnia - 3 pazdziernika 1992.

Schaible, W. L. [1992], Use of small area estimators in U.S. Federal Programs, Referat na
Miedzynarodowa Konferencje Naukowa, ,Small Area Statistics and Survey Designs”, GUS,
Warszawa 30 wrzesnia - 3 pazdziernika 1992.

Singh, M. P., Drew, J. D., Gambino, J. G., Mayda, F.[1990], Methodology of the Canadian Labour
Force Survey. Statistics Canada, Catalogue number 71 - 526.

Singh, M. P., Gambino, J. D., Mantel, H. J. [1992], Issues and options in the provision of small area
data. Referat na Migdzynarodowa Konferencje Naukowa, ,,Small Area Statistics and Survey
Designs”, GUS, Warszawa 30 wrzesnia -3 pazdziernika 1992.

Skinner, C. [1991], The use of synthetic estimation techniques to produce small area estimates,
Department of Social Statistics University of Southampton, maszynopis powielony.

Wywial, J. [1992], Statystyczna metoda reprezentacyjna w badaniach ekonomicznych, Akademia
Ekonomiczna im. Karola Adamickiego w Katowicach.

Zasgpa, R. [1972], Metoda reprezentacyjna, PWE, Warszawa.

Zasgpa, R. [1991], Zarys metody reprezentacyjnej, GUS, Warszawa.




