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UOGOLNIONA KRANCOWA STOPA
SUBSTYTUCJI — ZASTOSOWANIE
W ANALIZIE PORTFELOWEJ

1. Wstep

Zaktadamy, ze na wynik pewnego procesu gospodarczego ma wpltyw skonczona
liczba n réznych czynnikéw ksztattujacych ten proces. Zbior tych czynnikéw be-
dziemy nazywa¢ dalej uktadem czynnikow. Stan j-tego czynnika bgdziemy cha-
rakteryzowa¢ poprzez warto$¢ x; € R*. W ten spos6b kazdy stan uktadu czynni-
kow zostanie opisany przez wektor stanow x = (x;, X, ,..., X, YR (R E gdzie
symbol X oznacza zbior wszystkich potencjalnych stanéw osiaganych przez bada-
ny ukiad czynnikow.

W ogo6lnym przypadku przedmiotem analizy ekonomicznej jest ocena przydat-
nosci wyréznionej warto$ci wektora stanéw X do osiagnigcia wysokiej jakosci
wyniku analizowanego procesu gospodarczego. Formalnym odzwierciedleniem tej
oceny przydatnosci jest funkcja uzytecznoscei u : X — R. O zbiorze potencjalnych
stanow X zaklada¢ bedziemy, ze warto$ci opisujace poszczegdlne czynniki ksztat-
tujace analizowany proces sa stymulantami uzytecznosci, co oznacza, ze uzytecz-
nos¢ jest funkcja rosnacag kazdej swej zmienne;.

Punktem odniesienia do analizy ekonomicznej jest ustalony wektor stanow
X, € X . Jednym z klasycznych narzedzi analizy jest kraficowa stopa substytucji
MRS, zdefiniowana (porownaj [5]) za pomoca wyrazenia

Ou
ox. Et_{—(xo)
MRSU()?O):—G—;-(EO): S (1.1)
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Warto$¢ zdefiniowanej powyzej krancowej stopy substytucji informuje, o ile jed-
nostek powinniSmy zwigkszy¢ warto$¢ j-tego czynnika, aby przy ubytku jednej
jednostki warto$ci stanu i-tego czynnika zachowaé warto$¢ uzytecznoéci catego
ukiadu czynnikow.
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Stosowanie krancowej stopy substytucji w postaci (1.1) wymaga stosowania
zasady ceteris paribus gloszacej niezmienno$¢ stanow pozostatych czynnikow. W [1]
Besada i Vazguez przedstawili bardzo silne uogdlnienie pojecia krancowej stopy
substytucji pozwalajace na rezygnacjg z ograniczef spowodowanych stosowaniem
zasady ceteris paribus oraz pozwalajace na umieszczenie warto$ci wektora stanow
X w dowolnej przestrzeni Banacha. Praca ponizsza powstala na marginesie anali-
zy wynikow z [1] i jest proba adaptacji pojgcia uogoélnionej krancowej stopy sub-
stytucji do potrzeb analizy portfelowe;.

2. Uogdlniona krarnicowa stopa substytucji

> @o-

réwnaj [4]), gdzie symbol || : H oznacza ustalona normg. Niech X (R+ )’ oznacza

Rozwazania nasze bedziemy prowadzi¢ na przestrzeni Banacha < R",‘

otwarty 1 wypukly zbior potencjalnych stanéw osiaganych przez badany uklad czyn-
nikow, X, € X jest ustalonym punktem odniesienia analizy i niech u : X — R bg-
dzie r6zniczkowalna, monotoniczna i $cisle wypukla funkcja uzytecznosci.
Pod uwagg bierzemy dwa liniowo niezalezne wektory w;,w, € \R" U {o})f ta-
kie, ze ”wI ” = [|w2” =1. Zbior wektoréw {Wl, WZ} jest dopelniany o wektory
Wy, Wyyeois W, } takie, ze uktad wektorow {W, IO } stanowi baz¢ w przestrze-
ni R". Oznacza to migdzy innymi, ze wektory w, = (w{,w;,..., W;Y stanowia ko-
lumny nieosobliwej macierzy W = [W, s Waysees W, ] .Niech ¢ : Y — Xbedzie funkcja
liniowa okreslona przez zalezno$¢

*=p(7)=1-5, 2.1)
gdzie Yz%}eR":EfeX:)_/:Z_l-f}.

Zbadajmy teraz wlasno$ci funkcji ' : Y — R okreslonej przez zaleznos$¢

F()=u(# 7). L
Dla y, =0 (x,)=W "X, mamy wtedy

o (7,) =" -grad{u(z,)} > 0. (2.3)

oy,

I

Ostatnia nierownos$¢, wraz z twierdzeniem o funkcji uwiktanej i jej pochodnej (np.
[3]), dowodzi, ze kazda funkcja g : R”~!' — R spelniajgca warunki
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70 = (0,58, 20), (2.4)
F(31, 802 Y3 Yu b V5s Varees ) = F(5,) (2.5)

posiada pochodng wzgledem pierwszej swej zmiennej dang zalezno$cia

oF
—F) = &

Y, (= oYy : __er'grad{u(xo)}

)T T b)) %9
O i

Posta¢ ostatniej pochodnej jest niezalezna od doboru postaci funkcji, co jest szcze-
golnie wazne, gdy funkcja uwiktana g opisana zaleznoscia (2.5) stanowi relacje nie
bedaca funkeja. Ostatnie spostrzezenie pozwala na jednoznaczne zdefiniowanie
uogolnionej krancowej stopy substytucji

A W,T -grad {u (fo )}
GMRS, - (%,)= ST 2.7

W szczegdlnym przypadku uogélniona kranicowa stopa substytucji GMRS redu-
kuje si¢ do kraficowej stopy substytucji, gdyz mamy

GMRS; ; (%,)= MRS, ;(%, ). (2.8)

Ekonomiczna interpretacja GMRS wyplywa wprost z interpretacji MRS, gdyz dzie-
s s : ; ou (_ ;
lac licznik i mianownik w (2.7) przez e (xo) otrzymujemy
X
2w MRS, (%)
GMRS;; - (%,)=L . (2.9)
> WMRS, (%))

J=1

Licznik powyzszego utamka pokazuje, ze utrata jednej jednostki kombinacji
czynnikow er X moze by¢ zrekompensowana przez

A=Y wMRS, (%) (2.10)
j=1
Jjednostek przyrostu czynnika x,. Mianownik utamka (2.9) wskazuje natomiast na
to, ze utrata jednej jednostki kombinacji czynnikéw W, - X . moze by¢ zrekompen-
sowana przez
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B=> wMRS, (x,) (2.11)
j=1

jednostek przyrostu czynnika x,, to ostatnie oznacza, ze jedna jednostka czynnika
x, jest rtownowazna B-'jednostek kombinacji czynnikow W, X . Dlatego uogol-
niona krancowa stopa substytucji

GMRS;. ,, (%,)= % (2.12)

jest rowna w przyblizeniu iloéci jednostek kombinacji czynnikéw W, -X re-
kompensujacych ubytek jednej jednostki kombinacji czynnikow W,T 3%

Ponadto w [1] dowiedziono, ze wartosci uogdlnionej krancowe;j stopy substytu-
cji nie zaleza od postaci funkcji uzytecznosci.

3. O mozliwosci zastosowania teorii portfelowej

Zaktadamy, ze dysponujemy skonczong liczbg roznych aktywéw finansowych. Stan
j-tego aktywu finansowego bedziemy charakteryzowac przez warto$¢ zmiennej
X; € R* . Od zmienne; ijqdziemy wymagac, aby byta stymulanta jakosci aktywu
finansowego. Zmiennqxj zatem mozemy identyfikowac ze stopa wzrostu, odwrot-
noscig wariancji, wspotczynnikiem zmiennosci itp. W ten sposob otrzymujemy
wektor stanéw X = (xl TX R X )T bedacy np. wektorem stop zwrotu lub wektorem
odwrotnos$ci wariancji lub wektorem wspotczynnikéw zmiennosci.

Ze wspomnianych powyzej aktyw6w tworzymy i-ty portfel w ten sposéb, ze
udziat j-tego aktywu w i-tym portfelu opisuje liczba w}. W ten sposéb tworzymy
kolejno wektory udziatu w, = (wl’ ,w;,...,w;)]. Wobec stawianego w rozdziale 2

wymogu w; € (R+ ) {0})" musimy tutaj przyjac, ze krotka sprzedaz jest wyklu-
czona [2]. Przestrzef R"normujemy za pomoca normy przestrzeni /, [4], to znaczy

dla dowolnego Z =(z,,2,)...,2, )T € R" przyjmujemy

||E||=|zll+|zz|+...+

Z 1 (3.1)
wtedy kazdy z wektorow udziatu spetnia drugi z warunkow stawianych w rozdzia-
le2 ||W, " =1. Zgodnie z sugestiami zawartymi w rozdziale 2 do poréwnan wybiera-
my portfele o wektorach udziatéw liniowo niezaleznych. Z drugiej strony wiemy,
ze dwa rozne portfele maja zawsze wektory udzialow liniowo niezalezne. Oznacza
to, ze uogolniona krancowa stopa substytucji mozemy si¢ postugiwac przy porow-
nywaniu dowolnej pary ré6znych portfeli.
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Z drugiej strony, wobec niezmienno$ci uogoélnionej krancowej stopy substytu-
cji wobec postaci funkcji uzytecznosci, mozemy przyja¢ dowolna jej postac spet-
niajaca jedynie zatozenia rozdziatu 2. Jest to szczegdlne wazne wtedy, gdy brak
nam informacji o rozktadzie sktonnosci albo awersji inwestorow do ryzyka.

Zatem mozemy przyjaé, ze funkcja uzyteczno$ci u : R* — R dana jest zalezno-
Scig

u(x,,xz,...,x")le"’-x‘z’-...-x", 0<oa<l. (3.2)

n

Pm}.ljmujemy, zc ;;unktem o@niesienia r}aszej analizy jest wektor X, = (xlo Sy D )T ;
gdzie warto$ci x ; 0znaczaja warto$ci stanu j-tego aktywu finansowego. Uzytecz-
nos¢ tego uktadu aktywow jest rowna u, = u()_co) . Uogdlniona krancowa stopa sub-

stytucji jest wtedy rOwna

(3.3)

‘\Ro ‘ \EN \Ho !\g-.-
. 2 3
‘\ko ‘ \g.\, \Ho \\g—-

J=1 =

Jesli teraz dysponujemy portfelem o wektorze udziatéw w,, to interesuje nas za-
miana tego portfela na taki portfel o wektorze udziatow w,, ze

GMRS;; ;. (%,)<1. (3.4)

Portfele W, spetniajace powyzszy warunek pozwalaja na utrzymanie jakosci po-
siadanych aktywow finansowych za pomoca mniejszych naktadow.

W ten sposob analiza uogélnionej kraficowej stopy substytucji doprowadzita
nas do sformutowania kryterium (3.4) analizy portfelowej. O praktycznej uzytecz-
nosci tego kryterium powinny rozstrzygna¢ badania empiryczne.

Literatura

[1] Besada M., Vazquez C., The Generalized Marginal Rate of Substitution, ,,Journal of Mathema-
tical Economics” 31, 1999, s. 553 — 560.

[2] Elton E. J., Gruber M. J., Nowoczesna teoria portfelowa i analiza papierow wartosciowych,
WIG Press, Warszawa 1998.

[3] Fichtenholz G. M., Rachunek rozniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa 1972.

[4] Musielak J., Wstep do analizy funkcjonalnej, PWN, Warszawa 1976.

[5] Panek E., Ekonomia matematyczna, Wyd. AE w Poznaniu, Poznan 2000.




