Mariusz Kepa

ROWNOWAZNOSC WARUNKOW KUHNA-TUCKERA
1 OGRANICZEN DUALNYCH
ZADANIA PROGRAMOWANIA GEOMETRYCZNEGO

1. Wprowadzenie

W artykule wykazuje sig, ze jeSli rozwigzanie prymalne zadania programowania
geometrycznego spein}a warunki Kuhna-Tuckera, to istnieje zwigzane rozwigzanie
dualne speiniajace warunki ortogonalnosci, normalizacji i nieujemnosci. Twierdze-
nie to stanowi uzupelnienie pierwszego twierdzenia o dualnoSci programowania geo-
metrycznego, ktore podaje taka zaleznosc tylko dla prymalnego rozwigzania opty-
malnego.

W dalszej czesci pokazuje sig jak mozna wykorzystac warunki ortogonalnosci cla
sformulowania wystarczajgcych warunkoéw optymalnosci dla zadania dualnego. Po-
kazuje sie rowniez, Ze pozwala to na nieiteracyjne rozwigzanie szerszej klasy zadan
niz zadania o zerowym stopniu trudnosci, dla ktorych rozwiazania optymalne wyz-
naczajg bezposrednio ograniczenia dualne.

2. Wybrane pojecia programowania geometrycznego
Zadanie programowania geometrycznego mozna sformutowa¢ nastgpujaco (po-

rownaj 5):
Zadanie prymalne A. Znalez¢ minimum posynomianu go(t) przy ogr_aniczeniach

g () £1, k=1,2,...,p

tj >0, k=1,2,.,m




Symbol n_ oznacza ilos¢ sktadnikdow posynomianu 8y wspoiczynniki C,; Sa dodat-
nie, a wyktadniki ak sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Zadanie dualne B. Znalezc maksimum funkcji dualnej d(y)
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gdzie n
L=> Vs k=0L..p.
i=1
przy ograniczeniach zloZzonych z warunku normalizacji
Ly=1 |

warunkow ortogonalnosci -

p k
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i warunkow nieujemnosci
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Przystapimy teraz do zdefiniowania rozwigzanh zwigzanych.

Definicja 1.
Rozwiazania prymalne t i dualne y nazywamy rozwigzaniami jesli

m

< Bt =1 k=0,1,...,p
Vi Lk CkiD tj AR i=l,...,nk.

Mnozniki Lk sg zdefiniowane tak jak w zadaniu dualnym B.
Jednym z podstawowych twierdzen programowania geometrycznego jest pierwsze
twierdzenie o dualnoSci. Dowdd twierdzenia znajduje si¢ w pracy 2.

Twierdzenie 1.
Jesli istnieje rozwigzanie dopuszczalne zadania prymalnego A spetniajagce warunki
g <1, k=1,2,...,p i zadanie posiada rozwigzanie optymalne, to:

1) Zadanie dualne B posiada rozwigzanie optymalne.

2) Wartosc dualnej funkcji kryterium dla rozwigzania optymalnego rowna sie war-
tosci prymalnej funkcji kryterium.
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3) Dla rozwiazania optymalnego t” zadania prymalnego istnieja nieujemne mnozniki
Lagrangea ul’(, k=1,2,...,p takie, ze funkcja Lagrangea

P
Ltu) =g )+ > u [g ()-1]
k=1
spetnia zaleznosci ;
L(tiu) = g(t) =L(tsu) = Ltu)

dla dowolnych tj Z( i dowolnych u 20, Oprocz tego istnieje optymalne rozwaza-
nie y” zadania dualnego B o sktadowych

R il B
go(t) : i=1,...,n,
Yer o (2)
Y Gy kil .. Lhim k=1
vaD
go(t) i i=1,...,n,

gdzie t=t" i u=u’. Pozatym

L = ——, k=l,.,p.
ko g(t)

4) Rozwigzanie optymalne t* zadania prymalnego speinia ukiad rownan

le
o(t, ’

¥, d(v), k=0, i=L...n.

il {%kim =
cki t1 tm

o =110
ykiLkl’ i(—]’ ni

W nastgpnym punkcie postaramy si¢ udowodni¢ twierdzenie uzupetniajace pierw-
sze twierdzenie o dualnosci.

3. Warunki Kuhna-Tuckera, a ograniczenia dualne
programowania geometrycznego

Sformutujemy teraz nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.

Jesli rozwigzanie prymalne zadania programowania geometrycznego spetnia warunki
Kuhna-Tuckera, to istnieje zwigzane rozwigzanie dualne speiniajgce warunki orto-
gonalnosci, normalizacji i nieujemnosci.
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Dowaod

Spelnienie przez rozwigzanie zadania A warunkéw Kuhna-Tuckera oznacza, ze
JU20: Vt L(t,u)=0i [gk(t) -] ugs 0, k=1,2,...,p. Wykazemy najpierw, ze z warun-
ku Vt L(t,u) =0 wynika, ze

=u, T R o (3)
Poniewaz :
Litu) =g+ > u [g - 1]
k=1
zatem

P
v L(tu) = Vgt + Z u Ve ().
k=1

Z definicji g, Dodanej w zadaniu prymalnym A i zaloZeniu (3) wynika, ze
n.
k

L(t Zoljoﬂtlj+

i=1

aku -1
+; Le, g 8% Zl tei ¢ (4)
& 3 i=

dla j=1,...,m. L'(tj) sa pochodnymi czastkowymi funkcji Lagrange a L(t,u). Jesli y
jest rozwigzaniem zwigzanym spetniajacym warunki def. 1, to z (4) wynika

My i p g
L't) =g, ZaOij Yuti ¥ Z goZ B Via ty ()
i=1 k=1 i=1
dla j=1,2,..
Poniewaz V L(t u) = 0 pochodne czastkowe L (t)rowna]a si¢ zeru. Po pomnozeniu
rownania (S) przez g0 tJ otrzymujemy

P
0ij ki kij Y= J=l,ee,m .
Z ; Zz 0 jelpm

k=1 i=1
co stanowi zapis rownowazny warunkom ortogonalnosci zadania B.

Spetnienie warunku normalizacji wynika z definicji rozwigzan, zwigzanych. Wy-
kazemy teraz, ze istnieje nieujemne rozwigzanie zwigzane. Jesli u > 0to L >0i
wtedy, wobec dodatnosci posynomianow 8o statych Coi i zmiennych tl z deflnlC]l 1
wynika, Ze zmienne Yy 58 dodatnie. Jesli u. = 0to Lk = 0 i wtedy, rowniez zgodnie
z definicjg 1, Yep™ 0, k=1,...,p, i=1,...,nk. Zatem zmienne Yy 58 nieujemne.
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Twierdzenie 3.
Jesli istnieje rozwigzanie prymalne t zadania A zwigzane z rozwigzaniem dopusz-
czalnym zadania dualnego B, to rozwigzanie t speinia warunki Kuhna-Tuckera.
Dowdd twierdzenia 3 mozna uzyskaC dokonujagc w odwrotnej kolejnosci prze-
ksztalceh przeprowadzonych w dowodzie twierdzenia 2. Zalozenie o istnieniu
prymalnego rozwigzania zwigzanego jest potrzebne dla prawdziwosci implikacji:
Jesli (5) to (4).
W nastgpnym punkcie zademonstrujemy przydatnoS¢ warunkow ortogonalnosci
dla formutowania warunkow optymalnosci i rozwigzywania zadan nieliniowych.

4. Warunki optymalnosci i metody rozwigzywania zadan

Wystarczajacym warunkiem optymalnosci rozwigzan zadan A i B jest rownoSc
prymalnej i dualnej funkcji kryterium. Jest to warunek przydatny dla algorytmow
iteracyjnych gdyz pozwala na podstawie roznicy kryteriow oceniC jak daleko je-
steSmy od rozwigzania optymalnego. Algorytmy iteracyjne pozostawimy jako przed-
miot odrgbnego opracowania. Ponizej pokazemy, ze dla pewnej klasy zadah mozna
w znacznie latwiejszy sposob sformulowaC wystarczajace warunki optymalnosci.
Wiadomo, ze dla tzw. zadah o zerowym stopniu trudnoSci wystarczajace warunki
optymalnosci stanowia juz ograniczenia dualnego zadania. MozliwoSci nieiteracyj-
nego uzyskania rozwigzah nie ograniczaja si¢ do zadan tej klasy. Pokazemy to na
przyktadzie dwoch zadan rozwigzanych w podanej literaturze w sposob iteracyjny.
Zadanie 1.

g =40t 2714208t 420ttt ~ min
0 15520 =3 13 123
L2i=20 48172 —1ih

g =3t t, *3hL Y

Wykorzystujac warunki ortogonalnoééi do wyrazenia czgSci zmiennych jako funk-
cje pozostatych mozna to zadanie zredukowac do zadania z jednym ograniczeniem.

y y y
40 \'1{20)\°2 2 05 —y 42
d(y) = 2 ‘9> @) 1772 972, max
Y Yy Yy

yl+2y2=1

>
yl’ Y2 =0.
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Obliczmy pochodne czastkowe kryterium

d’(y,)=d(y)[In40-Iny -1-0,5In1-In2]

d'(y2)=d(y)[21n20—21ny2—2—lnl+21n2]

S 20
d(y,) = d(y) [ln ( Y, ) d(y)J
a'y,) = d(y) En (%”’) - 2d(y)}
y2

Rozwigzanie optymalne jest nieujemnym rozwigzaniem ukiadu rownan

2d°(y,) = d'(v,)

PO uproszczeniu

y1+2y2=1

tosci = 0,4, V== O,Sy1 Ry 1), Yeumly i VN 0,6. Wartos¢ dualnej i pry- ‘

Rozwigzaniem tym jest e 0,2, X 0,4. Pozostate zmienne dualne przyjmuja war-

malnej funkcji kryterium obliczymy podstawiajac wartoSci zmiennych dualnych do

funkcji d(y).
0,2 0,4 0,4
o (408 Vs S20 B S (520 03 06 _
dﬂ—cﬂ> “A) “A)I 2 100

Przy pomocy zaleznosci podanych w pierwszym twierdzeniu o dualnosci znajdujemy
rozwigzanie prymalne t=(1,1,2).
Kolejnym przykiadem niech bgdzie zadanie 2

g =tl_1tl_l + 3t~ min

PN

3tl + 16’(lt2 1

Zadanie 2 pochodzi z pracy [6], gdzie iteracyjnie oszacowano jego rozwigzanie. Po-
kazemy, Ze mozna je rozwigzac nieiteracyjnie. Zredukowane zadanie dualne ma po-
stac

d(y) = (1/y,)"* B3/y,)"? Gy 2 [16/(y,~y,)" "2 y," + max

Yy el
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A 2.

Warunki optymalnosci d'(yl) = d’(yz), Y SHv = 1 prowadza do uktadu réwnan linio-
wych 16y2 = 3(y1—y2), Y iEEly = 1. Rozwigzaniem jest zatem Vi 19/22, = 3/22.
Wartosc funkcji kryterium wynosi 22, a rozwigzaniem prymalnym jest t= 1/19, t2=l.

Uzasadnimy teraz metodg, ktora postuzyliSmy si¢ rozwigzujac przykiadowe za-
dania. Ograniczenia zadania dualnegoj tworza uktad m+1 rownan liniowych z n nie-
wiadomymi, gdzie m jest liczbg zmiennych prymalnych, a n = no+n +..n jest
liczbg zmiennych dualnych, gdy n, 2 n-m, tj. gdy liczba skiadnikow prymﬁnego
kryterium jest wigksza lub réwna roznicy liczby zmiennych dualnych jako funk-
cje pozostalych, mozna zadanie dualne zredukowac do zadania z jednym ogranicze-
niem.

Dla funkcji dualnej udowodniono w pracy [2] nastepujace

Twierdzenie 4.
Logarytm funkcji dualnej zadania B, In d(y) jest funkcja wklesta.

Funkcja logarytmiczna jest funkcja SciSle rosngcg. Zatem kryteria maksymaliza-
cji funkcji dualnej i jej logarytmu sa rownowazne. Niech r(y) = 1 oznacza ogranicze-
nie zredukowanego zadania dualnego. Dla zadania

In d(y) = max
r(y) =1,

y =0,

gdzie y jest wektorem zmiennych zredukowanego zadania dualnego, wystarczajace
warunki optymalnoSci majg postac

rfy)=1, y=0 (6)
d'cs Vy Ind(y)=c Vy r(y), 7

gdzie c jest liczbg rzeczywista. Poniewaz funkcje In d(y) i d(y) osiagaja maksimum
w tym samym punkcie sg to rowniez wystarczajace warunki optymalnosci dla zre-
dukowanego zadania dualnego. Poniewaz

v, Ind(y)=1/d(y) V_d(y)
warunek (7) mozna zastgpi¢ warunkiem
Ja:V (v)=aV r(y) ()

gdzie a jest liczba rzeczywistg. Warunki (8) i (6) wykorzystalismy dla nieiteracyjnego
rozwigzania zadan 1 i 2.




5. Zakonczenie

W artykule wykazano, przy pomocy pojecia rozwigzan zwigzanych, zaleznosci
pomiedzy warunkami Kuhna-Tuckera, a ograniczeniami dualnymi w programowaniu
geometrycznym. Pokazano rowniez dla jakiej klasy zadah mozna dualne zadanie
geometryczne zredukowaC do zadania z jednym ograniczeniem i jakie korzySci
obliczeniowe to przynosi. Dla zadah zredukowanych, korzystajac z wklgstosci zlo-
garytmowanej funkcji dualnej, sformulowano wystarczajace warunki optymalnosci.
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