Piotr DWORNICZAK

DECYZJE OPTYMALNE W SWIETLE
TEORII RELACJI PREFERENCJI

1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych przejawow aktywnosci czlowieka jest dokony-
wanie ocen, poroéwnan i wyborow. Kazdy wybor, kazda decyzja podejmo-
wana jest po mniej lub bardziej wnikliwym poréwnaniu z rozwigzaniami
wariantowymi. W réznych sytuacjach gospodarczych czy spolecznych, w
ktorych zobowigzani jestesmy do podj¢cia pewnego dzialania, mozna Kkie-
rowaé sie wlasna intuicja, zachowujgc tylko dla siebie przestanki skla-
niajace nas do danego dziatania. W wielu przypadkach (zwlaszcza przy
duzym stopniu zlozonosci problemu) postgpujemy jednak inaczej. Kon-
struujemy pewna sformalizowang reprezentacj¢ myslowa rozwazanej sy-
tuacji opierajacg si¢ wylacznie na faktach oraz danych ilosciowych lub
jakosciowych wynikajacych z obserwacji. Reprezentacja taka to tzw. mo-
del matematyczny procesu decyzyjnego. Przedmiotem rozwazan w tym
artykule bedzie sposob porownywania decyzji na podstawie rozmytych
relacji preferencji wedlug adekwatnego modelu matematycznego. Ade-
kwatny model powinien umozliwic nam wskazanie optymalnej decyzji
(lub pewnej grupy decyzji uznanych za optymalne). Oznacza to, Ze na
podstawie modelu decydent ma wybrac¢ pewne warianty (sposrod wszyst-
kich mozliwych), oceni¢ je z punktu widzenia realizacji zamierzonego ce-
lu, i wskazaé, ktore uznaje za najwlasciwsze. W przedstawionych rozwa-
zaniach sam rodzaj decyzji i jej przedmiot nie maja zadnego znaczenia.

Formalnie powyZsze zadania mozna ujac¢ w nastepujacych punktach:

1. Dany jest pewien zbior X zawarty w pewnej przestrzeni D (zbior X to
tzw. zbior decyzji dopuszczalnych, a przestrzen D to tzw. przestrzen decy-
zyjna).
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2. Dana jest funkcja kryterium f: X — K (gdzie K jest tzw. przestrze-
niag kryterialng lub przestrzenia ocen).

3. W przestrzeni K okreslona jest pewna relacja preferencji Rc KX K.

4. W zbiorze Y = f(X)c K (Y to tzw. zbior ocen rozwigzan dopusz-

czalnych) jest za pomoca relacji R okreslony pewien zbior Yopt (tzw. Zbior

optymalnych ocen rozwigzan dopuszczalnych) pozwalajacy wyznaczyc
zbior X,,, € X (X, to tzw. zbior decyzji optymalnych) definiowany jako

{xeX:f(x)eYopt}.

Powyzej sformulowane zadanie nazywamy problemem optymalnego
wyboru. W praktyce czesto decyzja oceniana jest z kilku punktow widze-
nia. Ocena y e Y decyzji x € X jest wtedy wektorem |y;,Y,...y, | ocen
czastkowych (sktadowych). Mamy wtedy do czynienia z tzw. wielokryte-
rialnym problemem optymalnego wyboru ([1],[3]).

W wielokryterialnych problemach optymalizacyjnych wybor decyzji
optymalnej jest najczesciej trudny, gdyz decyzja optymalna z jednego
punktu widzenia nie jest optymalna z innego (innych). Problemy tego
typu maja istotne znaczenie w ekonomii. Stopien trudnosci pojawiajacy
sie przy ich rozwigzywaniu zalezy od tego, jak sa okreslone i jakie wia-
snosci maja: zbior X decyzji dopuszczalnych , funkcja focen, zbior Y ocen
decyzji dopuszczalnych oraz umozliwiajaca optymalny wybor relacja pre-
ferenciji.

Relacja preferencji powinna pozwoli¢ na dokonanie pewnego warto-
Sciowania decyzji pod wzgledem przydatnosci (wedlug danego kryterium).
Dlatego postuluje sie¢, aby relacja ta posiadala pewne Scisle okreslone
wlasnosci. Bardzo czesto w literaturze przedmiotowej zaklada si¢ zwrot-
nos¢, przechodniosé i spojnosé relacji preferencji. Dla naszych rozwazan
wystarczy zatozZenie zwrotnosci ([2]). Przyjmiemy zatem definicje, Ze rela-
cja stabej preferencji nazywamy dowolng relacj¢ zwrotng. Preferencje sa
pewnym przedstawieniem subiektywnej opinii decydenta o poszczegol-
nych wariantach. Nie wnikamy, czy powstajg one na podstawie blizej
nieokreslonych odczué decydenta, czy w wyniku badan empirycznych.

W sytuacjach wyboru decyzji optymalnej na podstawie m Kryteriow
K, (L =1...m) musimy zalozy¢, ze dysponujemy relacjami R, (L =1..m)
stabej preferencji ocen wedtug poszczegolnych kryteriow.

Dla orzeczenia, ktore decyzje uznamy za optymalne, konieczne jest
jednak stworzenie jednego kryterium K, a przede wszystkim podanie rela-
cji stabej preferencji R uwzgledniajacej we wlasciwy sposob wszystkie
relacje R; wedlug kryteriow czastkowych. Jest to bardzo powazne zada-
nie i nadal podawane sa nowe propozycije jego rozwigzania.

W dalszej czesci pracy przestawiona zostanie witasnie pewna kon-
strukcja i zastosowanie takiego kryterium.




Decyzje optymalne w swietle teorii relacji preferencji

2. Podstawowe definicje i pojecia

W poprzednim rozdziale wprowadzone zostalo pojecie przestrzeni decy-
zyjnej D, zbioru decyzji dopuszczalnych X oraz zbioru kryteriow K. Na
potrzeby naszych rozwazan zatozymy, zZe zbiory X i K sa skonczone, a

dokladniej X = {xl.xz,...x”}, K= {Kl,Kz,...Km}. Przez R, oznaczymy
relacj¢ slabej preferencji ze wzgledu na kryterium K;. Zapis x; R, x;,
gdzie x;, x; € X czytamy decyzja x; jest ze wzgledu na Kryterium K; nie
gorsza od decyzji x;.

Gdy relacja R; jest relacja rozmyta, to podawac ja bedziemy za pomo-
cg funkeji przynaleznosci ug : X X X — [0, 1], a przez g (x,-.x.,) bedziemy
rozumiec stopien, w jakim decyzja x; jest nie gorsza od decyzji x; ze
wzgledu na kryterium K; .

Do rozwazan dotyczacych wyboru optymalnego potrzebne jest takze

zdefiniowanie relacji odwrotnej do danej oraz dopelnienia relacji, a takze
zaostrzenia relacji.

Relacje oznaczong R~ nazywamy relacjq odwrotng do relacji R
(klasycznej), gdy

xR™! y < yRx.

Relacje rozmytq oznaczong R™! nazywamy relacje odwrotng do danej
relacji R (rozmytej), gdy

ter (.y) = g (. x).

Relacja oznaczona R’ jest dopelnieniem danej relacji R (klasycznej),
gdy

xR’y & ~yRx .

Relacje rozmytq oznaczong R’ nazywamy dopetnieniem danej relacji R
(rozmytej), gdy

NR'(X'U) =1= :“R(X'U) .

Relacje oznaczong R®nazywamy zaostrzeniem relacji R (klasycznej)
gdy R°=R\ R lub inaczej R° =R N (R')’

Relacje rozmytq oznaczonq R°® nazywamy zaostrzeniem relacji R
(rozmytej), gdy jej funkcja przynaleznosci okreslona jest nastepujqgco

tr(x,y) = max{ up(x,y) - ur(y,x), O}
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Liczbe ux(x.y) nazywamy stopniem, w jakim element x dominuje $ci-
Sle nad elementem y.

Decyzje optymalne wybierane powinny by¢ zawsze ze zbioru tzw. ele-
mentow niezdominowanych (maksymalnych) relacji R definiowanego jako
X" =(xe X:~dy €X:yR’x. Dla relacji rozmytej zbior elementéw nie-
zdominowanych definiuje si¢ jako zbior rozmyty o funkcji przynaleznosci
upt (0 = 1- supug(y,x). Liczbe ui? () nazywamy stopniem ,niezdomino-

yeX
wania” (lub stopniem ,maksymalnosci”) elementu x.

Dalsze niezbedne oznaczenia i definicje beda wprowadzane stopniowo

w miar¢ potrzeb dla rozwazan teoretycznych lub przykitadowych.

Optymalny wybor na podstawie preferencji

Wprowadzone powyzej pojecia pozwalajg nam na szersze rozwazania przy
coraz wigkszej zlozonosci problemu wyboru decyzji przy wielu kryteriach

oceniajacych.
W standardowym podejsciu do wielokryterialnego wspomagania decy-
zji na podstawie klasycznych relacji stabej preferencji R;; I=1,....m

podanych w przestrzeniach kryterialnych K;; l=1, ... ,m nalezy wyzna-
czyc relacje

m

R=() R, (3.1)

=1

a nastepnie elementy niezdominowane tej relacji. Te elementy to tzw.
optima Pareto. Optymalny wybor powinien by¢ dokonywany wiasnie spo-
srod optimow Pareto.

Niestety, takie postawienie zagadnienia w wigkszosci rzeczywistych
problemow, a zwlaszcza takich, w ktorych kryteria ocen sa przeciwstawne
lub sprzeczne, powoduje niewielkie (lub zadne) utatwienie wyboru decyzji
optymalne;j.

Zobaczmy to na ponizszym przyktadzie.

Przykiad 1.

Rozwazmy zbior decyzji dopuszczalnych X = {xl.xz,xg.x,1 } Kazda z de-
cyzji oceniana jest na podstawie czterech kryteriow A, B, C i D. Dla po-
szczegolnych Kryteriow dane sa macierze relacji (klasycznych) stabych
preferencji R,, Rg, Rs, Rp
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Ry | X1 X3 X3 X4 Rp | x, X3 Xx3 x4
T R R O N () 8 | BB ONEE OO
Xy | 1 1 1 0 Xod | el 1 0
ey b 3t 0 1 1 Xau|l 1 1 0
XML 0 0] Sl 150 bk e Lt |
Re | xi X3 X3 X4 Rp | x1 x5 x3 X4
R [ s 1 X, R0 OO
x40 | BO® SE st Tk Xy Bt
e O T {0 ] X3 12 LA )
by ) ke X, . et 1 i)

Na podstawie powyzszych danych wyznaczymy zbior Pareto.
Zgodnie z formulq (3.1) wyznaczamy najpierw relacj¢ R, a nast¢pnie
jej zaostrzenie.

RE TR o e R | X1 Xy Xz X4
X 1 0 0 0 e | O 0 0 0
|0 ] Bl 0 X3t |0 F0 il 0
Xa% | 08D 0 o L0 00
X 0RO R OF s |0 SO O w0

oraz elementy niezdominowane, ktorymi sg x;,x, i x,.
Zbior Pareto przyjmuje wigc postac {x;, Xy, X4 |-

Zauwazmy, ze rozwazania dotyczace wyboru optymalnej decyzji mozna
zawezi¢ tylko do zbioru Pareto, traktujac decyzje z tego zbioru jako indy-
ferentne, co w efekcie tylko w niewielkim stopniu ulatwia decydentowi

wybor.

Aby uniknaé¢ takiej sytuacji, mozna wyznaczy¢ relacj¢ R jako relacje
rozmylg, a nastepnie wyznaczy¢ jej elementy niezdominowane.

Niech X ={x,x,,...x, }bedzie skonczonym zbiorem decyzji dopusz-

czalnych, a K = {KI.I(,_,...K,"}skor'lczonym zbiorem kryteriow. Niech dane
beda macierze R, ; l=1,...,m relacji stabych preferencji (klasycznych lub
rozmytych) w zbiorach ocen K;. Przez rif j oznaczmy stopien przynalezno-
Sci pary (x;, x;) wrelacji R;. Wtedy stopien przynaleznosci pary (x;, x ;)

w relacji R oznaczony r; ; okreslimy nastg¢pujaco
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1 « :
ik = s zrifj (3.2)
=]

~

Ostatecznie wyznaczymy elementy niezdominowane relacji R i ich stopnie
niezdominowania. Przez najbardziej optymalng decyzje rozumiec¢ bedzie-
my decyzje o maksymalnym stopniu niezdominowania.

Przesledzmy to rozumowanie dla danych z przyktadu 1.
Macierz relacji R bedzie miata postac

RE | BT S 2 X s a jej zaostrzenie RS| Xx; X, X3 X4
Xt | LER0 25802580325 8| SLO SN () O
X5 10,75 1 180,25 X5'10,5 10" 0,5 0
X310,75 0,5 1 0,5 x3]0,5 O O O
X 20 L0¥7510; 588 0 775 TEs] x410,50,25 0,25 O

Stopnie niezdominowania to up? (x,)=0,5 , Up? (x5)=0,75 , upd (x4)=0,5

i up? (x,)=1. Najbardziej optymalna jest zatem decyzja x, .

W dotychczasowych rozwazaniach kryteria traktowane byly jako jed-
nakowo wazne dla ustalenia decyzji optymalnej. W praktyce czg¢sto za-
chodzi sytuacja, ze Kryteria majg rozne subiektywne stopnie waznosci.
Mozna wtedy przypisa¢ poszczegolnym kryteriom pewne wagi a;, €[0,1];

m
=150, m takie, ze Zal = 1 i zamiast Sredniej arytmetycznej (3.2) wy-
1=1
znaczy¢ relacje R za pomocg Sredniej wazonej .
Wtedy

m
= Dt 9
l=1

W koncu wyznaczamy stopnie niezdominowania wszystkich elementow,
a za decyzj¢ najbardziej optymalng przyjmujemy decyzj¢ o maksymalnym
stopniu niezdominowania.

Rozwazmy po raz trzeci dane z przyktadu 1, przyjmujac dodatkowo, ze
decydent uznaje wagi poszczegolnych Kkryteriow nastepujaco : a, =0,5,

aB=O'2' aC =O,1 i aD =O.2
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Macierz relacji R bedzie wowczas postaci

TR By Xy X3 X, ajejzaostrzenie RS| X XS T S TR
x| 1 OIS0 =0 X x| O 0 0 0
Xot |00 S 180 Xt EOS B0 S0 S ()
X3t RO, OR0 4 S [ )5 x3/08 O DRSO
sorip{eke) (o)t i 1 Xat B0 S R0 G R () 0

stad stopnie niezdominowania wynosza upt(x,)=0,2, up(x,)=0.7.
Ut (x4)=0,4 i up?(x,)=0,9. Optymalng decyzja jest zatem decyzja x,,
a w dalszej kolejnosci x,, x5 i x;.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy stopnie ,waznosci” poszczegolnych

kryteriow (czyli wagi a;) nie sa znane, okreslona jest natomiast pewna
hierarchia waznosci kryteriow, czyli relacja W ¢ K% . W przypadku relacji
klasycznej W definiujemy nastepujaco:
K, WK, < ocena wedlug kryterium K, jest co najmniej tak wazna jak
ocena wedlug kryterium K, . W przypadku relacji rozmytej relacja W de-
finiowana jest przez funkcj¢ przynaleznosci u:K x K —[0,1], a u(K,,K,)
to stopien przynaleznosci pary (K, , K, ) .

Na podstawie podanej relacji W oraz relacji stabych preferencji R, two-

rzymy relacje Q wedlug formuty ,u_()(x,'.xj)z sup min {;l”d(x,-.K“).

K, .K,eK
g (x,.KL,). u(K,, K,) ). gdzie u™(x;,K,) jest stopniem niezdominowania
- i

elementu x; w relacji stabej preferencji R, dla kryterium K, , natomiast
(K, K,)= 1 gdy KWK, dla relacji klasycznej W, albo jest stop-
L w /710 w przeciwnym przypadiku % A ) asyczncj Les Jest ¢ I
niem przynaleznosci pary (K, , K,) w relacji rozmytej W.

Ostatecznie wyznaczamy stopnie niezdominowania ;1(’_}"()(,] clementow
x; e X w relacji Q oraz tzw. poprawione stopnie niezdominowania

1" (x;) = min (u* (x;), sup 1" (x, K,))
K, eK
Na tej podstawie wybieramy najbardziej optymalna decyzje, klorg jest

decyzja o maksymalnym stopniu u"% .

Zobaczmy teraz, jak wyglada problem wyznaczenia decyzji optymalnej
dla danych jak w przykladzie 1., przy czym zalozmy, ze dana jest macierz
subiektywnej waznosci ocen W postaci
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Wyznaczmy najpierw stopnie niezdominowania poszczegolnych elemen-
tow wedtug kryteriow A, B, CiD.

Na podstawie zaostrzen R3, R5, RZ i Rp

S

Ry| X1 X2 X3 X4 Rp| X1 X2 X3 X

0
1
1
1
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Teraz na podstawie macierzy Q wyznaczamy Q°

Q° DO B

ST | SO NS O BaRr0 By

Xq 1 0 0 0

ot | OSBRI

St | B O PRS0 a0
a dalej stopnie niezdominowania ygd (x;) =0, ,u(')'d (x3) =1, ,ugd (x3) =1,
pad(x4) = 1 i poprawione stopnie niezdominowania u"*(x;) = 0,
PP (xy) = 1, u"%(x3) =0, p"¥(x,) = 1. Na tej podstawie stwierdza-

my, ze najbardziej optymalne decyzje to x, oraz x,.

Rozwazane do tej pory przyklady bazowaly na relacjach stabych prefe-
rencji podanych w postaci klasycznej. Mozna t¢ sytuacje uogolni¢, biorac
pod uwage relacje rozmyte, tzn. wszystkie relacje R, R’, R, R°, W, Q
i Q° moga by¢ relacjami rozmytymi podanymi przez odpowiednie funkcje
przynaleznosci [2]. Pokazemy to w przykladzie.

Przyktad 2.
Dany jest zbior decyzji dopuszczalnych X = {xl,xz.x:,,x4}. Kazda'z de-
cyzji oceniana jest na podstawie czterech kryteriow K,;, K,, K;, K,.

Rozmyte relacje preferencji wedtug poszczegolnych kryteriow podane sa
w postaci macierzy

IS 25 Sy e A R | B e i o e
S T ) 3 | BREO Y059 03
Xq 1 1 1 1 Xy | O 18O S &0
X2t | 10 S R0 SaR] N () x3 |05 03 1 0.1
TR0 0 0 1 Xt 10,8808 0 S
Ry x3 Xx; X3 X4 Ry | xi X2 X3 X4
X 1 (0) ()23 (e) X 1 L )22 S ]
xy | O 1B O &0 XaRiae] L 0,8 880
x3 10,9 0 1 1 x3 10,6 O 1 04
P ATE Y ] syl ey
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Dana jest rowniez rozmyta relacja wzglednej waznosci kryteriow W
Wa | K e K S Ka e K
KRS} 1 JE ()
K,y 1 1 OER()s
KR R0 8] 1 1
KER100F s OF8 8 () 4]

Na podstawie powyzszych danych wyznaczymy zbior rozmyty niezdomi-
nowanych decyzji oraz decyzj¢ najbardziej optymalng.
Po wyznaczeniu zaostrzen Ry, R;, R3 i R}

R | X1 X3 X3 X4 Ry | 1 X3 X3 X4
o FOR I OrR e 0 PR

Xy |06 O 1 1 xXau 10 O 025
07 O x5 0o o0
RIEOT 0N 0 O x, |05 0.8 07

Ry | x1 X2 X3 X4 Ry | i Xy X3 X4
X, OO0 X, 0 0 02
Xy 0F R0, =0 ot | RO ONROIS IO
X3+ 110:55 20 0 1 Xatt 10,42 () 0 0
X4 1 1 0 0 Sery 1100 it (0He o,

znajdujemy stopnie niezdominowania poszczegolnych elementow przy
kazdym z Kryteriow

p | Ky K, Kz K,

Xy 110,850,520 520,6

Xt L 0% et O O

Xt IR OO0 Sl 0

0 1 0,8




Decyzje optymalne w Swielle teorii relacji preferencji

a dalej relacje Qi Q°

Q| x X3 X3 X4 Q20 |EX X e X g s 0
x |06 06 04 0,6 X &) {oJab  {e) 0
rellos e 1 Xoel 000280
X |06 0 g e oo g 006
fo G T (ke sl e )

oraz stopnie niezdominowania ygl (%) = 0,85 5% (x5) = 0,95 up* (x3) =
=0,8 ; u3’
U (x;)= 0.6 1"P(x3),=0,9: " (x3)=0,8; p'#(x4) =04

Na tej podstawie stwierdzamy, ze najbardziej optymalne decyzje to kolej-
Nno X,, Xz, X; i x4.

(x,) = 0,4, a w koncu poprawione stopnie niezdominowania

Podsumowanie

W wiekszosci problemow optymalizacyjnych wystepuje bardzo duzo roz-
wigzan Pareto-optymalnych, co powoduje, Ze ze wzgledow teoretycznych,
a zwlaszcza aplikacyjnych, nie mozna w ogole mowi¢ o jakimkolwiek
praktycznym rozwiazaniu problemu.

Wprowadzenie sredniej lub sredniej wazonej jako kryterium ogolnego,
powstalego na podstawie kryteriow czastkowych niweluje znaczna czesc
sytuacji pierwotnie nierozstrzygalnych. Podejscie to wymaga jednak co
najmniej zatozenia przechodniosci relacji wzglednej waznosci Kryteriow
(nie jest mozliwe np. podanie wag dla kryteriow K;, K,, Kj;, ktorych
preferencje W okreslone sg nastepujaco K, WK, , K, WK, inie K; WK,
i K3 WK;). Z kolei w przypadku, gdy podanie wag jest mozliwe (o moze
by¢ bardzo trudne ze wzgledu na koniecznosc ‘uwzglednienia powigzan
w calym zbiorze kryteriow, a takze wybor odpowiedniej skali ([1]). Zdecy-
dowanie tatwiej uzyskaé¢ odpowiedz na pytanie, ktora z dwoch decyzji jest
wedlug danego kryterium lepsza i w jakim stopniu oraz ktore z dwoch
Kryteriow jest wazniejsze i w jakim stopniu.

Ze wzgledu na istotnosé informacji o preferencjach dla kazdego kryte-
rium oraz preferencji kryteriow konstrukcja relacji Q zalezy od stopnia
niezdominowania odpowiednich elementow oraz od wzglednej waznosci
kryteriow.

Wezmy pod uwage decyzje x,y e X, wtedy u" (x.K;) oraz ;l”"(y.l\’,-)

sa funkcjami przynaleznosci opisujacymi podzbiory rozmyte zbioru decy-
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zji dopuszczalnych X. Jezeli u(K,-K j) jest stopniem, w jakim kryterium

K| jest nie gorsze od K;, to stopien, w jakim decyzja x jest nie gorsza od od
decyzji y przy uwzglednieniu waznosci kryteriow opisany jest formulg

Hgx,y) = SHPA min{u”d(x. Ki)-u”"'(y, K j)'“(KtK J)}

ur Sy €

Wstepne idee na podstawie ktorych powstat ten wzor dotyczace obrazu
zbioru rozmytego w relacji rozmytej podat Zadech w artykule Outline of a
new approach to the analysis of complex systems and decision processes
w Trans. Systems, Man and Cybernetics wydanym przez Institute of
Electrical and Electronics Engineers w 1973 roku. Rozumowanie to pod-
jat i uzupetnit Orlovski [2], podajac sposob porownywania zbiorow roz-
mytych za pomoca relacji rozmytych. Ostatecznie, poniewaz zbior ele-
mentow wykazujacych pewna nie predykatywna wlasnosc jest pewnym
zbiorem rozmytym, mozna bylo to porownanie zastosowa¢ do porowny-
wania alternatyw o okreslonych wtasnosciach.

Skonstruowanie w ten sposob relacji Q powoduje zredukowanie wielu
kryteriow do jednego. Wyznaczajac optymalna decyzj¢, post¢pujemy dalej
w sposob klasyczny dla wyboréw w warunkach rozmytosci.

Wyznaczenie jednego kryterium ogolnego w sposob powyzszy pozwa-
la wigc sensownie wskazaé¢ optymalne decyzje w przypadkach, w ktorych
nie mozna zastosowa¢ podejscia opartego na usrednianiu. Niedogodno-
Scig tej metody jest jej stosunkowo duza zlozonosé, jednak dzigki rozwo-
jowi techniki bariera ta jest coraz tatwiej pokonywana.
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