Piotr DWORNICZAK

ZASTOSOWANIE

LICZB ROZMYTYCH KLASY L-R

DO OKRESLANIA ZAKTUALIZOWANE]J
WARTOSCI NETTO INWESTYCJI

Wpr Owadzenie

l\:;iitawq 0ceny projektu inwestycyjnego jest jego optacalnosé. Moze by¢ ona
taki aczana’ za pomocy wielu réznych kryteriéw i wskaznikéw. Podstawowym

Im wskaznikiem jest warto$¢ zaktualizowana netto, oznaczana skrétem NPV
(ang. ner present value) obliczana wedtug formuty:

NPV= =
=1 (1 +7)"

CF,. (1)

gdzie:

e " — liczba okreséw bazowych trwania inwestycji,
It Przeptyw netto generowany przez inwestycje w okresie bazowym i,

Fy ~ naktad inwestycyjny konieczny do uruchomienia inwestycji,

"' = wartos¢ stopy dyskontowej w jednym okresie bazowym.

sie l:;ZYJ'mflje si¢ przy tym zazwyczaj, ze przepltywy pieniezne NCF,; pojawiaja

Wszystk'koncach okreséw bazowych, a stopa dyskontowa r - jes.t ‘stala d%a

W ¢ ,lch okres6w bazowych. Przy stopach dyskontowych zmieniajacych sie
Zasie formuta (1) przyjmuje nastepujaca postac:

NCF,
—tedd e ren )

NPV = ,
YT A+r
k=1
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Zasada przyjecia lub odrzucenia projektu na podstawie NPV jest nastgpujaca:
jezeli NPV jest niedodatnia, to projekt nalezy odrzucié, a jezeli dodatnia, tO
poddaé dalszej analizie, przy czym najlepszym projektem jest ten o najwiekszej
warto$ci NPV. W praktyce przy obliczaniu NPV wystgpowa¢ moga problemy
zwiazane z konieczno$cia prognozowania przyszlych przeptywow oraz stop
dyskontowych. Prognozowane wartoSci sg czgsto tylko przyblizone, gdyz na
podstawie dzisiejszego stanu wiedzy tylko takie mozna uzyska¢. Mozna jednak
dzieki nim doj$¢ do wniosk6w, wspomagajacych podjecie decyzji ([1], s. 5)-
Takie wtasnie podejscie przedstawione zostanie w tym artykule.

1. Liczby rozmyte klasy L-R

Jednym ze sposobOw reprezentacji niepewnych danych jest podanie ich
w postaci liczb rozmytych.

Definicja 1. Liczba rozmyta nazywamy (zob. [2]) zbiér rozmyty
A=((x, p,(x)):xeR), o ciaglej funkcji przynaleznosci i : R — [0, 1] ktéra
jest:

— stata, réwna 0, na przedziatach (— oo, c] oraz [d, + ),

— SciSle rosnaca na przedziale [c, al,

— stata, réwna 1, na przedziale [a, b],

— §ciSle malejaca na przedziale [b, d],
gdzie a, b, ¢, de R oraz c<a<b<d.

W szczegbélnym przypadku moze byé, ze c= — oo lub a=b, lub c=a, lub
b=d, lub d= + o0.

Nalezy zauwazy¢, ze w literaturze mozna spotkaé takze inne definicje liczby
rozmytej. Na przyktad w pracy [6] Mattoka okresla liczbe rozmyta jako zbior
rozmyty, ktérego funkcja przynaleznosci u,: R — [0, 1] spelnia warunki:

— istnieje liczba x,€ R taka, ze p, (x5)=1,
istnieje taki zbiér zwarty K = R, ze {x:u,(x)>0} = K,
dla dowolnego Ae(0, 1] zbiér A*={x: u,(x)> 1}, zwany A-obcieciem
zbioru A, jest zbiorem wypukiym,
funkcja p, jest péiciagta z gory, tzn. zbir {x: u,(x) <A} jest otwarty dla
kazdego A€[0, 1].

Z jeszcze dalej idacym rozszerzeniem pojecia liczby rozmytej mozna si¢
spotkaé w pracy [4] Grabischa, kt6ry nie naktada zadnych ograniczefi na funkcje
wy s R— [0, 1].
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Przyktadem liczby rozmytej jest ,liczba rzeczywista okoto 3”. Jej funkcje
Pny.naleZnoéci mozna przedstawié jak na rysunku 1. Przyjatem, Ze na przyktad
Stopieni przynaleznosci liczby 2 do zbioru okres§lonego jako ,,liczba rzeczywista
0#019 3” wynosi 0,5. Taki sam stopiefl przynalezno$ci przypisany jest liczbie 4.
Nie jest to konieczne. Stopien przynaleznoSci jest miarg subiektywnej oceny
Prawdziwogci (w logice wielowartosciowej) zdania orzekajacego, ze dany
elément Speinia podang wiasno§é nieostra. W naszym przypadku wiasnosé, ze
»liczba 2 (lub 4) jest liczba rzeczywista okoto 3”.

1,0

0,5

';gv

1 2 3 4 5
Rys. 1. Funkcja przynaleznosci liczby rozmytej ,,okoto 3”

Funkci e 3 A
nkcja Przynaleznosci zostata tutaj okreslona wzorem

—0,5x+2,5 dla xe[3, 5],
uA(x)‘z 0,5x—0,5 dla xel[l, 3),
0 dla x¢[1, 5].

5 Szezeg6lnym typem liczb rozmytych sa liczby klasy L-R wprowadzone
Pracy [2] przez Duboisa i Pradego.

Definicja 2, Liczba rozmyta klasy L-R nazywamy liczbe rozmyta o funkcji
Przynaleznogei

o

xX—m
R( ) dla x>m,
B

8dzie £ R sg ciagtymi funkcjami z R do [0, 1], spetniajacymi nastepujace
Warunki;

L%=Lw i R(-»=RW,

L(m—-x) dla x<m
p(x)=
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LO)=1 i R0)=1,

L i R sa nierosnace na przedziale [0, co).

Parametry me R, «>0 i >0 to odpowiednio warto$¢ Srednia oraz rozrzut
lewostronny i prawostronny liczby rozmytej A. Liczbe rozmyta A klasy L-R
zapisuje sie czesto w postaci trdjparametrycznej (m, 04, ). Przyjmujac
dodatkowo, ze dla =0 i =0 wartosci funkcji L i R wynosza 1 dla x=a oraz
0 dla xs#a, mozna utozsamiaé liczbg rzeczywista a z tréjka (a, 0, 0), .z przy
dowolnych funkcjach L i R.

Na liczbach rozmytych klasy L-R mozna, znacznie tatwiej niz na dowolnych
liczbach rozmytych, wykonywa¢ dodawanie i odejmowanie. Wyznaczenie
odwrotno$ci liczby L-R, iloczynu lub ilorazu liczb tego typu moze by¢ réwniez
przeprowadzone, jednakze wyniki tych operacji moga by¢ jedynie przyblizone
liczbami klasy L-R. Wszystkie wymienione dziatania maja t¢ zaletg, 2€
sprowadzaja si¢ wylacznie do operacji na parametrach m, o i f5.

Niech A i B beda liczbami okreSlonymi przez tréjki (my, o4 B4rr
i (myg, og, Pp)rr- Suma liczb A i B nazywamy liczb¢ rozmyta,

A—-}—B:("’[A‘*"nB, aA+a87 BA+ﬁB)LR'

Réznice okresla sie analogicznie. Iloczyn liczb A i B mozna przyblizy¢
liczba rozmyta klasy L-R reprezentowang przez tréjke

(my-mg, mg-o +m,-op, mg-B+my- Bp)rg.

PrzybliZenie to jest tym doktadniejsze, im mniejsze sa stosunki

L Op B4 By
, ’ b -
m, mpg my Mg

Z okresienia iloczynu wynika fatwo wz6ér na potege A* liczby A o postaci
(m*, k-my-ay k-my-f ) r Podobnie tylko w postaci przyblizonej mozna
przedstawi¢ odwrotno$¢ liczby rozmytej A. Jest nig liczba

(_1_ Ba _“A)
3 2, ) .
my mA mA RL

. : 5 : so% B Ol stk
Przyblizenie to jest tym dokladniejsze, im mniejsze sa stosunki —% i ’—”i
my B

(por. [7], s. 107-119).
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Zobaczmy, jak opisane dziatania mozna wykorzysta¢ do szacowania liczby
rozn?ytej, bedacej wartoécia zaktualizowana netto pewnego projektu inwes-
tycyjnego, dla ktérego wptywy i wydatki oraz stopy dyskontowe przyjete
Z0staly jako liczby klasy L-R.

2. Rozmyta wartoéé NPV

ROZWaz'my projekt inwestycyjny o naktadzie poczatkowym CF, oraz p6zniej-
szych wydatkach CFy, CF;, ..., CF; i wplywach CF}, CF},..., CF, pono-
szonych na koficach kolejnych n okreséw bazowych. Wplywy netto wynosza
SV(f{Fi v _CF = CE . dlai=1,..., n. Zat6zmy, ze wydatki i wptywy nie sa znane
Okladnie, lecz obecna wiedza na ich temat pozwala wyrazi¢ je jako liczby
0zmyte klasy 1-R. Przyjmijmy, ze przewidywane wydatki i wplywy wynosza
;0}'010 CF;, ,,0koto CF | itd., ktére to wielkoSci mozna przedstawi¢ w postaci
fOlparametrycznej odpowiednio jako

m AENRS - - - O
mg, a7, BRI (rn S ohae p o) W (oo o B ) et (oo Rl et

Przyimijm
nok()io r’
(m,, o

¥, ze stopa dyskontowa za kazdy okres bazowy bedzie stata, réwna

» Przy czym dzi§ mozna jedynie oszacowal jej wartoS¢ jako

r Bre. Przy tych zalozeniach dla i=1, ..., n, zachodza wzory:
NCF;=(m;, o, B)rr>

1+r=(1+mr’ &, iBr)RL’

(1 +r)l%((l +’nr)ia 1 (1 +mr) K ar’ L (1 +mr) > ﬂr)RL’

1 N( 1 i-(14+m)-B, i-(1+m,)-oc,)
A+~ \A+m)” A+m)* ° A+m)* Jir

982Czeg6lne sktadniki sumy (1) wyrazone s3 zatem formuta

NCF.

i

1+r)‘

~
~

~~

|

%

ai l(l+mr)ﬁrmz ﬁi +i'(l+mr)'ar"ni)
LR

_m
Qtmy Tmy T Q+my> Q+m) ' (A+m)®
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Ostatecznie
2SUNCE;
NPV =
Zo (1+r)'
L "o (1+m) +i-(1+m,)-B,-m,
(Y % ,
= 1+m) = (I+m,)
"B 4+m)+i-(14+m,): m)
3 r - r r 1 3
Z (1+m,)2l LR ©)

Wzér (3) pozwala na wyznaczenie najbardziej mozliwej wartosci NPV,
a ponadto niesie informacje o mozliwosci wystapienia warto$ci zblizonych.

Gdy wartosci przysztych przeptywéw uznane sa za doktadne, wzér (3)
sprowadza si¢ oczywiScie do wzoru klasycznego (1). Zobaczmy dziatanie
opisanej procedury na podstawie przyktadowych danych liczbowych. Ze
wzgledu na mozliwo$¢ intuicyjnej kontroli wynikOw rozwazane sg tylko cztery
okresy bazowe.

PRZYKEAD 1
Przeptywy netto zwigzane z pewng inwestycja w postaci liczb klasy L-R:

Tabela 1. Prognozowane przeplywy netto inwestycji

NUTeT Okrest Przewidywana wielko§¢ NCF;
bazowego i $§rodek m; rozrzut lewostronny o; |rozrzut prawostronny f;
0 —100 0 0
1 —20 5 5,
2 50 8 9
3 70 9 9
4 120 10 8

Zr6dto: Dane przykladowe.

Stopa dyskontowa wynosi: r=(5%, 1%, 2%)g;.

sg wtedy nastgpujace:

WartoSci ilorazow

CF;
(1+r)!
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i

Tabela 2. Wartosci ilorazow

(1+r)
NCF,
Numer okresy Wartosci '1
baZOWegO 4 1+7r)
= R e | Srodek m; rozrzut lewostronny «; | rozrzut prawostronny f;
0 —100 0 0
1 —19,048 4,38095 4,57143
2 453515 8,08391 9,0271
3 60,4686 11,0653 9,41994
4 98,7243 15,0496 9,99289
\

Ostatecznie NPV = (85,4968; 39,4798; 33,0114), .

3, Procedury defuzyfikacyjne

E;::;‘e NP V W postaci liczby rozmytej mc.)Ze byé'prz.ez wielu uznane za
ot OW.al'ance, Praktycy chcie‘l.iby zazwyczaj odpowm':dm na pyt'ame o najbar-
i fJ mOZIIWQ wa‘rtoéc’. W teorii zbioréw rozmytych jest to zwiazane z tsz.
uz.yfjlkacﬁl. Dziatanie to polega na znalezieniu liczby rzeczywistej M ,,naj-
T;l;svzilej Zl?liionej” do dz%neji liczby rozmytej. Opracowano juz wiele s;zosob.c’)\.v
S 4zania teigo zagadnienia. Podstawowe to metoda §rodka (metoda Sredniej)
Metoda §rodka cigzko$ci. Pierwsza z nich, najprostsza, uznaje liczbe
jedi;’f: Za przyblizenie liczby rozmytej A =(m, o, f,).z- Podejscie to jest
kfytykowane, gdyz nie zauwaza si¢ tu prawo- i lewostronnego rozrzutu.

Wady tej nie ma juz metoda Srodka cigzkoS$ci. Liczbe¢ M wyznacza si¢
Wedtug formuty

| x-p (x)dx
M=

o0

I rads

metf;ieh fuflkcje L i R oraz prawo- i lewostronne rozrzuty sa rowne, to obie
5 Y sa identyczne. Metode $rodka cigzkosci bardzo tatwo zastosowaé
: przypg‘,dku tzw. tr6jkatnej liczby rozmytej, tzn. liczby rozmytej o funkcji
PIZynalesnoge; podanej formuta;
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[E v —0
) d b b
s B BOVRIC [o, m]
B0 = | S sdy el Bl
0, gdy x¢[a, Bl
Z elementarnej geometrii analitycznej wiadomo, ze pierwsza wspo6irzedna
Srodka ciezkoSci ma warto$¢ M =_n_1_—|%+_ﬂ'

PRZYKEAD 2

Niech liczba A bedzie liczba tréjkatng (10, 15, 10),z. Wykres funkcji
przynalezno$ci podany jest na rysunku 2. Metoda §rodka wskazuje 10 jako
liczbg rzeczywista najbardziej zblizong do liczby A. Metoda Srodka cigzkosci

; . o 1
nakazuje natomiast przyjaé liczbe 85.

Ha ()
1

T I Tansl T
-5 81 10 20 A
3

Rys. 2. Wykres funkcji przynaleznosci liczby tréjkatnej (10, 15, 10),,

Nie mozna w og6lnoSci podaé wzoru na Srodek cigzkoSci dla liczby klasy
L-R. Latwo jednak w tym przypadku okre§li¢ §rodek liczby A=(m, a,, f)1r
— jest nim liczba rzeczywista m,. Jezeli jednak zbiér {x:p,(x)=1} jest
przedziatem [a, b], to za §rodek liczby A przyjmuje si¢ zazwyczaj liczbe L—l—z_té
lub nawet dowolng liczbe z przedziahlu [a, b].

4. Inne sposoby interpretacji wyniku

W przypadku wyznaczenia rozmytej NPV istotne jest stwierdzenie, czy warto$¢
ta jest wieksza od zera. Dla liczby rozmytej nie jest to jednoznaczne. Jednym ze
sposob6éw stwierdzenia dodatniodci liczby rozmytej moze by¢ postuzenie sig
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Wskaznikiem p, mierzacym stosunek pola obszaru pod wykresem funkcji
gestosci dla dodatnich argumentéw x do wielkoSci pola pod calym wykresem
funkcji gestosei. Jest to oczywiscie mozliwe do obliczenia, gdy pola te sa

- 14
skoficzone. Dla danych z przyktadu 2 wskaZnik ma warto$¢ p =15 Im wigkszy

wskaznik p, w tym wigkszym stopniu liczba rozmyta uznana jest za dodatnia.

W przypadku poréwnywania wielu projektéw inwestycyjnych potrzebne
Moze byé poréwnywanie wielu liczb rozmytych. Jest to zagadnienie majace
liczne rozwigzania. Kilka z nich przedstawionych zostato w pracy [3].

W zagadnieniach zwigzanych z planowaniem inwestycji uwzglednia si¢
‘oraz czesciej wiele wskaznik6w i stosuje wiele réznorodnych metod oceny
Inwestycji. Uznalem wigc za celowe schematyczne przedstawienie pewnej
Propozyciji. Tak jak inne i ta propozycja moze byé brana pod uwage. Jej
skuteczno$¢ mozna bedzie oceni¢ dopiero po wielu latach praktyki.
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APPLICATION OF FUZZY NUMBERS OF L-R CLASS FOR
CALCULATIONS OF NET PRESENT VALUE

Summary

The basis of the valuation of the investment project is its profitability. This can be
estimated using various criteria and indices. One of the indices is the net present
value, known as NPV. When calculating NPV we might encounter problems
connected with today’s estimation of the future flows and the values of discount
rates needed for the calculations. In this paper a proposition of application of fuzzy
number of L-R class for calculation of NPV is put forward. Like other methods, this
method might be taken into account. Its efficiency may be evaluated only after
several years of practice.




