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UKLADANIE ,,PROSTYCH” ZADAN
Z EKONOMETRII

W praktyce dydaktycznej czesto prébuje sig opracowac takie zadania
Polecajace wyznaczenie parametréw klasyczng mnk, zeby po rozwiazaniu za-
dani okazywato sig, Zze parametry wyrazaja sig .prostymi" liczbami (np.
liczbami catkowitymi), Parametry .modelu uzywane sa bowiem zwykle do
dalszych obliczen i .proste" liczby sa wygodne., W artykule chcemy przed-
Stawic péwne podejscie do opracowywania takich zadan wykorzystujace wkta-
snosci uktadu réwnan normalnych.

1. Ukiad réwnann normalnych

Niech f(a,X) oznacza model ekonometryczny, w ktorym a = (ai)i=1 1
200

Jest wektorem parametréw, natomiast X = (XJ)jél,...,J jest - wektorem
2Zmiennych objaéniajacych. !

Przypusémy na chwile, ze dysponujemy macierzga X = (-X1 ) wynikéw ob-
serwacji zmiennych objasniajacych oraz wektorem y=(y1) wynikéw obser~
wacji zmiennej objasnianej Y (1=1,...,L; 3=1,...,3), przy czym L> I.
Przy danej macierzy / X i danym wektorze Y wyznaczony = klasyczng mnk
Wektor parametréw s minimalizuje sumg kwadratow reszt

i :

S = el = L( -f)2
Zl Z A Lt Y
L=1 L=1

gdzie fl = f(a.xl) jest wartoscia z modelu dla l-tej obserwacji,
x) = (xll""'xla) jest wierszowym wektorem wynikéw obserwacji

zmiennych objasniajacych w obserwacji l-tej, tzn. jest l-tym wierszem
macierzy X.
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Wektor a minimalizujacy sume kwadratéw reszt speinia - jak wiadomo -
- uktad réwnan normalnych

L EEY ot i
8%
Oczywiscie i
2
a< Z el> b 9 2
' 95, M=y 1
da; day & 93y
2 2
ael . a(yl-fl) = -2(y1-f ) _a-fi 2 el a i
= - 1 = - i *
6ai day aai
gdzie Ofl
; Ofqe= 3;: 5

Dla wektora a minimalizujgcego sumg kwadratéw reszt przy danych obser=-
wacjach X, y speiniony jest wigc ukiad réwnan

L

Zau 8p =0  (i=1,...,I).

L=1
Z tego wkasdnie uktadu réwnarh mozemy skorzystac opracowujac (generujac)ta-
kie wartoéci zmiennych, ktérym odpowiadaja .proste" liczbowo rozwigzania
zadan,

2. Procedury generowania wartos$ci zmiennych

Pierwsza procedura. Polega ona na wygenerowaniu, przy danym wektorze
a i danej macierzy X, takiego wektora y, by po zastosowaniu klasycznej
mnk do wynikéw obserwacji {y§ } otrzyma¢ wektor parametréw ag réwny
danemu wektorowi a. Postgpowanie moZe polegac¢ na nastepujgcym:

1° Ustalamy .prosty" liczbowo wektor parametréw a,

22 Ustalamy macierz X,

e Przy danym wektorze a i danej macierzy X rozwigzujemy ukkad

L
(1) Zau 87 =0 (w1 tiENT)
L=1
wzgledem e; (1=1,....L).
4° Poszukiwanie wartosci Y1 obliczamy ze wzoru

(2) yp = f; + e (Lae )
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UkZad (1) jest uktadem jednorodnych réwnah liniowych wzgledem €reeer®
Wspdtczynniki tego ukiadu
af(a,xl)

(3) 011 -
aai

(i=1,..¢'13 1=1,._.,L)

83 znane, gdyz a oraz X; sa dane. Ze wzgledu na zatozenie L>1I uk -
tad réwnan (1) ma rozwigzanie niezerowe, tzn. istnieje speiniajacy (1)
uktad liczb €qee

ST ktédrych przynajmniej jedna jest rdézna od ze-
ra, Jesli el...,eK sa rozwiazaniami ukladu (1), ek = (el)1 i Lt

rozwiazaniem uktadu jest tez liniowa kombinacja wektoréw el,_,_,e“

: k
2; c, e
Symbolem ¢, ©znaczono wspéiczynniki kombinacji nie bgdace rdéwnoczesnie
zerami,
Druga procedura. Polega ona na wygenerowaniu, przy danym wektorze a oraz
danym wektorze e, takiej macierzy X, by stosujac klasyczna mnk do
wynikdéw obserwacji {yi X} otrzymac wektor ag réwny danemu wektorowi
a. Procedura moze polega¢ na nastepujacym:
12 Ustalamy .prosty” liczbowo wektor parametréw a.
2° ustalamy wektor reszt e = (31)1;1

srecegl
3° Przy danym wektorze a i danym wektorze e rozwigzujemy ukiad

L af(a,x )
(4) Z 1 el = 0 (iﬂl,....I)
L=1
wzgledem X13 (l1=1,...,L; j=1,...,3). Otrzymujemy wéwczas macierz X.
4° Wartosci Yq obliczamy wediug wzoru
(s) yy = d{aoxi) e ey e S C1=15000NL),

gdzie wektory Xy sa rozwiazaniami etapu 30.

Uktad (4) jest ukiadem I jednorodnych réwnarn wzgledem X14° Réwnania
te sg na ogét nieliniowe wzglgdem Xy bowiem na ogét nieliniowe wzgleg=-
dem X1j o@ pochodne af(a,xl)/ day. Wspbdkczynnikami tego ukladu sa
reszty ej.

Procedura druga jest obliczeniowo trudniejsza od procedury pierwszej,
gdyz wymaga rozwigzania ukiadu I na ogéi nieliniowych réwnan z L*J nie-
wiadomymi. Procedura pierwsza sprowadza sig natomiast do znalezienia roz-
wigzania ukiadu I réwnah liniowych z L niewiadomymi. Niekiedy  wygodnie
Jest korzystac¢ jednoczesnie z obu procedur np. generalnie stosujac pro-
cedurg pierwszg mozemy dokonywa¢ lokalnych poprawek macierzy X za pomoca
procedury drugiej.
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3. Przypadek szczegélny =~ model liniowy

Przyjmujemy, Ze

L
(6) f= Z a; Xy .
i=1 ‘
W szczegdlnosci, jesli ay jest wyrazem wolnym modelu, to XJ=1. 5
- 4
Tak wiec fl = zg a; X4 oraz
Lef of,
(7) ail e a;: - xli.
UkXad réwnan (1) badz (4) przyjmuje zatem postac
b, 4 |
(8) YN vl O i (Tn{s il T)
¢ &=

Procedura pierwsza sprowadza sig¢ do znalezienia wektora reszt e ortogo-
nalnego wzgledem kazdej kolumny danej macierzy X.1 Procedura druga -
- do znalezienia macierzy X, ktérej kazda kolumna Jest ortogonalna
wzgledem ustalonego wektora e. \

W ukladzie réwnan (8) nie wystepuja parametry a;. Oznacza to; 2e - na
przyktad - wektor e wyznaczony.przy danej macierzy X jako rozwiazanie
uktadu (8) moze byc wykorzystywany przy réznych ustalonych wektorach
parametréw a.

Do generowania wartodci zmiennych wykorzystywanych pézniej w celu uzy-
skania .prostego" wektora a dogodniejsza - w przypadku modelu liniowego~
wydaje sig procedura pierwsza. Generowanie wektora Yy mozna wéwczas
zrealizowac poprzez prébowanie réznych wektordéw reszt przy danym wek-
torze a i danej macierzy X, tak aby spetniony byl ukkad (8).

Przykiad 1
Rozpatrujemy model liniowy f-31X1 + a5, Réwnania odpowiadajace ukia-

dowi (8) maja postad

L L
(9) an e; =0, Z e, = 0,
L=1 L=1

2 Przy danej macierzy X uktad (8) jest uktadem I réwnarh o L ,niewia-
domych“ resztach e,. Macierz X majgca peiny rzad kolumnowy zawiera I
wierszy liniowo ni%zaleinych. Nic nie tracgc na ogélnosci przyjaé moz-
na, ze sg to wiersze o numerach 1,...,I, Poniewaz elementy x;,(1,i=1,.,,I)
tych wierszy tworza macierz nieosobliwa, 'z uktadu réwnan (8)

1 L

LZ X1 € @ - Z X1 € GARTY, & T)

9 L=I+1 /
wynika, Ze znajdujac wektor e tylko L-I jego skladowych(np.el+1.....eL)
mozna przyjac¢ dowolnie. Pozostate sktadowe, w tym przypadku €qre00:0p 82

liniowa funkcja skiadowych €, qreee 08 . Méwi o tym np. H.Theil w[l] na
s.215. 3
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Przyjmijmy, 2e przy macierzy X,

S

-

I O T T
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=

-

?

chcemy ustalié taki wektor vy, azeby wektorem parametréw modelu wyz-
naczonym klasyczna mnk byk

3
a = .
2

Tabela 1
1 2 2 3 3 4 4
%11 ki 1 A 214 ) 21 21 1
1 1 0 0 1 -1 1
2 1 2 -1 -2 25 =1 S
3 0 0 1 3 =1 -3 3 9
4 -4 -16 -1 = -1 -4 2 8
5 1 5 2 10 -1 -5 -2 -10
6 0 0 o1 -6 -1 -6 =1 -6
7 0 ) 1 7 7 -2 -14
8 1 8 -1 -8 1 8 2 16

W tabeli 1 podano przykiady réznych wektoréw o spekiniajacych przy po-
danej macierzy X postulaty (9). Procedura ustalania tych wektoréw po-

legata na prébowaniu réznych wartosci e, z jednoczesnym kontrolnym
sprawdzaniem na ile speinione sa postulaty (9). Oczywiscie kazdy wek-
tor bedacy liniowg kombinacje tych wektordow speinia tez postulaty (9),
Symbolem Eji w Tabeli 1 oznaczono ,kontrolne” wartosci X114 €1 przy
probowanych wartosciach .
Przyjmijmy dla dalszych obliczer pierwszy wektor reszt, tzn. e = e .

\ Poniewaz wektorem wartosci fl =3 X34 +2 Jesi

[ 5] (6] M 1]
8 ? 9 1
1% 11 0
14 10 -4

f= 17 | wigec y = f + e= 18 bowiem e = 1|

20 20 0
23 23 0

L 26 | 127 | i lj
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Tekst zadania mdgiby byc sformutowany nastepujaco:
«do wynikéw obserwacji

x11“1l2|3l4|5|6|7|8

vy “6 |9 |11 [1o|18 |zo | 23 |27

dopasowac klasyczna mnk funkcje f = a; Xy + ay",

Mozna sprawdzic¢, ze model wyznaczony na.podstawie podanych wynikéw obser-
we>ji ma postac f = 3X; + 2,

Niekiedy na speiniajace uklad (8) reszty e; mozemy narzucac pewne do-
datkowe postulaty. W dalszym ciggu rozwazymy dwa takie postulaty - aby
oszacowanie wariancji skiadnikéw losowych wyrazako sig .prosta" . liczba
oraz aby oszacowanie wspéiczynnika autokorelacji sagsiednich skXadnikoéw
losowych byto .proste" liczbowo. Zatozymy, ze liczba wynikéw obserwacji
L znacznie przekracza liczbe parametrow I, bowiem dodatkowe postula-
ty oznaczaja wprowadzenie dodatkowych warunkéw oprécz warunkéw (8).

«Proste" oszacowanie wariancji skiadnika losowego

Przyjmijmy zatozenia klasycznej regresji liniowej. Realizacja nieobciazo-
nego estymatora wariancji skladnika losowego (ocena wariancji skktadnika
losowego) jest woéwczas

L
2 S ¢ 2
(10) 8° = =7, gdzie S = 25 ey -
L=1

Chcemy wygenerowac takie wartosci zmiennych, aby 32 wyrazato sig¢ ,.pro=-

sta" liczbg. Wartosc 32 (albo s) wystepuje bowiem we wzorach okresla~

Jacych np. szacunkowe btedy dérednie, wariancje prognozy. Zagadnienie wy=~

znaczania reszt gwarantujacych okredlong wartosc¢ s© sprowadza sig w

istocie do wyznaczenia reszt e charakteryzujgcych sig okreslong suma

kwadratéw S. Mozna to uczynic¢ na dwa sposoby: odpowiednio normujgc wek-

tor reszt spekiniajacy uklad réwnah (8) albo wyznaczajac spelniajacy uk=
tad (8) wektor reszt, przy ktérym S ma okreslong wartosé,

Normowanie wektora reszt

Niech e oznacza niezerowy wektor reszt speiniajacy ukiad (8) przy
danych wynikach obserwacji zmiennych objasniajacych. Poniewaz wtedy réw-

niez wektor e, =¢Cao speinia uktad réwnarn (8) dla dowolnej réznej

od zera stalej c, zawsze mozna dobra¢ te stata tak,aby
U

(11) D62, = s.
L=1

Naturalnie

(12) c
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Przykiad 2
Na podstawie wektora e = el z Przykladu 1 wyznaczy<¢ taki wektor reszt
e+ przy ktdérym 92 = 30.

Poniewaz L = 8 oraz I =2 takiej ocenie wariancji skladnika losowe-
go towarzyszy suma kwadratéw reszt S = 180, Suma kwadratéw reszt e; wy-

‘nosi 20 (zob.Przykiad 1) i dlatego c =]/£§% = 3. Tak wigc wektorem

reszt, ktéremu odpowiada zalozona warto$c 82 Jest

i 31 8]
3 11
0 11

Chos =12 | 1 sted y =1 +e=| 2.

3 20
0 ] 20
0 23

L 3 L29

Tekst zadania mégiby brzmie¢ nastegpujaco
.na podstawie wynikéw obserwacji

2 3 4 w5l 6 |£75]1 8
erd e )

11 l 2 |2o lao |23 |29

klasyczng mnk wyznaczyé parametry modelu f = a; Xy + as. Oszacowaé¢ wa~
riancje skiadnika losowego”.

Mozna sie przekona¢, Ze modelem wyznaczonym na podstawie przytoczonych
danych jest f = 3X, + 2, a ocena wariancji sktadnika losowego ma  war-
tod¢ s2 = 30,

To czy reszty e ; ¢@ liczbowo .proste" czy nie, zalezy - przy danych
resztach e; spelniajgcych (8) - od stalej normujgcej c. Gdyby w przy-
ktadzie 2 chodzio o otrzymanie s = 10, odpowiedni mnoznik zastosowa-
ny do wektora 91 celem otrzymania wektora e, bytby réwny c = /3.
Reszty e, nie bytyby .proste"” liczbowo. Dlatego wygodniej jest wyzna-
czaé reszty bezpo$rednio z ukiadu (8).



62

Bezposrednie wyznaczanie reszt

W tym wypadku mozna zastosowac procedure pierwszg i przy danym wekto-
rze a oraz danej macierzy X prébowac rézne wektory reszt e, przy kté-
rych speiniony jest ukiad (8), i przy ktérych suma kwadratéw reszt jest
réwna zalozonej wartosci S, W praktyce wygodnie jest znaleZ¢ rozlozenie
S na skiadniki ef, a nastgpnie numerom obserwacji .tak przyporzadkowac
(brane z odpowiednimi znakami) pierwiastki tych skiadnikéw aby speiniony
byt ukiad (8). W szczegélnosci, jesli model zawiera wyraz wolny, roz-
tozenie S na sktadniki musi byc takie, by mozliwe byio uzyskanie zerowej
sumy reszt.

Przykiad 3

3

Chcemy przy f = a,X) + a, i wektorze a = [ ] oraz macierzy X podane}j

o
w Przykladzie 1 wygenerowac taki wektor y, azeby s = 1, tzn. azeby

s = 6.

Rozozenie S na skladniki moze by¢ na przyktad nastgpujgce
{4,1,1,0,0,0,0,0}, {1,1,1,1,1,1,0,0} . Uwzgledniajac drugi warunek (9)
- postuluje on by suma reszt byta zerowa -~ moglibysmy przykladowo dla
pierwszego roztozenia S rozwazyc ukiad reszt {2.-1,-1, pozostate O} %
Przyporzadkowujac odpowiednie wartosci .numerom obserwacji w taki spo=-
s6b, by speiniony byt pierwszy warunek (9) mamy na przykiad 3

[£0% el _OW

-1 0 =1

0 0 0
B 2275 Lotall. i A

0 0 2

-1 2 0

) 0 0

L 0 | | -1 ] [ -1 |

Tym wektorom reszt odpowiadajg wektory y = f + e
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e r 1 o] [ e
5 . 5 5 5
7 8 7 8
11 11 11 11
16 13 14 14
y'= 17 | * v? = 17|+ y> = 19|« ‘@dyz f=liof
. 19 22 20 20
23 23 23 23
| 26 | 1258 _zsj | 26 |

Przyjmijmy pierwszy wektor y. Zadanie mogioby mie¢ nastepujece brzmie-
nie
«Na podstawie wynikéw obserwacji

‘-{H5|7l11l16|17 19|23|26

2 2| o el s e e

wyznaczyc¢ klasyczna mnk parametry modelu f = ay; Xy + ay i oszacowac od-
chylenie standardowe skladnika losowego".

Mozna sig przekonac, ze 8, =3, a5 =2, 8s=1,

wProste"” oszacowanie wspdiczynnika autokorelacji skXadnikéw losowych.

Przyjmijmy, ze skadniki losowe generowane sa przez proces autoregre-
syjny rzedu pierwszego

(13) g E) =QEj_q + Y (1 =...,-1,0,1,...)
gdzie |9|<1; natomiast Ul jest skadnikiem losowym speiniajacym za-

tozenia klasycznej regresji liniowej.
Oszacowaniem wspgiczynnika ¢ jest
L

291 i

(14) ro= ok
HASHCY Rui
DhsTNe
\=2 =2

gdzie 2 (1=1,...,L) sa resztami modelu wyznaczonego klasyczna mnk.Chce-,
my tak wygenerowa¢ wartosci zmiennych azeby r wyrazalo sie .prosta"”
liczba. Przykiadowo jesli bowiem . r jest istotnie rézne od zera, to pa-
rametry modelu nalezaXoby wyznaczy¢ uogdlniona mnk, w ktérej mavierz
uogélnionych wag jest funkcja r, badZz tez klasyczna mnk na podstawie
danych przekszta%conychv'xil " X34F X344 yT Y Y Vet

Z uwagi na to, ze r Jjest do$¢ skomplikowana funkcja reszt z klasycz-
nej mnk w obecnym zagadnieniu dogodniejsza wydaje sie procedura druga
(generowanie macierzy X przy danym wektorze parametréw a i danym wek=-
torze reszt e)., Procedura moze polega¢ na nastepujgcym:

b Ustalamy .prosty” liczbowo wektor a.
28 Ustalamy taki wektor reszt e, Ze na podstawie wzoru (14) otrzymamy

ztozong wartosc r,
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3° Przy danym wektorze e generujemy macierz X speiniaj@ca postulaty
(8 ) Sy :

35 Obliczamy wartosci Y, = 25 a; Xj4 .gdzie Xy; S8 rozwiazaniami

=1
etapu 30 {(1a19mn R Ut a1 0 ),

W szczegélnosci, jesli zaklada sig, ze model zawiera wyraz wolny,to wek~-
tor e nalezy tak ustalié, azeby suma reszt byta zerowa. W etapie 3°
generowalibysmy wdéwczas wartosci autentycznych zmiennych objasniajacych
(nie bedacych zmienna sztuczna przyjmujaca wartosc 1).
" W praktyce ustalajac wektor e wygodnie jest przyjac, ze kwadraty resz=-
ty pierwszej i ostitniej Sﬁ‘réwne. Wowczas mianownikiem wzoru okresla-
Jgcego r Jest Ze%: Zei_l .

L=2 L=2
Przykiad 4

Chcemy aby wektorem parametréw modelu f = a, X, + a, Wyznaczonego kla-
syczng mnk byt a =[2}, a wspéiczynnik r byt réwny O,5.
n

Przyjmijmy, ze §3e1 v 52 el SjiimeE; Przy zatozonej wartosci r=0,5
wektor reszt musi wiec byc taki iz 2581 €1.4 = 4. Ponadto wobec wy-

stepowania wyrazu wolnego, suma reszt DY by¢é zerowa. Wektorami reszt
speiniajacymi te postulaty sg na przyklad

) W Fiy 0
1 ~0}5 0,6
2 =1 1
0 -1,5 0,6
=1 0 1,2
1 2 3 .
O e =155 G S et B0 TER | RS s [ Re0 v
=1 1 )
0 1 ‘ -0,8
0 1,5 =072
R0 [ 0/l j£R0 |

Druga kolumng macierzy X jest kolumna jedynek bowiem L8y Jest wyrazem

wolnym. Ustalajac wektory e zachowalisémy warunek }EVIZ e = 22 e; =0.

L=1 L=1
Pozostaje wygenerosac pierwsza kolumne macierzy X, tzn. wygenerowac war-
tosci X14 (1=1,...,L) tak, aby speiniony byl warunek 23 X14 €1 = 0.
3 L=1

Wezmy wektor e = el. Wektorem X, = (xli) speiniajacym ten postulat jest

na przykiad
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, bowiem e= ke
|=1
-1
0

0
Logd A0

Poniewaz zaloéyliémy, 28 f = 2X, + 1 wiec przy tym wektorze X4

0O N OO OO0 A O UV O N

" 15 ] ey 15 ]
17 18
ik 3 13
19 13
9 8
f = 13 i w rezultacie y = f + e = o8l
17 16
17 5 17
P i) 3.5
Gl | el | 13 |

Tekst zadania mégiby mie¢ formg nastgpujaca:
«Na podstawie wynikdéw obserwacji

Y I 15 | 18 | 13 I 13 ‘ 8 l12 | 16 ! 17 ‘ 15 ‘ 13

R | lee | 5| 6| a]s B B e R

Wyznaczyc klasyczna mnk parametry modelu f = a,X; + a, oraz oszacowac
wspéiczynnik autokorelacji skiadnikéw losowych”. Mozna sig przekonac, ze

‘dla tych danych a,=2, ay=1 oraz r=0,5. Ponadto 2<n1 (to ostatnie

Zapewnilismy sobie poprzez ustalenie L=10 i ustalenie takich reszt, ze

523% = 8),

L={

4. Przypadek szczegélny - modele nieliniowe

Korzystajac z przedstawionych procedur mozna generowacC wartosci zmien-
nych modelu nieliniowego gwarantujacych ,proste" liczbowo wartosci para=~
metréw tego modelu.

Generowanie jest szczegdlnie proste w przypadku modeli liniowych wzgle-
dem parametréw, Wielkosci ail sa wtedy funkcjami (nie koniecznie 1li-
niowymi) wartosci zmiennych obja$niajacych, co sprawia, Ze =zastosowanie
pProcedury pierwszej (generowanie reszt przy danych wartosciach ' zmien-
nych objasniajacych) jest numerycznie prostsze niz zastosowanie proce-
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dury drugiej (generowanie wartosci zmiennych objasniajacych przy danych
resztach modelu). Generowanie reszt dla modelu liniowego wzgledem pa~-
rametrow nie rézni sig istotnie od generowania reszt dla modelu linio-
wego. Trzeba tylko zamiast oryginalnych zmiennych obja$niajacych braé
«pomocnicze” zmienne objasniajgce, bedace okreslonymi funkcjami orygi-
nalnych zmiennych objasniajgcych. Np. w przypadku paraboli trzeba brac

2
zmienne 21=1. zz=x, Z3=X .

Generowanie wartosci zmiennych dla modelu nieliniowego wzgledem pa-
rametréow moze by¢ rozumiane dwojako: (a) jako wygenerowanie warto$ci Qry-
ginalnych zmiennych, przy ktérych stosujac bezposrednio klasyczna mnk
do modelu nieliniowego otrzymuje si¢ zalozone wartosci parametréw tego
modelu, (b) jako wygenerowanie wartosci zmiennych formy zlinearyzowa-
nej (jesli ona istnieje) w taki sposéb, ze parametry badz inne charak-
terystyki zwigzane z formg zlinearyzowang sa .proste"” liczbowo, To os~-
tatnie mozemy zrealizowa¢ wediug pfocedur podanych dla przypadku modelu
liniowego biorac jednak pod uwage zmienne formy zlinearyzowanej.

Generowanie wartosci zmiennej objasnianej modelu nieliniowego, ktéry
zamierza sig wyznaczyc¢ bezpos$rednio klasyczna mnk ilustruje

’

Przyktad 5

Chcemy wygenerowa¢ takie wartosci Yy zmiennej Y modelu potegowego
a

Te=tay X12, aby przy wektorze wartosci zmiennej objasnianej

xS [ USSR Sea 5 BN 7 R e |

wektor parametréw modelu wyznaczony klasyczna mnk byi rdéwny a = [g].
a ‘
Dla modelu potggowego f = a1X12 , Przy podanych warto$ciach parametréw,

uktad réwnan (1) przyjmie nastgpujaca postac

L
iel xi, =0, D, %11 @1 = O
L= L=1
Przykladowe wektory reszt speiniajgce podany uklad rdéwnaf przedstawiono
w Tabeli 2. W ostatniej kolumnie tabeli podano wektor reszt et bedacy
liniowa kombinacja trzech pierwszych wektoréw reszt

2 3

4 1 02 e

e =0,6e" +0,4c¢

Do dalszych obliczen przyjmiemy wektor ot'a e. Wektorem wartosci
Tmad xii jest

3] e Eatai]
12 0 12
27 1 28

f= e « a poniewaz e=|0 dlatego y = 48 g

75 -1 74
108 ' (o} 108
147 -1 146

| 192 | bl | 193 |
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Tabela 2
1 "3 3 4
811 21 oL a1 o1
1 3 0 2 1,0
2 0 2 -6 -0,4
3 1 0 1 0,8
4 0 0 1 0%
5 -1 0 1 -0,4
6 0 -2 1 -0,6
7 -1 0 O '006
8 1 1 -1 0,8
Tekst zadania mégiby brzmiec¢ nastepujaco:
«do wynikéw obserwacji
Xl 2 3 4 5 ‘ 6 l 7 I 8
Y 4 “ g 28 48 74 l 108 | 146 I 193
a,

dopasowac¢ klasyczng mnk funkcje' f = ay X1 .

Wyznaczony na podstawie przedstawionych danych mcdel bedzie mial postac
2
7 *

Generowanie wartoséci zmiennych modeli nieliniowych przy ustalonych war-
todciach parametréw tych modeli moze by¢ zastosowane dla oceny jakosci
réznych sposobdéw wyznaczania parametréw modeli nieliniowych. Jesli  bo-
wiem znany jest ,punkt docelowy", ktérym jest ustalony wektor parame-
tréw modelu i materiak liczbowy, przy ktérym po zastosowaniu klasycz-
nej mnk otrzymuje sie@ ten zatozony wektor parametréw, to bardzo tatwo
mozna ocenic¢ szybko$¢ z jaka algorytmy diteracyjne zblizaja sie do tego
punktu, bgdz odlegto$c parametréw uzyskanych tymi algorytmami od .punktu
docelowego”.

f=3X

5. Ustalenie wgpdiczynnika zbieznosci

Model wyznaczony na podstawie wygenerowanych wartosci  zmiennych moze
Zle pasowa¢ do wartosci zmiennej objasnianej. Ograniézmy sie do przy-
padku modelu liniowego z wyrazem wolnym. Dopasowanie takiego modelu do
wartoséci zmiennej obja$nianej mozna oceni¢ za pomoca wspdéiczynnika zbiez-
nosci wz, ktéry =~ po prostych przeksztatceniach ~ mozna wyrazic¢ wzorem

S S

= = ’

(15) Wz = —— —
My-h2  D-H%s s+ F
L=1 L=1
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) g L

gdzie Bym GE = Y s= > (v - fia
L=1 {

Przy generowaniu wartosci zmiennych modelu liniowego pozZadana wartosd

wspélézynnika zbieznosci mozna zagwarantowac sobie na dwa sposoby

- wymuszajac niskg wartosc S,

- wymuszajac wysoka wartosc F. ;

Pierwszy sposéb sprowadza si¢ do ustalenia speiniajacego ukiad (8) wek-

tora reszt charakteryzujacego sig niska suma kwadratéw. Szerzej na te-

mag generowania reszt pisalismy w paragrafie 3 przy okazji omawiania

procedur generowania reszt, przy ktdérych ocena wariancji skladnika loso~

wego ma okre$lona warto$c. Ten sposéb moze jednak okazaé¢ sig zawodny w

sytuacji gdy takze F jest'ma%a liczba.

Bardziej niezawodnym i prostszym sposobem jest wymuszenie - przy danym
wektorze reszt e - wysokiej wartosci F poprzez zmiang skali wartosci
z_modélu {i w konsekwencji poprzez zmiang poziomu warto$ci zmiennej ob-
jasnianej, gdyz sa one sumg wartosci z modelu i reszty). Rozpatrzmy dwa
wyrazenia

> :
- L
2 LA
(16) F = Z (fl-?) oraz F = i (cfl-cf) . c? Z(fl-f) .
L=1 L=1 L=1
Wartosci z modelu odpowiadajace wyrazeniu ¥
c-krotnie mniejszych niz wartos$ci z modelu odpowiadajace wyrazeniu F,

Zadamy sobie pytanie czy mozna dobrac takie jednostki miary wartosci z

mierzone sa w jednostkach

modelu (a wigc czy mozna dobrac¢ taka wartosc stalej cz), aby wspdiczyn~
nik zbieznosci byX rdwny ustalonej liczbie wz®?. Z réwnania (15) wynika,
2e wartosc owej statej jest rowna
. o
(17) c2=1'wz ‘§-

F

WZo

Poniewaz c2 (a tym bardziej c) wyznaczona wediug (17) nie musi wyra-
zac¢ sig..prosta" liczba, wygodniej =zamiast postulatu wz=wz® postawic
postulat, aby wspdiczynnik zbieznosci byt co najwyzej réwny stailej wz®.
Wlartosc £e rozwiazujaca ten problem speinia nieréwnosc

12
wz®

2

\Y4

(18) , c

Tjn

Sposrdod wartosci & speiniajacych postulat (18) mozna zawsze wybrac
wartosc bgdaca .prosta“ liczba.

Zauwazmy na zakonczenie, Ze zmiana jednostek miary warto$ci z modelu
oznacza zmiang wartos$ci parametrow przy danych wartosciach zmiennych ob-
jasniajacych i danych resztach. Jest bowiem

¥
cfy = 22 (cay) Xiqs

L=1
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Tak wigc je$li model o parametrach a; wyznaczamy na podstawie wyge-
Nerowanych danych liczbowych { f+oe! x} nie jest dobrze dopasowany do
tych danych, to dobrze dopasowany jest model o parametrach a, = cay,
Wyznaczony na podstawie danych {ci + eﬁ X} . Wspbdiczynnik zbieznosci dla
tego modelu nie przekracza wzo, jesli c¢ speinia nierdwnosc (18).

Przykiad 6

Wspdiczynnik zbieznodéci dla modelu f = 2X, + 1 wyznaczonego klasyczna
mnk na podstawie danych liczbowych wygenerowanych w Przykladzie 4 , wy-
nosi wz=0,108, co jest wartoscia niezbyt mala. Jakie .proste" parame-

try modelu o %ej samej postaci i jakie wartosci zmiennej objasnianej
gwarantuja - przy tych samych wartosciach zmiennej objadnianej i przy
tym samym wektorze reszt co W Przyktadzie 4 - wspbékczynnik zbieznosci

réwny co najwyzej 0,05?
Poniewaz S=8, a F=66 dlatego
2> 0,95, LA
0,05

tle

Do dalszych oblicze# przyjmiemy, ze c®= 4, a stad

[ 30 ] C o] [ 30]
34 1 \ 35
22 2 24
26 ) 26
f= 2f= | 18 |, a poniewaz e = | ~1 |, stad y = £, +e=| 17
26 -1 | 25
34 -1 | 33
34 ) 34
30 0 30
| 26 | 0% |26

Model wyznaczony klasyczna mnk na podstawie warto$ci zmiennych objasnia-

chych podanych w Przyktadzie 4 i wygenerowanych tu wartosci zmiennej
Objasnianej ma postac f*_- 4X, v+ 2 1 charakteryzuje sig wspdiczynni-
kiem zbieznodci wz_ = 0,029.

*
Dodajmy, Ze ocena wariancji skladnikdéw losowych'oraz ocena wspéiczynni-

ka autokorelacji sktadnikéw losowych pozostaje - w poréwnaniu z wynika-
mi uzyskanymi w Przyktadzie 4 - nie zmieniona, poniewaz nie zmienilié-
Ny reszt,
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Construction of ,Easy" Econometric Problems

Summary

In the paper there is presented the problem of generating such a sta-

tistical material that the least squares method gives estimates in the
form of .simple numbers", and the models themselves have some additional
properties. The following conditions are given:

for the vector of numbers to be a vector of residuals of an econometric
model of given .simple" estimates obtainable by standard least square
method on the basis of statistical matefial {yix}. where x stands for
a given matrix of observations on exogeneous variables, and y stands
for a vector of observation on endogeneous ivariable dependent on the
residuals vector

for the vectors of numbers to be columns of a matrix X, which is the
basis for standard least squares method to produce ,simple” estimates
of parameters and the given residuals vector. '

Certain suggestions concerning the generation of statistical material
providing .simple" least square estimates of parameters of linear econo-
metric models, a given variance of disturbance terms, a given estimate
of coefficient of autocorrelation of disturbance terms and a given co-
efficient of determination are also given in the paper.




