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Wstep

Problem rozdzialu (podziatu, przydziatu, alokacji) pewnego zestawu niepo-
dzielnych débr pomigdzy n oséb moze by¢ zdefiniowany nastgpujaco (zob. [1],
[3], [4])". Dany jest skoficzony, m-elementowy zbiér X={A, B, C,...} ztoZony
z niepodzielnych, niejednorodnych débr (moga to by¢é przedmioty materialne na
przykiad domy, meble, maszyny lub niematerialne — stanowiska w pewnej
instytucji, miejsca na uczelni, wyjazdy na staze zagraniczne itp.). Przedmiotami
ze zbioru X zainteresowanych jest n 0séb ze zbioru N={1, 2,..., n} (n<m),
przy czym zakladamy, ze osoba i posiada preferencje w zbiorze X, przed-
stawione za pomoca ostrego liniowego porzadku P; (tzn. niemozliwe sa
rownowaznoSci mi¢dzy przedmiotami ze zbioru X). Chcemy kazdej osobie
przyporzadkowa¢ dokiadnie jedno dobro tak, zeby w jak najwigkszym stopniu
uwzglednié preferencje wszystkich oséb.

Formalizacja podanego zagadnienia wymaga precyzyjnego sformutowania
warunkéw, ktére powinna spetnia¢ odpowiednia ,reguta przydziatu”. Przez
regul¢ przydzialu (ktéra dalej bedziemy nazywali réwniez ,,mechanizmem
rozdzialu”) rozumiemy funkcjg, ktéra kazdemu ciagowi preferencji
(Py, P,, ..., P,) przyporzadkowuje iniektywne (tzn. réznowartoSciowe) odwzo-
rowanie zbioru N w zbiér X (odwzorowanie to wyznacza przydziat kazdej
osobie dokladnie jednego dobra ze zbioru X). W literaturze sformutowano wiele
warunkow, ktore powinna spetniaé ,,dobra” reguta przydziatu. Bada si¢ zwiazki
migdzy tymi warunkami oraz charakteryzuje si¢ rézne reguly przydziatu za
pomoca réznych uktadéw tych warunkéw. Na przyktad w pracy [4] Svensson

! Problem, kt6ry rozwazamy, jest szczegblnym przypadkiem ogblnego problemu
sprawiedliwego podziatu, ktérym zajmowat si¢ m.in. H. Steinhaus (zob. [2, [5]).
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udowodnit, ze pewne warunki nazywane w literaturze warunkami neutralnosci,
niemanipulowalnosci (strategy-proofness) 1 ,niewladczodci” (nonbossiness)
jednoznacznie charakteryzuja tzw. regule kolejkowa, tzn. regute, wedtug ktérej
najpierw ustawiamy osoby w pewnej kolejnosci (tworzymy ,.kolejke”), a na-
stepnie przydzielamy dobra zgodnie z ta kolejnoscig (pierwsza osoba w ,,kolej-
ce” otrzymuje najlepsze dla siebie dobro, a kazda nast¢pna — najlepsze sposrod
tych, ktére nie zostaty wczesniej przydzielone).

W pracy definiujemy tzw. uogélniona regule¢ kolejkowa i dowodzimy, ze
jest to jedyna reguta, spetniajaca warunek Pareto-optymalno$ci. Charakteryzu-
jemy tez reguly Pareto-optymalne i neutralne oraz formutujemy (dla regut
Pareto-optymalnych) warunek wystarczajacy niemanipulowalnodci. Przedsta-
wione wyniki sa czgSciowg odpowiedzia na problem postawiony przez Svens-
sona [4], dotyczacy pelnej charakteryzacji regul Pareto-optymalnych, neutral-
nych i niemanipulowalnych.

1. Mechanizmy rozdzialu débr

Zat6zmy, ze ustalone sa zbiory X i N. Ostrym liniowym porzadkiem w zbiorze
X nazywamy relacj¢ w zbiorze X, ktéra jest przechodnia, asymetryczna
i zupetna. Ostry liniowy porzadek ustawia elementy zbioru X w jednoznacznie
okreSlonej kolejnosci, a wigc wyznacza pewna permutacj¢ zbioru X. Jesli na
przyktad X={A, B, C}, to zapis P: BCA oznacza, ze liniowy porzadek P usta-
wia element B na pierwszym miejscu, C — na drugim, a A — na trzecim. Dla
elementow x, y€ X bedziemy tez uzywali zapisu x>y zamiast xPy (0znaczaja-
cego, ze x jest lepszy od y w sensie relacji P). Zbiér wszystkich ostrych
liniowych porzadkéw w zbiorze X bedziemy oznaczali przez L(X), a n-krotny
iloczyn kartezjanski zbioru L(X) przez siebie — przez [L(X)]".

Rozdziatem dobr ze zbioru X pomigdzy osoby ze zbioru N nazywamy
iniekcje (funkcje réznowarto$ciowa) ze zbioru N do zbioru X. Rozdziat débr
polega wigc na przyporzadkowaniu (przydzieleniu) kazdej osobie doktadnie
jednego dobra ze zbioru X, przy czym zadnego dobra nie mozna przydzielic
dwém réznym osobom (jeSli m>n, to oczywiScie pozostang dobra nieprzy-
dzielone zadnej osobie). Zbiér wszystkich iniekcji ze zbioru N do zbioru
X bedziemy oznaczali symbolem I(N, X).

Mechanizmem rozdziatu débr nazywamy funkcje ze zbioru [L(X)"] do
zbioru I(N, X). Mechanizm rozdziatu przyporzadkowuje wigc kazdemu uktado-
wi preferencji indywidualnych (P,, P,, ..., P,) pewien rozdziat débr, innymi
stowy pokazuje, jak nalezy rozdzieli¢ dobra pomig¢dzy osoby przy danych




Pareto-optymalne mechanizmy rozdziatu débr niepodzielnych 217

preferencjach tych oséb. Przyktadowo, zapis M(P,, P,, P3)=BAC oznacza, Ze
przy zastosowaniu mechanizmu M (i przy preferencjach Py, P,, P,), pierwszej
osobie zostalo przydzielone dobro B, drugiej — A, trzeciej — C, tzn.
M(Pp Pz’ P3)(1)=B, M(Pl’ Pz’ Ps)(2)=A, M(Pp P2v P3)(3)=C-

Najprostsze mechanizmy rozdzialu sa to mechanizmy ,kolejkowe”. Zat6z-
my, ze dane s preferencje (P, P,, ..., P,) oraz pewna permutacja zbioru N,
oznaczona przez 0. Permutacja 6 wyznacza pewng kolejnos¢ oséb (,.kolejke”),
a mianowicie 6 (1), 6(2), ..., 6(n). Rozdziatem zgodnym z kolejnosciq é nazywa-
my rozdzial polegajacy na tym, ze osobie 6(1) przydzielamy dobro znajdujace
si¢ na pierwszym miejscu jej listy preferencji (oznaczmy je przez d,), osobie
0(2) — dobro znajdujace si¢ na pierwszym miejscu listy preferencji tej osoby, ale
po odrzuceniu dobra d; (dobro przydzielone osobie ¢(2) oznaczamy przez d,)
itd. Inaczej moéwiac, osobie o(k) przydzielamy najlepsze dla niej dobro
w zbiorze X\{d,, d,, ..., dy_}. Mechanizm kolejkowy zgodny z kolejnosciq,
0 jest to mechanizm, ktéry kazdemu ciagowi (P, P,, ..., P,) przyporzadkowuje
rozdzial zgodny z kolejnoScia (rozdziat ten bedziemy oznaczali symbolem
Q(Bie RSl

Przyklad 1. Zaté6zmy, ze N={1, 2, 3} oraz X={A, B, C}, P,:BAC,
P,:CAB, P5:BCA. Kolejka 6=312 (tzn. w pierwszej kolejnosci dokonujemy
przydziatu trzeciej osobie, potem pierwszej, a na koficu drugiej, czyli 6(1) =3,
0(2)=1, 6(3)=2), wyznacza rozdziat d(P,, P,, P3)=ACB (tzn. pierwsza
osoba otrzymuje dobro A, druga — C, trzecia — B).

Przyktad 2. Podajemy przyktad mechanizmu, ktéry nie jest mechanizmem
kolejkowym dla zadnej kolejki o (zbiory X i N sa takie same jak w poprzednim
przyktadzie). Jesli osoby 1 i 2 maja rézne preferencje, to dokonujemy przydziatu
zgodnie z kolejnoScia 312, a jeSli osoby 1 i 2 maja jednakowe preferencje, to
przydziat jest zgodny z kolejnoscia 1 2 3. Wéwczas na przyklad dla preferencji
P, :BAC, P,:BAC, P5: BCA otrzymujemy rozdzial 6(P,, P,, P;)=BAC.

Zdefiniujemy teraz rézne wlasnoSci mechanizméw rozdziatu. Sg to wtasno-
Sci, ktére powinny mie¢ ,,dobre” mechanizmy rozdziatu débr.

Moéwimy, ze rozdzial f: N — X jest Pareto-optymalny, jesli nie istnieje
rozdzial g:N — X taki, ze g(i)P; f(i) lub g(i)=f(i) dla kazdego i oraz
g(i) P; f(i) dla przynajmniej jednego i. Inaczej moéwiac, rozdzial jest Pare-
to-optymalny, jeSli nie mozna polepszy¢ sytuacji zadnej osoby, nie pogarszajac
przy tym sytuacji innej osoby. Mechanizm rozdzialu M bedziemy nazywali
Pareto-optymalnym, jesli M(P,, P,, ..., P,) jest rozdzialem Pareto-optymalnym
dla kazdego ciagu preferencji (P, P,,..., P,).
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Druga wazng wiasno$ciag mechanizméw rozdziatu jest tzw. neutralno$¢.
Mechanizm M jest neutralny, jes§li wyznaczony przez ten mechanizm rozdziat
M(Py, P,, ..., P,) zalezy tylko od ,struktury” preferencji Py, P,,..., P,, a nie
zalezy od tego, jakie konkretne przedmioty s ustawione na listach preferencji
P,, P,, ..., P,. Formalnie wlasno$¢ taka mozna zdefiniowa¢ nast¢pujaco. Dla
danej relacji P;€ L(X) oraz danej permutacji u: X — X definiujemy relacje¢ P za
pomocg zaleznoSci:

xPiyeu@)Puly) &, yeX).

Dla danej funkcji f: N— A definiujemy funkcje f#: N— A za pomoca wzoru:
frO=p"1f@)  (ieN).

JeS§li M jest mechanizmem rozdzialu, to definiujemy mechanizm M* na-
stgpujaco:

MEC R B = TM B o2 &

Mechanizm M bedziemy nazywali neutralnym, jesli dla dowolnych prefe-
rencji Py, P,, ..., P, 1 dowolnej permutacji p: X— X spelniony jest warunek:

M(PY, P%,..., PY=M*(Py, Py, .., P,).

Przyklad 3. Zat6zmy, ze P, : BAC, P, : CAB, P5: BCA. OkreS§lamy permuta-
cje u:X—X nastepujaco: u(A)=B, u(B)=C, u(C)=A. Woéwczas P|:ACB,
P, :BCA, PL:ABC. Zatézmy, e M(Py, P,, P;)=BCA. Wowczas
M*(P,, P,, P3)=p"'(BCA)=ABC. A wigc jesli mechanizm M jest neutralny,
to musimy mie¢ M (P, P4, P5)=ABC.

Zdefiniujemy teraz mechanizmy niemanipulowalne. Sa to mechanizmy,
ktére nie pozwalaja zadnej osobie, poprzez podanie nieprawdziwych pre-
ferencji, na polepszenie swojej sytuacji (tzn. otrzymanie dobra lepszego
od dobra, ktore ta osoba otrzymataby, gdyby podata prawdziwe preferencje).
Zdefiniujemy najpierw, dla danej relacji P;€ L(X), relacj¢ stabej preferencji
Q; za pomoca WZzoru:

xQ;yxPyvx=y.

Mechanizm M nazywa si¢ mechanizmem niemanipulowalnym, jesli dla
dowolnej osoby i€ N oraz dla dowolnych preferencji Py, P, ..., P;, ..., P, oraz
’ 3 5 .
P! spetniony jest warunek:
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tzn. jesli przy dowolnych preferencjach Py, ..., P;, ..., P, dobro przydzielone
osobie 7 jest dla tej osoby co najmniej tak samo cenne jak dobro przydzielone tej
osobie w sytuacji, gdy osoba ta deklaruje inne preferencje P;, a pozostate osoby
pozostaja przy ,starych” preferencjach Py,..., Pi_y, Piyqyees Py

Interesujaca jest interpretacja niemanipulowalnosci na gruncie teorii gier.
Jesli dla danego mechanizmu M okreSlimy gre G (M), ktorej uczestnikami sa
osoby ze zbioru A, ich decyzjami — preferencje ze zbioru L(X), a wyptatami
— dobra przydzielone poszczegdlnym osobom, to mechanizm M jest niemanipu-
lowalny, jesli w grze G (M) wszystkie mozliwe uktady decyzji (P,, P,, ..., P,) sa
rownowagami Nasha?.

2. Uogolnione mechanizmy kolejkowe

Mechanizmy kolejkowe zdefiniowane w poprzednim punkcie wymagaty jedno-
znacznego okreSlenia kolejnoSci os6b, ktére wybieraja dobra zgodnie z ta
wczeSniej ustalong kolejnoScia. Kolejno$¢ ta nie zalezy wige od preferencji
deklarowanych przez wybierajace osoby. Mechanizm taki mozna uogdlnic,
zakladajac, ze kolejno§¢ wyboru moze zaleze¢ od struktury preferencji po-
szczegblnych osob. Mozemy na przyklad przyjaé, ze kolejno$¢ wybierania jest
inna przy jednakowych preferencjach, a inna przy zréznicowanych preferen-
cjach (zob. przyklad 2). Mechanizmy tego rodzaju nazwiemy wuogdlnionymi
mechanizmami kolejkowymi. Aby je formalnie zdefiniowaé, wprowadzamy
nastepujace oznaczenia. Zbiér wszystkich permutacji zbioru N oznaczymy
symbolem P(N). Je§li o€ P(N) oraz (Py, P,,..., P,) jest pewnym ciagiem
preferenciji, to 6(P,, P,, ..., P,) oznacza rozdziat débr zgodny z kolejnoscig J.
Niech F bedzie funkcja ze zbioru [L(X)]" do zbioru P(N).

Definicja. Uogdlnionym mechanizmem kolejkowym wyznaczonym przez
funkcj¢ F:[L(X)]"—P(N) nazywamy mechanizm M, zdefiniowany za
pomoca wzoru:

Me(P by Oy = BB RS e PO LB Rt b

Uog6lniony mechanizm kolejkowy dziala wigc w sposéb nastgpujacy. Dla
dowolnego  ciagu  preferencji  (P,, P,,..., P,) tworzymy  kolejke

% Na takg interpretacje niemanipulowalno$ci zwrécit mi uwage prof. Antoni Smoluk.
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F(P,, P,,..., P,), a nastgpnie dokonujemy przydzialu zgodnego z ta kolejka
(przydzial ten oznaczony jest symbolem [F(Py, P,,..., P)I(Py, P,,..., P)).
Oczywiscie jesli funkcja F jest stata, tzn. jesli dla dowolnych Py, P,, ..., P,idla
pewnej ustalonej permutacji 6, F(P,, P,, ..., P,) =0, to uogdélniony mechanizm
kolejkowy jest mechanizmem kolejkowym zgodnym z ¢ opisanym w poprzed-
nim punkcie.

Okazuje si¢, ze uog6lnione mechanizmy kolejkowe sa jedynymi mechaniz-
mami Pareto-optymalnymi. Prawdziwe jest bowiem nast¢pujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1. Mechanizm M : [L(X)]" — (N, X) jest mechanizmem Pare-
to-optymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest uogolnionym mechanizmem kolejkowym.

Dowdd. Eatwo sprawdzié, ze rozdziat zgodny z kolejnoscia o jest Pare-
to-optymalny. Jesli bowiem osoba d (k) otrzymuje przy tym rozdziale dobro dj,
to polepszenie sytuacji tej osoby moze si¢ odby¢ tylko przez pogorszenie
sytuacji ktérej$ z oséb 6 (1), 6(2), ..., d(k—1) (gdyz dobra lepsze od dobra d, dla
osoby (k) zostaly wybrane wcze$niej przez osoby d(1), 6(2), ..., o(k—1).
Wynika stad, ze kazdy mechanizm kolejkowy, a takze kazdy uogélniony
mechanizm kolejkowy jest Pareto-optymalny. Zat6zmy teraz, ze pewien mecha-
nizm M jest Pareto-optymalny. Aby udowodnié, ze jest to uogélniony mecha-
nizm kolejkowy, wystarczy udowodnié, ze dla kazdego ciagu (Py, P, ..., P,)
istnieje kolejka J taka, ze rozdziat M(P,, P,, ..., P,) pokrywa si¢ z rozdzialem
0(Py, P, ..., P,). Udowodnimy najpierw pomocniczy lemat.

Lemat. Jesli rozdziat M jest Pareto-optymalny, to istnieje osoba, ktdra przy
tym rozdziale otrzymuje najlepsze dla siebie dobro.

Dowdd. Dla n=1 lemat jest oczywisty. Przyjmijmy wigc, ze n =2. Zal6zmy
nie wprost, ze przy rozdziale M kazda osoba otrzymuje dobro, ktére znajduje si¢
na drugim lub na dalszych miejscach jej listy preferencji. Niech osoba
i otrzymuje przy rozdziale dobro d;. Znajdziemy ciag 0séb ¢ (1), ¢(2), ..., @ (k)
oraz ciag dobr Cotty Coy s+ Cotiy © nast¢pujacych wiasno$ciach:

(W1) Coy> A, dla 0soby @ (1) (1= I k)

(W2) dobra Coty Coay s Couy S rozne migdzy sobg i r6zne od

wszystkich débr d; dla i# ¢@(1), ¢ (2),..., @ (k).

Znalezienie ciagu débr o powyzszych wiasno$ciach oznacza, Ze rozdzial
M mozna ,,polepszy¢”, przydzielajac kazdej osobie @(¢) (=1, 2, ..., k) dobro
€, Zamiast dobra dw) (a wszystkim pozostatym osobom te same dobra co
poprzednio). Bedzie stad wynikalo, ze rozdziat M nie jest Pareto-optymalny.
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Ciag (1), @(2), ..., @(k) konstruujemy rekurencyjnie w nast¢pujacy spo-
sOb:
Krok 1. Wybieramy dowolnie osob¢ ¢ (1) i znajdujemy dobro C,a lepsze od
d,, dla tej osoby (takie dobro istnieje na mocy zalozenia).

Krok 2. Zatézmy, ze znaleZliSmy juz dobra Cotty Cory = Com takie, ze
spetniony jest warunek (W1) dla r=1, 2, ..., r. Rozpatrujemy trzy przypadki:

Przypadek 2.1. Dobro ¢, jest r6zne od wszystkich dobr d; (i=1, 2, ..., n).
Wéwcezas przyjmujemy k=r, tzn. ciagiem c jest ciag ¢

0 JestJedn’ym vi dol?r dm(l)., ey ) ZalOZmy na
(1<i<r). Wowczas jako ciag Cortyr+r Couy PIZYI-
o

o+ Cogy A0

o1y "2 Coey
Przypadek 2.2. Dobro ¢
przyktad, ze dw)=

mujemy ciag ¢

Cw(r)

oy Copu+nr Copy

Przypadek 2.3. Dobro ¢, jest jednym z dobr d; dla i @(1), ..., @(r—1).
Przyjmujemy woéwcezas ¢(r+1)=i, a wigc d(p(r+l)=C<p(r)' Znajdujemy dobro
C oy 1y takie, Ze Cotrs l)>d(p(,_+ ,, dla osoby ¢ (r+1) i przechodzimy do kroku 2
(podstawiajac r: =r+1).

Poniewaz Cotr) #cl(p(,_),
mozliwosci.

Eatwo zauwazy¢, ze podana procedura zatrzymuje si¢ po skonczonej liczbie
krokow (bo zbidr oséb jest skonczony) i ze otrzymany ciag Coty > Coqy TA
wiasnoSci (W1) i (W2). Wiasno§é (W1) w oczywisty sposéb wynika z konstruk-
¢ji podanego ciagu, a wlasno$¢ (W2) wynika z nastgpujacych faktow:

wiec przypadki 2.1, 2.2 i 2.3 wyczerpuja wszystkie

W €,y =8y0p Coy =gy 1 Coum1y= Loy . :
(ii) ¢, jest rowne d, ) lub jest r6zne od wszystkich d; (i=1, 2,..., n),
(iii) dobra d . d, ), - d(P(k) sa parami rozne 1 rozne od dobr d; dla

i#¢(l),..., p(k) (bo przy podziale M wszystkie osoby otrzymuja
rézne dobra).

W ten sposéb zakonczyliSmy dowdd lematu.

Na podstawie powyzszego lematu wnioskujemy, ze dla rozdziatu
M(P,, P,,..., P,) (ktory jest z zalozenia Pareto-optymalny) istnieje osoba i,
ktéra otrzymuje najlepsze dla niej dobro (powiedzmy d;). Mozemy wigc przyjacé
0(1)=i. Odrzucajac ze zbioru X dobro d;, a ze zbioru N osobg i, otrzymujemy
znowu rozdzial Pareto-optymalny 1 analogicznie jak poprzednio wyznaczamy
osobg 6(2). W ten sam sposéb mozemy wyznaczy¢ cala kolejk¢ 0 i tatwo
zauwazy¢, ze rozdziaty M(Py, P,, ..., P,) i 6(P,, P,,..., P,) sa identyczne.
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3. Charakteryzacja mechanizm6w neutralnych
i Pareto-optymalnych

Rozwazmy ponownie funkcje F: [L(X)]" — P(N), generujaca uog6lniony mecha-
nizm kolejkowy. Bedziemy méwili, ze funkcja F jest niezmiennicza ze wzgledu na
permutacje w zbiorze dobr (w skrcie: niezmiennicza), jesli spetniony jest warunek:

F(P!, P%, ..., PY=F(P,, P, ..., P,)

dla dowolnego ciagu preferencji (P,, P,,..., P,) oraz dowolnej permutacji
niX—X.

Okazuje sig, ze uogodlnione mechanizmy Kkolejkowe generowane przez
niezmiennicze funkcje F sa jedynymi mechanizmami, spetniajagcymi warunek
neutralnosci i Pareto-optymalnoSci. Prawdziwe jest bowiem nastgpujace twier-
dzenie.

TWIERDZENIE 2. Mechanizm M : [L(X)]" — I(N, X) jest mechanizmem Pare-
to-optymalnym i neutralnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest uogolnionym
mechanizmem kolejkowym, generowanym przez pewnq, niezmienniczq, funkcje
F:[L(X)]" = P(N) (tzn. M =My).

Dowé6d. Mechanizm M dla funkcji niezmienniczej F jest oczywiscie
Pareto-optymalny, co wynika z twierdzenia 1. Aby udowodnié, ze jest to
mechanizm neutralny, wystarczy zauwazy¢, ze kazdy mechanizm kolejkowy
jest neutralny. JeSli bowiem ¢:N — N jest kolejka, a pu:X — X dowolna
permutacja i rozdzial o(PYy, P%, ..., P%) przydziela osobie i dobro d;, to roz-
dziat o(P,, P,, ..., P,) przydziela osobie i dobro u(d;), a wigc rozdziat
[6(P,, P,,..., P)]* przydziela osobie i dobro u~ ! u(d;)=d,. Stad

S(PY, PLyry PY=[6(Py, Pyy oy POI.

Oznacza to, ze mechanizm kolejkowy wyznaczony przez kolejk¢ o jest
neutralny. Dla dowolnego uogélnionego mechanizmu kolejkowego My, genero-
wanego przez niezmienniczg funkcj¢ F, mamy wigc:

M B P e B s L B R Bovaiseig) ] (B By By =
= H(Eye Bapeen b | (B R Rl ) =
= R P L (RO R iy ) |
=[Mp(Py, Py, ..., P)V,

czyli mechanizm M jest rowniez neutralny.
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Zalézmy teraz, ze mamy pewien mechanizm M, ktéry jest Pareto-optymalny
i neutralny. Z twierdzenia 1 wynika, Ze istnieje funkcja F taka, ze M =M.
W ogdlnym przypadku funkcja F nie musi by¢ niezmiennicza. Udowodnimy jednak,
ze jesli M jest neutralny, to istnieje niezmiennicza funkcja G taka, ze M, =M.

Aby zdefiniowa¢ funkcje G, ustalmy najpierw pewng relacje Pe L(X).
Zauwazmy, ze dla dowolnej relacji Q € L(X) istnieje doktadnie jedna permuta-
cja ¢:X—X taka, ze P=Q° WeZmy dowolna funkcje F:[L(X)]"— P(N)
i zdefiniujmy dla niej funkcj¢ G:[L(X)]" — P(N) nastgpujaco:

G(Plv P2a"~1 P"):F(P7 Pﬁ,---a P:’),
gdzie ¢ jest permutacjq taka, ze P=P1.
Udowodnimy nastgpujace fakty:
(F1) G jest funkcja niezmiennicza.

(F2) Jesli mechanizm M| jest neutralny, to M =M.

Fakt (Fl)—wynika stad, ze jeSli pu: X — X jest dowolng permutacja oraz P=P1, to
P=(P)" "t a wigc:
GLEHEDE e PE) = R (DR BA Y el DU ) =
= (PR R )= GBS B iPs)
Fakt (F2) wynika stad, ze je§li mechanizm M/ jest neutralny, G jest funkcja

niezmiennicza (a wigc M jest rOwniez neutralny), to dla dowolnego ciagu
(Py, P,, ..., P,) oraz dla permutacji ¢ takiej, ze P=P] otrzymujemy:

M(PI Payiy P = [Mp(Pry PR T =
= [B(PAIEBe ) (RARE S RS e

={G (B P PN (R R e ol | e

=[G(P, PS,..., PY) (P%, P5, ..., P9)]* " =
=[Mg(P:, P%y..., POI ' =My(Py, P,, ..., P,).

4. Niemanipulowalno$¢

Wiadomo, ze mechanizmy kolejkowe sa Pareto-optymalne, neutralne i niemani-
pulowalne (zob. [4]). WlasnoSci te nie charakteryzuja jednak wylacznie
mechanizméw kolejkowych, gdyz istnieja mechanizmy niekolejkowe, ktére sq
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réwniez Pareto-optymalne, neutralne i niemanipulowalne. Przyktad takiego
mechanizmu podat Svensson ([4], s. 563). W przyktadzie Svenssona wystepuja
4 osoby i 4 dobra. Dobra sgq wybierane w kolejnos$ci (oséb) 1, 2, 3, 4 oprécz
przypadku, gdy osoby 1 i1 2 posiadajg te same preferencje. Wowczas
kolejnoScia wyboru jest 1, 2, 4, 3. Z kolei uogdlnione mechanizmy kolejkowe,
nawet jeSli sa neutralne, moga by¢é manipulowalne, o czym S$wiadczy
naste¢pujacy przyktad.

Przyklad 4. Zatézmy, ze mamy trzy dobra, ktére chcemy rozdzieli¢
pomiedzy trzy osoby. Zatézmy, ze kolejka, zgodnie z ktdéra osoby te wybieraja
dobra, ma postaé 1, 2, 3, chyba ze preferencje wszystkich 0séb sg jednakowe
i wtedy kolejka ta ma postac 3, 2, 1. Jest to oczywiScie uogélniony mechanizm
kolejkowy, ktory, jak tatwo sprawdzi¢, jest mechanizmem neutralnym (dla
dowolnej permutacji u oba ciagi preferencji (P, P,, P5) oraz (P4, P4, P%) sa
albo jednoczesnie ciagami preferencji jednakowych, albo jednocze$nie ciggami
preferencji niejednakowych). Jest to jednak mechanizm manipulowalny. Jesli na
przyktad P, : ABC, P, :ABC, P,:ACB, to osoba 3 otrzyma dobro C. Jednak przy
zmianie preferencji P; na P : ABC, osoba ta otrzymataby dobro A, ktére jest dla
niej lepsze od dobra C.

Jak podaje Svensson, nie jest znana pelna charakteryzacja mechanizméw
Pareto-optymalnych, neutralnych i niemanipulowalnych. Ponizej (twierdze-
nie 3) podajemy przyktad warunku wystarczajacego, charakteryzujacego takie
mechanizmy (warunek ten jest spelniony przez przyktad Svenssona). W poda-
nym nizej twierdzeniu symbol F(Py, P,,..., P,)(I) oznacza numer osoby, ktéra
w kolejce F(Py, P,,..., P,) znajduje si¢ na pozycji /.

TWIERDZENIE 3. Jesli M. jest uogdlnionym mechanizmem kolejkowym oraz
dla funkcji F spetniony jest warunek:
(NM) Dla dowolnych preferencji Py, P,, ..., P, ..., P, oraz P}, jesli
LR oy B B K =T
to dla dowolnego l=1, 2, ..., k
s e b I D = B Her s e oy ()
to mechanizm My jest mechanizmem niemanipulowalnym.

Warunek (NM) oznacza, ze jeSli przy pewnych preferencjach osoba
i znajduje si¢ w kolejce na pozycji k, to przy zmianie preferencji tej osoby,
wszystkie osoby, ktére znajdowaly si¢ na pozycjach wezeéniejszych, zachowaja
swoja pozycje (to samo dotyczy osoby i).
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Dowdd podanego twierdzenia jest natychmiastowy. Teza twierdzenia wyni-
ka stad, ze jesli wszystkie osoby wybierajace przed osoba i ({acznie z ta osoba)
zachowuja swoje pozycje przy zmianie preferencji osoby i, to wybiora one
doktadnie te same dobra, ktére wybraly przy pierwotnych preferencjach osoby i,
a wiec osoba i w zaden spos6b nie moze polepszy¢ swojej sytuacji (poprzez
zmiang¢ swoich preferencji). '

Podane twierdzenie mozna uzna¢ za czeSciowg charakteryzacje mechaniz-
moéw Pareto-optymalnych i niemanipulowalnych (zauwazmy, ze nie zaktadamy
tutaj neutralno$ci). Otwarty pozostaje problem, czy warunek (NM) jest warun-
kiem koniecznym (a nie tylko wystarczajacym) niemanipulowalnosci.
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PARETO-OPTIMAL MECHANISMS OF ALLOCATION
OF INDIVISIBLE GOODS

Summary

In the paper we consider mechanisms of allocation of a finite number of indivisible
goods among a finite number of individuals. We define generalized queue
allocations and prove theorems about characterization of such mechanisms (using
properties of Pareto-optimality and neutrality). Our paper is a partial answer to
a question posed by Svensson (Social Choice and Welfare, 16, 1999, 557-567.
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