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W MODELU ZMIENNOSCI
STOCHASTYCZNE]

L. Modele zmiennosci stochastycznej

Stilndardowym modelem wyceny opcji na akcje jest model Blacka-Scholesa
(zob. [3]), w ktérym przyjmuje si¢, Zze cena akcji zmienia si¢ zgodnie
% geometrycznym ruchem Browna, tj. rozwiazaniem nast¢pujacego stochastycz-
N0 réwnania rézniczkowego:

dS,=uS,dt+aS,dW,, (1)

gdzie S, oznacza cen¢ akcji w momencie £, W, to standardowy proces Wienera,
K jest parametrem trendu (warto$cia oczekiwang chwilowej stopy zwrotu),
40 10 odchylenie standardowe chwilowej stopy zwrotu. Wielkos¢ o2 (wariancjg
Chwilowcj stopy zwrotu) nazywa si¢ czgsto zmiennosciq ceny akcji. W modelu

lacka-Scholesa zmiennosé jest stata. Jednakze wiadomo, ze model ten niezbyt
dobrze przystaje do rzeczywistoSci. Pewne obserwowane zjawiska sugeruja, ze
“Miennosé zmienia sig z czasem. Mozna to zauwazy¢, na przyklad obserwujac
SZ.aCUnki dziennej zmiennoSci cen akcji — réznice w poziomie tej wielkosci
Migdzy kolejnymi dniami sg zbyt duze, by daly si¢ wyttumaczy¢ tylko btgdami
OSZacowania, Innym takim zjawiskiem jest znany efekt volatility smile, ktéry
Polega na tym, ze zmienno$¢ ceny akcji szacowana z cen opcji na podstawie
WZ(_)TU Blacka-Scholesa (tak zwana zmiennos¢ implikowana) rézni si¢ od
miennogci obliczonej na podstawie obserwacji stop zwrotu akcji (tzw. zmien-
”"f_c‘i historycznej), przy czym réznice te sq najwigksze przy szacowaniu
miennogci na podstawie opcji o najnizszych i najwyzszych cenach wykonania.
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Wykres zmienno$ci implikowanej wzglgdem ceny wykonania opcji przybiera
charakterystyczny ksztatt litery U, skad nazwa tego efektu (np. [11]).

Jak si¢ okazuje, ceny akcji o wiele lepiej opisuja modele zmiennoSci
stochastycznej, tj. takie, w ktérych zmienno$é ¢ nie jest stala, ale
tworzy pewien proces stochastyczny. Modele te opieraja si¢ najczgsciej
na réwnaniu (1), ale o nie jest w nich parametrem, a jeszcze jednym
procesem w modelu'. Model zmienno$ci stochastycznej ma zatem postaé
nast¢gpujacego uktadu réwnan:

dS,=pS,dt+0,S,dW}, @)
o, =f(Y), 3)
dY,=a(t, Y)dt+p(t, Y)dW?, 4)

W powyzszym ukladzie f jest pewna funkcja, przyjmujaca wartoSci dodatnie,
a stochastyczne réwnanie rézniczkowe (4) opisuje dynamike procesu Y, ktory
generuje zmienno$¢ ceny akcji. W! i W2 to dwa standardowe procesy Wienera,
ktére moga byé ze sobg skorelowane, a ich wspétczynnik korelacji wynosi p.

Biorac rézne funkcje f oraz r6zne réwnania (4) i wartoéci p, otrzymujemy
calg klas¢ modeli. Ponizej przedstawiono najcz¢sciej stosowane modele.

o Model Hulla-White’a (zob. [12]): p=0, f(») =/,
dY,=aY,dt+DbY,dW}. ®)

Proces Y, jest tu geometrycznym ruchem Browna.
e Model Scotta (zob. [23]): p=0, f(y)=¢’,

dY,= —o(Y,—m)dt+pdW?. (6)

Proces Y jest wiec procesem Ornsteina-Uhlenbecka (zob. [19] lub [25]), ktory
charakteryzuje si¢ wlasno$cig powrotu do $redniej m.

e Model Steinéw (zob. [26]): p=0, f(y)=|y|, a dynamik¢ Y opisuje
roOwnanie (6).

o Model Balla-Roma (zob. [1]): p=0, f() =+/,

! Oczywiscie mozna takze proponowaé inne réwnania. Inna metoda jest modelo-
wanie calej gospodarki, a nastepnie wyprowadzenie z tego modelu procesu cen akcjl
jako procesu réwnowagi rynkowej. Zob. na przyktad [14], [15] lub [16].
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dY,= —o(Y,—m)dt+ B/ Y,dW?. (7)

Proces Y jest wigc procesem Fellera.

* Model Hestona (zob. [10]): funkcja fi réwnanie dynamiki Y sa takie same jak
W modelu Balla-Roma, ale teraz p #0 (najczgéciej przyjmuje sig, ze p <0, tj.
ze wyzsze ceny akcji powoduja mniejsza zmienno$¢).

s Nalezy wspomnieé, ze przedstawione wyzej modele zostaty zaproponowane
nie z dlatego, zeby szczeg6lnie realistycznie opisywaly przebieg cen akcji, ale
Taczej ze wzgledu na dobre matematyczne wlasnosci i mozliwo$é otrzymania
WZoréw na ceny instrumentéw pochodnych. Jest to szczegblnie widoczne
W modelu Hulla-Whita, w ktérym w dugim okresie zmienno$¢ ceny akcji ro§nie
do nieskoriczonogci (lub maleje do zera), co trudno uzna¢ za realistyczna ceche.

Jednak do$é realistyczny wydaje si¢ model Scotta, ktéry uwzglednia
Obserwowana faktycznie wlasno$¢ powrotu zmiennoSci do Sredniej. Dyskretne
Wersje tego modelu s3 uzywane w ekonometrii przy modelowaniu cen akcji
! Prognozowaniu zmiennosci (np. [6] i cytowana tam literatura).

2. Wycena warrantéw na podstawie modelu zmiennosci
Stochastycznej

R()ZWalZmy pewien instrument pochodny typu europejskiego, ktérego wyplaty
W momencie wykonania T zaleza od ceny akcji w tym momencie. Oznaczmy te
Wyplaty przez H=h (Sy). Przyktadem moze by¢ europejska opcja kupna o cenie
Wykonania K, kt6rej wyplaty wynosza

H=(S;—K)* =max{0, S;—K}. (8)

Klas)’CZnym problemem z dziedziny finans6w jest wycena instrumentu H, czyli
ijPOWiedi na pytanie, jaka powinna by¢ F,, cena tego instrumentu w momen-
&e0, Odpowiedz na to pytanie zalezy od przyjetego modelu cen akji.
W modelu Blacka-Scholesa cena wyraza si¢ dobrze znanym wzorem
?rlacka-Scholcsa (zob. [3]). Wz6r ten mozna wyprowadzi€¢, postugujac si¢
gumentem replikacyjnym, tj. konstruujac portfel ztozony z akcji i instrumentu
S:;ZbaWioncgo ryzyka, ktérego warto§¢ koficowa jest réwna wyplatom in-
‘ze“menlu .H (portfel taki nazywany jest strategiq replikujaca). Wiadomo takze,
" C€na ta jest rowna warto$ci oczekiwanej zdyskontowanych wyplat instrumen-
Wzgledem jedynej miary martyngatowej w modelu, Q (np. [7], [18], [24]).
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W modelu Blacka-Scholesa mozliwo$¢ tatwej wyceny dowolnego instrumentu
pochodnego wynika stad, Ze jest to model zupelny, tzn. dla kazdego instrumentu
pochodnego istnicje strategia replikujaca, a w modelu istnieje tylko jedna miara
martyngatowa.

Modele zmienno$ci stochastycznej sa modelami niezupetnymi — dla wigk-
szo$ci instrumentéw strategia replikujaca nie istnieje, a w modelu istnieje
nieskoficzenie wiele miar martyngatowych. Powstaje zatem pytanie, jak ,,po-
prawnie” wyceni¢ instrument pochodny. Wiadomo, Zze wycena wszystkich
instrumentéw powinna by¢ zgodna z pewna miara martyngalowg — tj. ceny
wszystkich instrumentéw musza, by¢ réwne warto§ciom oczekiwanym wzgle-
dem tej miary.

Najczesciej stosowana metoda jest zatem wybér pewnej miary martyn-
galowej w modelu, a nastgpnie obliczenie ceny wedlug tej miary. Miarg
martyngatlowa mozna wybieraé tak, aby byla w pewien sposéb bliska mierze
rzeczywistej P. Blisko$¢ t¢ mierzy si¢ Sredniokwadratowo (np. [20] lub [22]) lub
za pomoca wzajemnej entropii ([4], [27]). Niekiedy, cho¢ trudno to uzna¢ za
poprawne metodologicznie, przyjmuje si¢ po prostu taka miar¢ martyngatowa,
dla ktérej tatwo otrzymac analityczne wzory wyceny (np. [S]).

Inny spos6b polega na sparametryzowaniu zbioru miar martyngatowych za
pomoca pewnego procesu stochastycznego nazywanego premiaq, za ryzyko. Ceny
instrumentéw pochodnych wyraza si¢ wéwczas za pomocg premii za ryzyko.
Aby otrzymaé konkretne kwoty, nalezy przyja¢ jakie§ zalozenia na temat tego
parametru lub estymowaé go ekonometrycznie. Mozna takze estymowac ten
parametr, korzystajac z obserwowanych cen instrumentéw pochodnych, a na-
stepnie wykorzystaé go do wyznaczenia cen innych instrumentéw. T¢ metod¢
nazywa si¢ kalibracjg modelu. Zwykle stosuje si¢ ja wtedy, gdy chce si¢
wyceni¢ opcje egzotyczna, przyjmujac ceny prostych opcji kupna i sprzedazy
(opcji waniliowych) jako dane.

Mozna tatwo wykazaé (np. [8], rozdz. 2), ze cena instrumentu H w chwili
t w modelu Scotta wynosi

P,=E[e"*" T H], ©)

gdzie r jest stopa procentowg wolng od ryzyka, a warto$¢ oczekiwang liczymy
wzgledem miary martyngatowej Q7, kt6rej pochodna Radona-Nikodyna wzglg-
dem miary rzeczywistej P wynosi

e’

do? {0 Torge T
_Q_=cxp{__j(i‘—y_’) ds— [Edw! — [ y,dw?|. (10)
a PAaN 1AL 0 Sl -
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W powyzszym réwnaniu y jest premia za ryzyko. Funkcje wyceny P,(s,y),
Wyrazajaca ceng instrumentu w chwili 7 w zalezno$ci od aktualnej ceny akcji
§ 1 aktualnej wartoéci procesu Y,=y, mozna takze otrzymaé, rozwiazujac
nast¢pujace réwnanie rézniczkowe czastkowe:

— 52y 2 e

% le s 5)24_1/}2@_*_ ( 3P_
ot 2 ol Ak e "\’ 35

oP
Pj +(am =) =yt x ) 5=0 (D

Z warunkiem brzegowym P(7,s,y)=Ah(s). Jak latwo zauwazyC, jest to roz-
SZerzenie réwnania Blacka-Scholesa o wyrazenia zwigzane ze zmianami
Zmienno$ci oraz premig za ryzyko. Dla a= =0 réwnanie to redukuje si¢ do
Townania Blacka-Scholesa.

Réwnania (9)-(11) pozwalaja na obliczenie ceny instrumentu pochodnego,
ale obliczenia te moga by¢ bardzo trudne numerycznie. Réwnanie (9) wskazuje,
W jaki spos6b mozna wyznaczyé cen¢ za pomoca symulacji Monte Carlo.
Trzeba w tym celu wygenerowaé numerycznie duza liczbg trajektorii rozwiazan
Nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych:

as,=rS,dt+e"'S,dw}, (12)

dY,=-o(Y,—m)dt+y,+ pdW}? (13)

(DOSlugujqc si¢ na przyktad schematem Eulera i generatorem liczb losowych),
4 nastepnie dla kazdej trajektorii obliczyé wyplat¢ instrumentu pochodnego.

Ceng instrumentu otrzymamy, biorac Srednig z otrzymanych wyplat. Obliczenia
& mozna uproScié, postugujac si¢ wzorem Hulla-Whitea (zob. [12]):

P(s,y)=E"[P*(5,5%)| Y, =], (14)
gdzie PP (s, a2) jest cena Blacka-Scholesa w chwili 7, jesli cena akeji w tym

Momencie wynosi #, a wspélczynnik zmiennosci wynosi 2. Wielko$é > we
Wzorze (14) to zmiennosé efektywna, Ktéra wynosi

i
2R (TR YN,
& T_I!((. )2dt. (15)

W26r Hulla-Whitea jest poprawny nie tylko w modelu Scotta, ale w kazdym
nodelu zmiennodci stochastycznej, w ktérym procesy Wienera W' i W2 nie sy
Ze Soba «

€ Sobg skorelowane.




126 Pawet KLIBER

Innym sposobem latego obliczenia ceny jest wykorzystanie réwnania
rézniczkowego (11) i aproksymacji jego rozwigzania szeregiem potggowym
wzgledem zmiennej \/ £= 1/ \/&. Otrzymuje si¢ woéwczas nastgpujacy wzor na
cen¢ instrumentu pochodnego (zob. [8], rozdz. 5):

2 pBS 3 pBS
0*P 0°P ), (16)

P,szs-—(T——t)(stz—b—S—z—+ v3s3—5;3—

gdzie V, i V5 sa pewnymi stalymi. Zaleta tego rozwiazania jest to, ze stale V,
1 V3 mozna obliczy¢ na podstawie przebiegu volatility smile, bez wzgledu na to,
jaki model zmiennoSci stochastycznej generuje ceny akcji. Korzystajac ze
wzoru (16) mozna zatem skalibrowaé¢ model na podstawie obserwowanych cen
pewnych instrumentéw pochodnych, bez konieczno$ci bezposredniej estymaciji
parametrow.

3. Stopy zwrotu akcji notowanych na GPW
w Swietle modeli zmiennos$ci stochastycznej

Aby pokaza¢, w jaki spos6b mozna zastosowaé wycen¢ opcji na podstawie
modelu zmienno$ci stochastycznej, przeprowadzono symulacj¢ dla instrumen-
tow pochodnych na akcje notowane na Gieldzie Papier6w Warto$ciowych
w Warszawie. Pod koniec 2004 roku na gietdzie handlowato si¢ warrantami
kupna i sprzedazy na indeksy gieldowe i na akcje pojedynczych spoétek, a takze
opcjami na indeksy. Na gieldzie notowane sa warranty na akcje spolek
wystawiane przez dwéch emitentéw — BRE Bank i Beskidzkie Biuro Makler-
skie, przy czym pierwszy z nich emituje warranty typu europejskiego, a drugi
— warranty typu amerykafiskiego. Dalej rozpatrywane sa tylko warranty
emitowane przez BRE Bank.

Warranty BRE Banku emitowane sa w lutym, maju, sierpniu i listopadzie.
Serie te maja czteromiesigczny okres wykonania®. Warranty mogg byé wy-
stawiane na akcje nastgpujacych spétek: Agora, Computerland, D¢bica, Elekt-
rim, Kable, KHGM, Kredytbank, Optimus, Orbis, Pekao, PKN Orlen, Prokom,
Softbank, Swiecie, TP SA. W jednej serii emitowane sa warranty na akcje tylko

2 Oprécz tego BRE Bank emituje takze serie warrantéw szeSciomiesi¢cznych
(w trzech cyklach kwartalnych). Te instrumenty nie beda rozpatrywane w tym artykule.
Warunki obrotu i emisji, a takze opis standardow warrantéw mozna znaleZ¢ na stronie
internetowej Gietdy, pod adresem www.gpw.com.pl.
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kilku z wymienionych spétek. Pojedynczy warrant daje prawo do kupna lub
Sprzedazy 10 akcji, przy czym rozliczenie warrantu nastgpuje w gotéwce.
Wstepna cena warrantéw ustalana jest na podstawie wzoru Blacka-Scholesa.
Warranty te charakteryzuja si¢ bardzo niska plynnoscia. Transakcje nimi
zdarzaja sie $rednio raz na kilka dni.

W dalszej czgsci artykutu przeprowadzono symulacje, polegajaca na prob-
nej wycenie warrantéw kupna z serii, ktéra zostala wyemitowana w maju 2004
roku®. Dniem pierwszego notowania dla warrantéw tej serii byt 24 maja 2004
oku, a dniem rozliczenia — 17 wrze$nia 2004 roku. W serii tej zostaly
Wyemitowane jedynie warranty na akcje Elektrimu, PKN Orlen i TP SA. Dla
Potrzeb omawianego eksperymentu rozwazono (nieprawdziwa) sytuacje, w kto-
Iej wyemitowano warranty dla wszystkich mozliwych spélek, przy czym ceng
Wykonania warrantéw byla cena akcji w dniu pierwszego notowania warrantu
(tj. Sy =K). Celem jest bowiem hipotetyczne zbadanie mozliwoSci zastosowania
Mmodeli wyceny ze zmiennoscia stochastyczna, a nie wycena konkretnej serii
WarrantGw,

Aby sprawdzié, czy do wyceny warrantéw mozna zastosowaé modele
Zmiennogci stochastycznej, nalezy upewnié si¢, czy ceny akcji, na ktére
Warranty zostaly wystawione, zmieniaja si¢ zgodnie z modelem zmiennoSci
Stochastycznej. W tym celu policzono zmienno$é dzienna akcji na podstawie
danych intraday. Jako estymator zmienno$ci w dniu n postuzyla wielko$¢

63=i 3 (=% (17)
1

Ny i=1

8dzie T jest i-ta stopa zwrotu, zaobserwowang tego dnia, a 7, jest Srednig stopa
ZWrotu tego dnia. Liczba obserwacji tego dnia wynosita n,,. W estymacjach
Postuzono sie obserwacjami w odstgpach pélgodzinnych (przy czym stopy
ZWroty zostaly przeliczone na efektywne, dzienne stopy zwrotu). Rysunki 1-2
prZCdStawiajq wykresy otrzymanych wielkoSci @, (estymowanych chwilowych
Odchyler; standardowych dla stép zwrotu) dla okresu od 20 lutego 2001 do
' maja 2004 roku. Na rysunkach tych wida¢ wyraZnie, ze zmienno$¢ cen
adanych akcji nie jest stala i nie zmienia si¢ regularnie, ale jej przebieg jest
ardzo losowy. Istotne jest zatem stosowanie modeli zmiennos$ci stochastycznej

do opisy cen tych akcji.
\

Pominigta zostala wycena warrantow sprzedazy, poniewaz latwo ja otrzymac,

Korzycta:
O1Zystajac 7 parytetu kupna-sprzedazy.
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Rys. 1. Dzienna zmiennos¢ ceny akcji
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Rys. 2. Dzienna zmienno$¢ ceny akcji
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Rys. 3a-3c. Wykres kwantyl-kwantyl rozkladu zmiennosci ceny akcji wzgledem rozkiadu normalnego
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Rys. 4a-4c. Wykres kwantyl-kwantyl rozkladu zmiennosci ceny akcji wzgledem rozkladu normalnego
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Aby stwierdzi¢, czy mozna zastosowa¢ model Scotta, wykonaliSmy takze
wykresy kwantyl-kwantyl (QQ) empirycznych kwantyli logarytméw z zaobser-
wowanych zmienno$ci wzglegdem kwantyli rozkltadu normalnego. Wykresy te
zostaly przedstawione na rysunkach 3-5. W modelu Scotta, logarytmy zmienno-
$ci maja rozktad normalny. Jak fatwo zauwazy¢, dla wigkszoSci akcji logarytmy
zmiennoSci daja si¢ do$¢ dobrze opisa¢ rozktadem normalnym. Wyjatkiem s tu
akcje Debicy, Elektrimu, Kabli, Softbanku i Swiecia. Dla nich punkty na
wykresie odbiegaja od linii prostej, co sugeruje, ze rozklady nie sa normalne.

W wypadku tych akcji mozna by sprébowaé zastosowaé bardziej skom-
plikowane modele zmiennos$ci stochastycznej, oparte na rozktadach alfa-stabil-
nych i na procesach Leviego (zamiast na rozktadach normalnych i procesach
Wienera)*. Przekracza to jednak ramy tego artykutu.

4. Estymacja modeli zmiennosci stochastycznej

Aby dokonaé estymacji paramteréw modelu, przeksztalcono go najpierw do
postaci dyskretnej. W wersji dyskretnej stopy zwrotu modelu opisuja na-
stgpujace rownania:

r,=h¢;, (18)
Inh,=o0y+0;Inh,_+n,, (19)

gdzie ¢, i n, s niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych, przy
czym zmienne & maja standardowy rozktad normalny N(0, 1), a zmienne 1, maja
rozktad N (0, a:). W réwnaniach (18)-(19) r, jest stopa zwrotu akcji w chwili 7 po
usunigciu trendu. Estymacja modelu polega na oszacowaniu parametrow o, o,
i o2 Szacunki te sa o tyle trudne, Ze wartoSci h, nie sa obserwowalne
bezpo$rednio, a warto$ci obserwowalnych zmiennych r, zaleza od dwéch,
naktadajacych si¢ na siebie zaklocen losowych ¢, i n,. Niemozliwe jest analityczne
wyznaczenie funkcji wiarygodnosci dla obserwacjir, f(o,, o, o: |r), a obliczenie
jej numerycznie jest do§é skomplikowane. Nie mozna si¢ zatem postuzy¢
standardowymi metodami, polegajacymi na maksymalizacji wiarygodno$ci.
Do estymacji parametréw w modelu zmiennoSci stochastycznej postuzono
si¢ metoda symulacji Monte Carlo tanicuchami Markowa (MCMC — ang. Monte
Carlo Markov Chain)®. Metoda ta nalezy do grupy metod bayesowskich.

4 Zob. na przyktad [21].
5 Wiecej na temat metody MCMC mozna znalez¢é w [9]. Zastosowanie tej metody
do estymacji modeli Monte Carlo zostato zaproponowane w artykule [13]. Doktadniej-
szy opis zastosowanej metody mozna znalez¢ tez w rozdziale 10 ksiazki [28].
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Tabela 1. Wyniki estymacji modeli zmiennosci stochastycznej

Akcja %, o, a? em 1/a

Agora —3,06221 0,62033 0,60846 0,01773 2,63
(0,80187) | (0,0999) (0,13435)

Computerland | —3,26647 0,5975 0,76952 0,01729 2,48
(0,80473) | (0,09975) | (0,15729)

Debica —4,5682 0,48029 0,65956 0,01234 1,92
(1,02077) | (0,11632) | (0,13708)

Elektrim —3,29815 0,5422 2,27092 0,02726 2,18
(0,43106) | (0,05983) | (0,26827)

Kable —5,98541 0,28198 6,37669 0,01548 1,39
(0,45255) | (0,05206) | (0,46559)

KGHM —6,66354 0,12712 0,6117 0,02199 1,15
(1,16368) | (0,15218) | (0,13035)

Kredytbank —4,44647 0,53061 2,18136 0,00877 2,13
(0,76282) | (0,07975) | (0,31821)

Netia —2,95605 0,60859 2,56923 0,02291 2,55
(0,41011) [ (0,05339) | (0,34999)

Optimus —3,66405 0,51347 1,45649 0,02316 2,06
0,5372) | (0,07134) | (0,19542)

Orbis —2,66314 0,67369 0,49366 0,0169 3,06
(0,77852) | (0,09638) | (0,11104)

Pekao —4,54195 0,4411 0,49308 0,01719 1,79
(1,12285) | (0,1386) (0,12029)

PKN —5,57382 0,32268 0,45655 0,01633 1,48
(1,44214) | (0,17578) | (0,10858)

Prokom —2,92338 0,62316 0,59348 0,02068 2,65
(0,91348) | (0,11815) | (0,15947)

Softbank —3,58439 0,53131 1,37157 0,02184 2,13
(0,62829) | (0,08167) | (0,23392)

Swiecie —4,09696 0,5395 1,6556 0,0117 2,17
(0,64787) | (0,0728) (0,22808)

TP SA —2,61693 0,66524 0,37955 0,02007 2,99
(1,01264) | (0,1305) (0,11904)
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Podstawowy pomyst tej metody polega na utworzeniu taficucha Markowa,
ktérego rozkiad stacjonarny jest taki sam jak rozklad a posteriori szacowanych
Parametr6w. W omawianym wypadku parametrami beda o, o, i a a takze
nieobserwowalne chwilowe zmiennosci h,. Zakladamy, ze rozkladem a priori

: ml
Wektora parametréw o= (0, ;) jest N(ag, Co), a i xm. Metoda MCMC

Polega na tym, ze generujemy zmienne losowe o roz”k{adach réwnych warun-
kowym rozktadom a posteriori szacowanych parametréw, przy czym generujac
Zmienng, dla jednego parametru zaktadamy, ze warto$ci pozostalych paramet-
I0W s3 dane. I tak, zaczynamy od parametréw o. Warunkowym rozkladem
@ posteriori f(o|r,h, 02) jest rozktad normalny o wektorze §rednich a i macie-
IZy kKowariancji C, gdzne

n

) Z z,Inh,
Cil=2—1Cht 3=C(L——z—z—‘—+c<§lao),
n

PIzy czym z,=(1, In h,_,). W tym kroku generujemy zmienna losowa o takim
fozkladzie i traktujemy ja jako warto§¢ parametru o w kolejnych krokach.

W nastepnym kroku obliczamy rozktad warunkowy a posteriori parametru
o) » f(a7 |, h, ). Jak si¢ okazuje

n
mi+ Y. v?
t=2 N
g2 Xmin-10
n
&dzie v, =1np (— %o —0y Inh,_ ;. Generujemy zmiennq losowg o odpowiednim
r(’Zkladzm 1 traktujemy ja jako warto§¢ parametru a w nastgpnych krokach.

Nastepnie wyznaczamy rozklady zmiennych h,. Jak si¢ okazuje

3 2 2

f(h,|r,a,0%,h_)=Ah,~ cxp[ %;;—Sll%—&—z&)—], (20)

8dzie 4, = log(1 =)+ (Inhy .y +Inky, )], 0* =07 /(1 +a3), A jest statq nor-
Malizujacy, a h_, to wektor parametréw hy, ..., h, bez parametru h,. Generujemy
olejno zmienne losowe hy, ..., h, o rozkladzie (20) postugujac si¢ metoda Griddy
Gibbs, tj. aproksymujac dystrybuantc rozktadu funkcja odcinkami liniowa, przy
czy M wartoci tej funkcji obliczamy na podstawie gesto$ci prawdopodobiefistwa

20), Stosujac t¢ metode, nie musimy obliczaé wartoéci statej A.
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Powtarzajac opisane powyzej kroki, otrzymujemy taficuch Markowa zmien-
nych (o, aj, h). Rozktadem stacjonarnym tego taficucha jest rozktad a posteriori
estymowanych parametréw. Mozna zatem skorzysta¢ z twierdzen granicznych
dla proceséw Markowa i zastosowaé otrzymana trajektori¢ taficucha do
oszacowania parametréw. W szczegdlnoSci jako estymatory bierzemy Srednie
z préby, a wariancje z proby stuza jako szacunki wariancji estymatoréw.

W przeprowadzonych estymacjach modeli zmiennoS$ci stochastycznej doko-
nano 11000 iteracji dla kazdego modelu przy czym pierwsze 1000 iteracji
postuzyto jako ,rozruch”. Potrzebny jest on po to, aby upewnié sig¢, z€
symulowany taficuch Markowa zblizyt si¢ do swojego rozkladu stacjonarnego.
Do oszacowan wzig¢to wyniki pozostatych 10000 iteracji. Rysunek 6 pokazuje
przyktadowe otrzymane rozklady a posteriori dla parametréw o, o, i 03 akcji
Agory. Wyniki wszystkich estymacji zawiera tabela 1. Oprécz oszacowan
parametrow o, o, i 03 podano w niej takze odchylenia standardowe tych
oszacowafi (w nawiasach), a takze warto§¢ zmienno$ci w réwnowadze e"
i §redni czas powrotu do §redniej (w dniach), 1/o — por. réwnanie (6).

5. Teoretyczne ceny warrantéw BRE Banku
na akcje notowane na GPW

Znajac parametry modeli zmienno$ci stochastycznej, mozna dokonaé wyceny
warrantéw wystawionych na przedstawione akcje. Jak wczeéniej zaznaczono,
przyjeto, Zze cena wykonania warrant6w jest réwna cenie akcji w dniu ich
pierwszego notowania. Do wyznaczenia cen warrantéw postuzono si¢ row-
naniem (14). Aby wyliczyé warto$¢ oczekiwanga w tym réwnaniu zastosowano
symulacje Monte Carlo. Rozwiazano numerycznie réwnanie (6), postugujac si¢
schematem Eulera. Nastepnie dla kazdego rozwigzania wyznaczono zmienno$¢
efektywna, dang réwnaniem (15), przy czym do numerycznego obliczenia
odpowiedniej calki zastosowano metodg trapezéw. Dla otrzymanej efektywne]
zmienno$ci wyznaczono cen¢ Blacka-Scholesa. Symulacje t¢ powtdérzono
10000 razy, otrzymujac prébe zlozong z 10000 cen Blacka-Scholesa dla
ré6znych pozioméw zmiennoSci efektywnej. Cen¢ warrantu obliczono, bioraC
Srednia z tej proby.

Pozostaje jeszcze jeden problem, a mianowicie wyboru odpowiedniej premil
za ryzyko, y. GdybySmy dysponowali odpowiednio duza liczba obserwacji cen
warrantéw na badane akcje o r6znych terminach i cenach wykonania i gdyby$-
my mogli przyjaé, ze warranty te sa dobrze wycenione, wéwczas mogliby§Smy
skalibrowaé model, postugujac si¢ wzorem (16). Niestety, na polskim rynku jest
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10 niemozliwe do wykonania. Po pierwsze, liczba instrumentéw pochodnych,
ktérymi sie handluje, jest zbyt mata, a po drugie — ich ptynnoS$¢ jest zbyt niska,
aby mozna bylo zalozyé, Ze sa dobrze wycenione. Zatozenie o poprawnej
Wycenie przez rynek mozna bowiem przyjaé tylko wtedy, gdy liczba kupuja-
Cych i sprzedajacych, a takze liczba transakcji jest na tyle duza, ze sity rynkowe
POwoduja ustalenie si¢ ceny na odpowiednim poziomie. Na polskim rynku
liczba transakcji, a takze inwestoréw handlujacych warrantami jest zbyt mata,
by mozna bylo przyjaé to zatozenie.

Dlatego tez przeprowadzono kilka wycen dla r6znych wartoSci premii za
¥zyko, y, przy czym za kazdym razem przyjmowano, Ze premia jest stala.
Przeprowadzono kolejno wyceny dla®y=0, y=1, y=2, y=51y=10. Tabela 2
Przedstawia wyniki tych wycen. Dodatkowo, dla poréwnania, zamieszczono
W niej ceny Blacka-Scholesa badanych instrumentéw (kolumna oznaczona BS).

Tabela 2, Ceny warrantéw wyznaczone na podstawie modelu zmiennoSci
Stochastycznej i ceny Blacka-Scholesa

P
Akcja BS y=0 y=1 =2 y=5 y=10

Agora 3,33 4,55 14,94 39,17 44,50 44,50
Computerland 10,17 11,72 35,98 93,58 | 113 113
Debica 11,30 9,40 21,79 | 5233 | 129 129
Elektrim 1,62 2,13 5,48 9,31 9,60 9,60
Kable 6,31 7,33 13,63 | 2350 | 35 35
KGHM 2,19 2,94 4,94 837 | 2543 | 26,10
Kredytbank 0,95 0,71 1,82 471 9,20 9,20
Netia 0,28 0,91 2,68 4,11 4,13 4,13
Optimus 1,32 1,64 4,18 894 | 10,80 | 10,80
Orbis 227 231 006 | 2286 | 2350 | 23,50
Pekao 994 | 11,20 2489 | 5575 | 120,50 | 120,50
PKN 2.15 2,44 4,69 925 | 2819 | 2820
Prokom 1234 | 2086 69,72 | 167,90 | 180 180
Softbank 1,84 3,24 796 | 1717 | 2060 | 20,60
Swiccie 5,10 573 15,06 38,57 64 64
TP 57 0,95 1,61 619 | 1460 | 149 14,90

\

Z tabeli 2 wida¢, ze cena warrantu wynikajaca z modelu zmiennosci
[OChastycanJ jest nizsza niz cena Blacka-Scholesa, nawet je§li zalozy si¢ brak
Premij 7, ryzyko (y=0). Cena w modelu zmiennoSci stochastycznej szybko

6 . . . .

Przeprowadzono takze wycen¢ dla y=100, ktérej tutaj nie zamieszczono,

Ponieway, wyniki nie r6znig si¢ zbytnio od wynikéw wyceny z y = 10.

10
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ro$nie wraz ze wzrostem wysoko$ci premii za ryzyko. Wiadomo, Ze cena
warrantu kupna nie moze przekroczy¢ biezacej ceny akcji. W wigkszosci
przypadkéw cena w modelu zmienno$ci stochastycznej osiaga t¢ maksymalna
wysoko$¢ juz dla y=35 lub y = 10. Sugeruje to, ze faktyczna wysoko$¢ premii za
ryzyko nie powinna by¢ zbyt duza: powinna zawiera¢ si¢ w przedziale (0, 5).

Whioski

Podane przykilady pokazuja, Ze wycena warrantéw, ktérymi obraca si¢ na
polskiej gieldzie, na podstawie modeli zmiennoSci stochastycznej jest trudna
z powodu malej ptynnoSci rynku. Mata plynnoéé powoduje, Ze nie mozna
zastosowa¢ kalibracji modelu na podstawie obserwowanych cen warrantow.

Wycena warrantéw staje si¢ zatem w duzym stopniu zalezna od przyjetej
premii za ryzyko. Jednak rysunki (1)-(2) sugeruja, Ze wycena na podstawie
modeli zmienno$ci stochastycznej jest bardziej realistyczna niz wycena na
podstawie réwnania Blacka-Scholesa, poniewaz obserwowana zmienno$¢ ceny
akcji nie jest stala, ale zmienia si¢ w nieregularny sposéb.

Doktadne ceny otrzymamy tylko przyjmujac pewne zalozenia na temat premii
zaryzyko. Rozsadnym zatozeniem wydaje si¢ przyjecie, ze y =0. Takie zalozenie
przyjmuje si¢ tez najczesciej, gdy wycenia si¢ instrumenty pochodne na podstawié
modelu, ktéry nie jest zupelny’. Miara martyngatlowa Q° odpowiada bowiem
replikacji §redniokwadratowej, ktéra polega na tym, Ze zabezpieczamy nié
wyplaty instrumentu pochodnego, ale warto$ci oczekiwane tych wyptat. Biorac
=0 ceny warrantéw, obliczamy stosujac dobrze ugruntowana w finansach
wyceng na podstawie warto$ci oczekiwanej wyplat, tylko ze teraz uwzgledniamy
to, ze cz¢$¢ ryzyka (zwiazanego ze zmienno$cig ceny akcji) da si¢ wyeliminowac¢,
a czesci ryzyka (zwigzanego ze zmienno$cia zmienno$ci) wyeliminowaé si¢ nié
da. Do wyceny tej pierwszej cze$ci ryzyka, stosujemy metode martyngatowa, a do
wyceny tej drugiej zasad¢ wyceny wedlug warto$ci oczekiwanej.

Z ekonomicznego punktu widzenia, potwierdza to znana zasad¢ mikro-
ekonomiczna, ze jezeli rynek jest niezupelny, to miara martyngatowa (lub jadro
wyceny) jest wyznaczane przez procesy rynkowe (np. [2], [15], [16]). Jesli
dodatkowo rynek charakteryzuje si¢ mata ptynnoScia, to jego uczestnicy nié
moga korzysta¢ z informacji plynacych z rynku, a sami znajdujac si¢ w sytuacjl
konkurencji monopolistycznej — maja znaczny wplyw na miar¢ martyngatowd
wedtug ktérej beda ustalane ceny akcji na rynku.

7 Jest to zreszty klasyczne podejécie, pochodzace z artykutu [17].

]
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WARRANT PRICING IN THE STOCHASTIC
VOLATILITY MODEL

Summary

In this paper I try to price warrants on stocks which are traded on Polish market
using stochastic volatitility models. I argue that stochastic volatility models are
more realistic then Black-Scholes model in describing the prices of these stock.
After estimating the Scott model using Markov Chain Monte Carlo method and
calculatating prices of warrants that can be emitted by BRE Bank, it is shown that
prices of these warrants depend on risk premium. The estimation of the risk
premium from the observated warrant prices is impossible because of the low
liquidity of these warrants. But one can resonable price 19 warrants in the stochastic
volatility model assuming that risk premium equals zero, which is consistent with
expected payoff pricing rule.




