Elzbieta RYCHLOWSKA-MUSIAL

NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIE
OPTYMALIZACJI KONSUMPCJI
W PEWNYM MODELU LEONTIEWA

1. Wprowadzenie. Sformutowanie zadania
prymalnego

Dwusektorowe modele wzrostu sg najprostszymi modelami uwzgledniaja-
cymi niepelng substytucyjnos¢ dobr inwestycyjnych i konsumpceyjnych,
ograniczone mozliwosci przestawienia aparatu wytworczego z produkcji
jednych dobr na produkcje drugich oraz ograniczony przepltyw sity robo-
czej miedzy sektorami gospodarki. Zaktada si¢ w nich, Ze gospodarka jest
podzielona na dwa sektory (dzialy); sektor pierwszy wytwarzajacy dobra
inwestycyjne (umownie nazywany sektorem inwestycyjnym) i sektor drugi
wytwarzajacy dobra konsumpcyjne. Podzial taki ma, oczywiscie, charak-
ter teoretyczny. W praktyce czesto trudno ustali¢, do jakiej kategorii to-
war nalezy (tenze sam towar raz moze by¢ dobrem inwestycyjnym — gdyz
stuzy wlascicielowi jako srodek pracy, innym razem jest dobrem Kkon-
sumpcyjnym). Niemniej jednak podzial na sektor 1. inwestycyjny i sek-
tor 2. wytwarzajacy dobra konsumpcyjne jest powszechnie przyjety za-
rowno w teorii ekonomii, jak i w ekonomii matematyczne;j.

Produkcja w kazdym z sektorow zalezy od jego mozliwosci produkeyj-
nych, czyli od wielkosci majatku trwaltego (maszyny, pomieszczenia, inne
urzadzenia nie zuzywajace si¢ w trakcie procesu produkcyjnego) i obro-
towego (surowce, energia elektryczna), a takze od wielkosci zatrudnienia
w tym sektorze, ktore jest limitowane przez — na ogot zmienny w czasie -
poziom zatrudnienia w calej gospodarce.

Wyro6znione sektory pelnig odmienne role w procesie wzrostu gospo-
darczego. Produkcja sektora inwestycyjnego przyczynia si¢ do pomnaza-
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nia trwalego majatku produkcyjnego, umozliwiajacego wzrost produkcji
w jednym lub w obu sektorach w przysziosci. Produkcja sektora kon-
sumpcyjnego nie pomnaza majatku produkcyjnego, zaspokaja natomiast
potrzeby konsumpcyjne spoleczenstwa i ma wplyw na wiele zjawisk eko-
nomiczno-socjologicznych.

Z tego punktu widzenia rozpatrywanie zagadnienia optymalizacji kon-
sumpcji na gruncie roznych modeli wzrostu gospodarczego ma glebokie
uzasadnienie. Jednemu z takich zagadnien jest poswiecona niniejsza
praca, a przedmiotem naszego zainteresowania jest dwusektorowy dyna-
miczny model wzrostu gospodarczego typu Leontiewal. Klasyczne podej-
Scie do zadan tego typu opiera si¢ na zasadzie maksimum Pontriagina.
Tutaj natomiast wykorzystamy inne, nieklasyczne, twierdzenie o opty-
malnosci sformutowane, np. w pracy [3].

Niech [0,T] bedzie ustalonym przedziatem (horyzontem) czasu.

Zakladamy, ze wielkos¢ produkcji kazdego sektora (x(1) = (x(1), x5 (1)),
gdzie x;(1)- funkcje ciagle na [0,T], przedzialami rozniczkowalne) jest
ograniczona pewnym, nieprzekraczalnym poziomem mocy (mozliwosci)
produkcyjnych (v(7) = (v, (¢),v,(?)), gdzie v,(t)- funkcje ciagte na [0,T], prze-
dzialami rozniczkowalne):

0<x(1)<Sv(1). (1.1)

Przy zalozeniu braku deprecjacji majatku w sektorach moce produkcyjne
nie maleja, co oznacza, ze w kazdym momencie spelniony jest warunek:

0 <v(t).2 (1.2)

Uwzgledniajac podzial produkcji koncowej na cz¢sS¢ konsumowang w
momencie t (¢(r) = (¢ (1),¢,(1)), gdzie ¢ () - funkcje ciggle na [0, T], prze-
dzialami rézniczkowalne) i cz¢S¢ kierowana na inwestycje w sektorach
(i(2) = (i (1), 5, (1) , gdzie i (1)~ funkcje ciggle na [0,T] przedzialami roznicz-
kowalne) otrzymujemy znane rownanie bilansowe charakteryzujace mo-
dele typu Leontiewa:

(1= A)x(t) =i(t)+c(t), (1.3)

' : 1 : S : Ao an 4
gdzie A jest macierza wspotczynnikow nakladow biezacych, A =( G
(12| (lz:

! Wielosektorows wersje tego modelu prezentuje m.in. A. M. Ter-Krikorow w pra-
cy [3].

: Y df (1
2w calej pracy symbol f‘(l): 4f0)

oznacza pochodng funkeji f w punkeie t.
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O macierzy A zaklada si¢, Ze jest produktywna, tzn. istnieje przynajmniej
jeden taki wektor x 20, ze Ax < x. Oznacza to, ¢ mozna w kazdym
sektorze wytworzy¢ wi¢cej produktow niz si¢ ich w nim zuzywa.

Gospodarka, w ktorej macierz A nie bytaby produktywna, nie mogtaby
istnie¢ samodzielnie. Praktyczne sprawdzenie, czy gospodarka jest rze-
czywiscie produktywna czy nie, wymaga zastosowania znanych twierdzen
(zob. np. [1] s. 95 - 97 ).

Wielkosci inwestycji w obu sektorach sa proporcjonalne do wzrostu
mocy produkcyjnych

i(t)= B\.)(t), (1.4)

b b
gdzie B jest macierza wspotczynnikow inwestycyjnych, B= (b” b'f ] :
21 On

Sektor 2. z zalozenia wytwarza tylko dobra konsumpcyjne, nie wyste-
pujace nigdzie ani w charakterze naktadow biezacych, ani nakladow in-
westycyjnych. Oznacza to, ze w naszym modelu drugi wiersz macierzy
wspotczynnikow nakltadow biezacych A oraz macierzy wspotczynnikow
inwestycyjnych B sklada si¢ wylacznie z samych zer:

@y =ay =by =by=0. (1.5)
Sektor 1. wytwarza natomiast tylko dobra inwestycyjne, zatem:
o (1) =0 (1.6)

wszedzie na [0,T].
Dobra konsumpcyjne wytwarza tylko sektor 2. Zakltadamy, Ze konsump-
cja ¢(f) nie moze spas¢ ponizej pewnego minimalnego poziomu

oo (1) ,(cgp (1) —funkcja ciagla na [0,T], przedziatami rozniczkowalna):
Cor (1) S (1) . (1.7)

Do prowadzenia swojej dziatalnosci kazdy sektor potrzebuje pewnych
nakladow pracy. Oznaczmy zatem przez a; = (agy,ay)wektor jednostko-
wych naktadow pracy w obu sektorach gospodarki. Zaktadamy, Ze laczne
zasoby pracy w obu sektorach, sa ograniczone tzn., ze jest okreslony gor-
ny putap zatrudnienia w gospodarce z(¢) (mierzony np. liczba aktywnych

zawodowo), (z(t) —funkcja ciggta na [0,T], przedzialami rozniczkowalna)
oraz ze istnieje mozliwos¢ swobodnego przeplywu sily roboczej migdzy
sektorami:

<ay,x(t)> sn(t). (1.8)

Przyjmujemy ponadto, ze dany jest poczatkowy stan mocy produkcyjnych
(vo = (Vo1,v02 ) W kazdym z sektorow:
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\'l(0)=vm 20, VZ(O):VO?_ 20. (1.9)

Z dotychczasowych warunkéw wynika, zZe stan mocy produkcyjnych
w momencie koncowym bedzie nieujemny i nie mniejszy od v, .
Interesuje nas wyznaczenie takiego procesu produkcyjnego, ktory po-
zwala na zmaksymalizowanie nadwyzki konsumpcji ponad zatozone mi-
nimum w pewnym ograniczonym przedziale czasu [0,T].

Uwzgledniajgc warunki (1.1)-(1.9) i rozpisujac wektory i funkcje po
wspotrzednych, otrzymujemy nastepujacej postaci zadanie (prymalne):
Znalez¢

s
max [ [ey (1) = ey (1)1t (1.10)
0

przy nastepujacych ograniczeniach:

xZ(t) :C'z(t),

0<x,(2) < v (1),

(1.12)
0= x,(8) Swy(2),
agx (1) +agx, (1) s 7 (1), (1.13)
(D =a(0), (1.14)
NORIOELY (1.15)
vi(0) =vo1 20, v,(0) =vy, 20. (1.16)

Funkcje x(1) = (x,(1),x, (1)), v(1) = (v;(1),v,(¢)) pelnia w naszym zadaniu rol¢
trajektorii stanow. Aby utatwi¢ dalsze rozwazania, dogodne bedzie doko-
nanic podstawien:

(1) —cp(t)=w,y(1) 20, {HB17)

V()= 1,() 2 0, (1.18)

\.)2(1) =u,(t) 2 0.

Funkcje u, (1), u,(t), w,(1) penia w zadaniu prymalnym rol¢ sterowan.
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Warunki (1.17) i (1.18) sa rownowazne warunkom (1.14) i (1.15.) i dalej
beda je zastgpowaé. Zakladamy, Zze mozliwe jest zrealizowanie minimal-
nego poziomu konsumpcji w okresie [0,T] przy niepelnym wykorzystaniu
mocy produkcyjnych i niepelnym zatrudnieniu. Innymi slowy zaktadamy,
ze istnieja takie liczby ¢,,¢,,6 >0, przy ktorych uktad

(1—-ay,)xg; () — @1p%0y (£) =0,
X, (1) =0,

0< xp ()< vy — &5 (1.19)

0<xp(t) Svy — &,

agyxg) (1) + agy X (1) S m(1) - 8,
ma rozwigzanie.

O trojce wektorowej (w,(f),u(t),v(t)) speliajacej uktad (1.11)-(1.13),
(1.16)-(1.18) mowimy, ze tworzy dopuszczalny proces wzrostu.

2. Zadanie dualne

Nalezy znalez¢ funkcje sterujace r(¢) = (r,(¢),r,(¢)) i s(t) oraz odpowiadaja-
ce im trajektorie stanow p(¢) = (p,(1),p, (1)) i q(t) =(g,(t),q,(¢)) bedace roz-
wigzaniem zadania:

Znalez¢

/i T
min{ g(0)v, + I s(z)n(r)dt-j (0 (1)dt 2.1)
0

0

przy ograniczeniach:

p()( 1= A)=s(t)ay =r(t), (2.2)
q(0)=—r(1)., (2.3)
p()B 2q(1), (2.4)
p() 2 py (2.5)
r(t),s(t)=0. (2.6)

WielkoS¢ p, = (py,P;) interpretujemy jako minimalne gwarantowane ce-
ny rynkowe (oceny) towarow, natomiast ¢, () = (0,cy, (1)) -

Uwzgledniajac zadanie prymalne (1.11)-(1.13), (1.16)-(1.18) i rozpisujac
powyzsze zaleznosci po wspotrzednych, otrzymamy bardziej szczegotowa,
rownowazna postac zadania dualnego:
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Znalez¢
7 7
min | ¢,(0)vo; +q>(0)vg, + j sy (t)di j Py (1o ()t (2.7)
0 0
przy ograniczeniach:

(I=ay) py(t) — agys(t) = n (1),

(2.8)
P2(t) = ayy p (1) — agy s(t) = 1y (1),
c./l(l)=—r|(l)- (2.9)
q,(t) = -n (1),
[7”[)](.’)2‘11(1)’ (210)
by i (1) 2 g5 (1),
pi(1) 2 poys (2.11)
P2 (1) 2 po,

i warunkach nieujemnosci (2.6).
O czworce wektorow (r(1),s(t),p(t),q(t)) bedacej rozwigzaniem ukladu
(2.8)-(2.11), (2.6) mowimy, ze tworzy dopuszczalny proces wzrostu zada-
nia (2.6)-(2.11).
Ekonomiczna interpretacja zadania dualnego jest nastg¢pujaca. Niech
p; (1) oznacza ceny produktow i-tego sektora (i=1,2), s(¢) ~cen¢ pracy, czyli
wynagrodzenie pracownikow (jednakowe w obu sektorach). Funkcje
r(t)(i=1,2) w (2.8) interpretujemy wtedy jako jednostkowy dochod kazde-
go sektora (poniewaz (l-a))p(t) oraz p,(t)—a;,p(t)to jednostkowe
koszty naktadow technologicznych odpowiednio sektora 1. i 2.). Funkcja
q(t) = (q,(1),q,(1)) stanowi ocen¢ mocy produkcyjnych w sektorach. Z (2.9)
wynika, ze
;)
(,,(z)=J' r(T)dt+q,(T) (i =12) (2.12)
1

Wida¢ stad, ze ocena mocy produkcyjnej i-tego sektora w chwili t jest
rowna sumie oceny koncowej mocy i wartosci dochodu, jaki mozna osig-
gnac z jednostki tej mocy w okresie [t, T]. Jednoczesnie b, p (1) (i=12)
oznacza cen¢ nakladow na zwi¢kszenie mocy produkcyjnej i-tego sektora
o jednostke, wi¢e z nierownosci (2.10) wynika, Zze ocena tej jednostki mo-
cy nie jest wyzsza od wartosci naktadow na jej zwickszenie.

Przy tych warunkach rozwigzaniem zadania dualnego jest proces mi-
nimalizujagcy wartosé funkcjonatu (2.7), tj. calkowite koszty produkcji
(koszty zaangazowania Kkapitalu i pracy) zapewniajace w okresie [0,T]
osiggnie¢cie minimalnego zalozonego poziomu konsumpcji ¢, (1) .
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3. Warunki konieczne optymalnosci rozwiqzan
zadania prymalnego i dualnego

Ponizsze warunki optymalnosci rozwigzan zadania prymalnego (1.10)-
(1.18),(1.16)-(1.18) i dualnego (2.6)-(2.11) formutujemy, wykorzystujac
twierdzenie o optymalnosci sformutowane, np. w [3].

Jdezeli  u'(1),w,"(¢),r"(t),s"(t) sa sterowaniami optymalnymi,
a x"(0),v'(1),p (t),q" (1) optymalnymi trajektoriami stanéw, to na prze-
dziale [0,T], z ewentualnym wylaczeniem punktow katowych trajektorii
stanow, spelnione sa nastepujace zaleznosci:

(P @0B-g" )@ =0. (3.1)
(p3() = oy (1) =0, (3.2)
r (r)(v*'(r)—x*(z))=0, (3.3)
.s-*(z)(n*(z)—< a(,,x‘(z)>)=o. (3.4)

Rozpisujac po wspolrzednych i analizujac kazde z powyzszych row-
nan, mozna teraz przedstawi¢c ich ekonomiczna interpretacje. Zatem
z (3.1), uwzgledniajac (1.18), otrzymujemy:

(buri (0 -a; @)v" () =0,
(3.5)

(Bapi (=@ 0)v, () =0.

Jesli w danym momencie czasu t moc produkcyjna sektora rosnie

(v (1)>0, i=12), to jej jednostkowa ocena jest rowna cenie nakladow
poniesionych na zwickszenie mocy o jednostke (g, (1) =b,p (1), i=12).
Jesli natomiast ocena mocy jest mniejsza od ceny nakladow, to znaczy,
ze w danym momencie moc nie wzrasta.

Podobnie z (3.2), po uwzglednieniu (1.17), wynika, ze:

(530 =P J(e3) = cn (1)) =0 (3.6)

Rownanie to okresla zaleznosé miedzy konsumpcja a cenami. Jezeli
cena produktu sektora 2. jest wyzsza od jego ceny minimalnej p,, (jest
zawyzona), to jego spozycie odbywa si¢ na pozibmie minimalnym
(e3(1) =cyy(1)). Jezeli natomiast cena ta jest cenag minimalng, wowczas
spozycie przekracza poziom minimalny. Z (3.3) otrzymujemy par¢ row-
nan: :

142



Nieklasyczne zagadnienie optymalizacji konsumpcji w pewnym modelu

ROy (0 -xi (1) =0.

; (8.7)
7 (0(v; () -x3() =0.

Z zaleznosci tych wynika, ze niezerowy dochod mozna osiagnac¢ w kaz-
dym z sektorow tylko przy pelnym wykorzystaniu mocy produkcyjnych.
Rezerwy mocy oznaczaja koniecznosé ich pelnego wykorzystania w celu
uzyskania wyzszego dochodu w przysztosci. Warunek (3.4) mozna zapisac
inaczej:

s (07" (1) = agyx; (1) - 4y 3 (0)) = 0. (3.8)

Rownanie to oznacza, zgodnie z teoria neoklasyczna, ze dodatnia placa
pojawia si¢ tylko w sytuacji pelnego zatrudnienia.

4. Warunki konieczne optymalnosci rozwiqzania
zadania prymalnego

Powrocmy do zadania (1.10)-(1.13),(1.16)-(1.18), zapisujac je w nieco in-
nej, rownowaznej postaci:
Znalez¢
-
max.[ w, (t)dt (4.1)
0

przy ograniczeniach:

\./1(t)=u,(l),

; (4.2)
va (1) = uy (1),
b b
DY (1) Lo 0y ) e |2 e Y Sl F ) et e N 1Y = (1 (4.3)
I-a), I—ay, I-ay, I-a
vy (1) = @5 (1) = ¢y () 20, (4.4)
Qg Ay ayday, ag b
(1) = (22 + g w, (1) = (=22 +agy gy (1) = =2 (2) +
—-a 1-ay, l-ay,
(4.5)
2 ag by Uy (1) 20
]—(I” 5 R
w,(1)20, vt
u, (1) 20, (i=12) :
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i warunkach poczatkowych
vi(0) =vy; 20,v,(0)=vy, 20. 4.7)

W zadaniu tym rol¢ sterowan pelnig funkcje: w,(7) — funkcja nadwyzki

konsumpcji ponad minimalny poziom cy,(¢) i u,(f) (i=12) — stopy wzro-
stu mocy produkcyjnych, ktorych zaktada sig¢, ze sa funkcjami przedzia-
tami cigglymi, o co najwyzej skonczonej liczbie punktow niecigglosci
pierwszego rodzaju na (0,T); stan wewngetrzny opisuje wektor mocy pro-
dukcyjnych v(7) = (v,(2),v, (1)) .

Proces (w"2(t),u"(1),v"(t)) bedacy rozwigzaniem zadania (4.1)-(4.7) nazy-
wamy optymalnym procesem wzrostu,  2(¢t)i u'(t) - sterowaniami
optymalnymi, a v’ () - optymalng trajektoria stanu mocy produkcyj-
nych.

Na podstawie twierdzenia podanego w pracy [4] (str.12-13) formutuje-
my warunki Konieczne optymalnosci rozwigzania zadania (4.1)-(4.7)

Niech ®*2(1), u"1(t), u"2(t) beda sterowaniami optymalnymi, a v'i(¢) .
v'2(t) —optymalnymi trajektoriami stanow wewnetrznych w tym zadaniu.
Jezeli speliony jest warunek regularnosci (Kuhna-Tuckera), to istnieje
nieujemna, wektorowa, ciaggta funkcja czasu y (1) = (y,(1),y, (1)) oraz taka
wektorowa, ciggla, z ewentualnym wylgczeniem punktow katowych v* (1),
funkcja czasu A(1) = (4,(1),A,(1),A5(1)). ze w kazdym momencie t€ [0,T]

zachodza warunki:

H(w’ (1)1 (1), (1), (), 5(0) = max H(@ 5,1y, 15,91, (0,9 5(1)), (4.8)
0120
gdzie
H( @, uy 1 9, W 5 ) = O+ Wy + Yo, (4.9)
TOyE S AL iy, (4.10)
av,
ar
e 0 1=12,
d u, 4.11)
dL % :
Jdw,

gdzie:
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L(@ vy, 2.0) = @ 5 (1) + 1, (g (0) + 5 (D, (1) +

212 (w (1) +cpy (’))" by u (1) - by Uy (l))+
—a l—(l“ l—a“
+ 25 (1)(v (1) =gy (1) — @ 5 (1)) + (4.12)

+A|(’)[V|(’)— 1

{25 —dan —4ap

+13(1)[7r(t) [Im_”+ 0,](w2(1)+002(1)) I‘” by u, (1) - I‘“ bz Uy (z)J

* * b * b *
,1,(1)20A/1,(z)(vi - l"‘; (w2(1)+c02(t))— TITIM' (- ] '; uz(t)J:O,
— 411 pte] § e 1]

N0) ZOAlz(I)(v;(I)—COZ(I)—a) ;(1))=0,
As(t)20A

(4.13)

AA5(1) n*(l)—(mz-—+a(,2 (w ;(l)+c02(l))— E(”[Aur(t)—- Mu;(l) =1
1 1-ay, 1-ay,
w(T)Z0Aw(T)WT)=0. (4.14)

Poniewaz z warunkow zadania wynika, ze v(7)>0, (gdyby v(7)=0 zna-
czyloby to, ze w obu sektorach nie istniejg Zzadne moce produkcyjne, czyli
e proces produkcyjny nie mogiby si¢ odbywac), zatem

v(T)=0. (4.15)
Z (4.10) i (4.11) otrzymujemy:

‘;’|(l) =-A |(’),

. (4.16)

W, (1) ==A,(1),

w (1) = A (1) A 27 (1) LT (4.17)
1-ay, | —a

Va0 =3 (02—~ 4 () 222 o, (4.18)

1—-a, 1-a,

- ,1,(1) ~A (1)~ ,11(1)[ ol '2+:02]=0. (4.19)

—a I —ay,
Z(4.17) i (4.18) wynika, ze:
v, (1)—7)—~—|//,(l). (4.20)
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co oznacza, ze funkcje y,,y, roznia si¢ miedzy sobg tylko o liniowy
wspotczynnik dodatni, wobec tego musza mie¢ taka sama monotonicz-
nosc; zatem A ,A, musza by¢ jednoczesnie rowne zero lub réozne od zera.

Zobaczmy teraz jak w zaleznosci od A ; ksztattuja si¢ funkcje v, oraz
konsumpcja, poziom mocy produkcyjnych i zatrudnienia.

(A) Zatozmy, ze A (1) =0,A,(t)=0 i A4(t)=0 dla pewnych te[0,T]. Wow-
czas otrzymujemy natychmiastowa sprzecznosé z (4.19).

(B) Zatozmy, Zze A,(t)=0,A,(t)=0 i A4(t)#0 dla pewnych t€[0, ),

(01, <T, gdyzdla 7,=T otrzymujemy z (4.17) w chwili koncowe;j T:

WI(T)=/13(T)L[)“¢0 4.21)

co daje natychmiastows sprzecznos¢ z (4.15)).
Wtedy z (4.16):

() =0 i wy(t)=0

zatem y; sa funkcjami statymi. Ponadto

wi(t)=4 3(1)112'—2‘1— : (4.22)

Na mocy (4.13) otrzymujemy:

V.(t)— (a» (t)+w2(t)) i (t)— t ()>0,

vz(t)—coz(t)—wz(t) >0, (4.23)
91412 doiby dg by, 3

”(’)_(lo—l—al,,+a°zj(w2(’)+w2('))_l—a,,u,(t) e u, (1) =0.

Uwzgledniajac (1.11), (1.17) i (1.18), mamy:
% (1) < (1),
(1) <v,(1). (4.24)

ag X (1) + apx,(t) = 7(t),

oraz
1) ”02

(C) Zatozmy, ze A\(t)#0,4,(1)#0 i A,¢)#0dla pewnych te [7,,7,],

(0< 1, <7, <T). Wowczas na mocy (4.16):
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V;l(’)<0i‘/;2(’)<0-

zatem funkcjey, sa malejace. Ponadto

v (1) = A,(0) =214 4 (1) Zarb (4.26)
I-ay I-ay,
Na mocy (4.13):

(0 =22 (10, (1) 4 0y (1)~ (6) =221 (1) = 0

: b= 7 I—ay l-ay ? '

vy (1) = oy (1) — (1) = 0, (4.27)

4014912 ag by ag1by; A
7r(t)~[]_a” +a°2](w2(l)+wz(’))—l—u“u,(t)_l—a,, uz(t)—O.

Uwzgledniajac, jak poprzednio, (1.11), (1.17) i (1.18) mamy:
x (1) =v(r),
x, (1) =v,(1). (4.28)
ag X, (1) +agx,(t) =n(1),

oraz
@, (1) = v, (1) = cpp (1) - (4.29)
(D) Zatozmy, ze A\(t)#0,A4,(1)#0 i A,(¢)=0 dla te(r,,7],(1,20

it,#T):

Na mocy (4.16), tak jak w przypadku (C) otrzymujemy wowczas, ze Y/, sa
funkcjami malejacymi oraz

by,
1-a), ;

v (0) = A (1) 4.30)

az(4.13), (1.11), (1.17) i (1.18), tak jak poprzednio wynika, ze:
xi(1)=w(1).
x:(’)=V2(t), (431)
a()l.\'l(t)'*"(l()zxz(l) < 7[(1) .

Funkcja o ,(¢) dana jest wzorem (4.29).

,Otwarty pozostaje problem znalezienia punktow przelaczaniar, it,.

W ogolnym przypadku jest to niemozliwe. Do ich wyznaczenia w przypad-
kach szczegolnych mozna stosowa¢ metody numeryczne.
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5. Analiza rozwiqzan i interpretacja wynikow

W zaleznosci od poczatkowego poziomu i tempa wzrostu mocy produk-
cyjnych oraz zatrudnienia, a takze istnienia i potozenia punktow 7, i 7,,
mozemy wyroznic rozne typy procesow wzrostu.

5.1. Poziom zatrudnienia w chwili poczatkowej nie zapewnia petnego wyko-

rzystania mocy produkcyjnych istniejacych w tym momencie. Wtedy:

5.1.1. Jezeli t1#7,,7,#0i 7,#T, to w procesie wzrostu mozemy wyroznic trzy

fazy.

W fazie pierwszej — przedziat [0, 7 ) (przypadek (B)) - ma miejsce pelne
zatrudnienie, natomiast pewne moce produkcyjne pozostaja nie wykorzy-
stane. Uwzgledniajac zatem wczesniejsze uwagi, stwierdzamy, Zze wyna-
grodzenie w obu sektorach jest dodatnie, natomiast charakteryzuja sie
one zerowym dochodem. Wszelkie dodatkowe srodki sg kierowane na
lepsze wykorzystanie mocy produkcyjnych, w celu uzyskania wyzszego
dochodu w przysztosci. Konsumpcja dana jest wzorem:

(t a,
()+ 01

gy A

()= Xi(2)s (5.1)

W fazie drugiej — przedzial [7,7,] (przypadek (C)) - nastepuje wyrow-
nanie proporcji pomiedzy poziomem mocy produkcyjnych i zatrudnienia.
Produkcja przebiega przy pelnym wykorzystaniu obu czynnikow. Wyna-
grodzenie w obu sektorach przekracza poziom zerowy. Oba sektory osia-
gaja takze niezerowe dochody. Konsumpcja optymalna wyraza sie wzo-
rem:

() =vy(1). (5.2.)

Jest to faza wzrostu, w ktorej wymierne Korzysci osiagaja zarowno za-
trudnieni, jak i producenci.

Trzecia faza wzrostu - przedziat (7,,7] (przypadek (D)) — charaktery-
zuje sie nadwyzka zasobow pracy w stosunku do oferowanych miejsc
pracy z powodu szybszego wzrostu tych zasobow, niz wzrost mocy pro-
dukcyjnych. Ograniczenie produkcji obu sektorow wynika z niemozliwo-
sci zwigkszenia mocy produkcyjnych. Istniejace rezerwy zasobow pracy
powoduja, ze stawka plac ksztaltuje si¢ na poziomie zerowym. W tym
okresie dochod sektorow jest dodatni, poniewaz wytwarzane srodki nie
musza by¢ przeznaczone na zwigkszanie mocy produkcyjnych ani na
zwigkszanie wynagrodzenia pracownikow. Konsumpcja (czyli produkcja
sektora 2.) wyraza si¢ wzorem (5.2).

5.1.2. Jezeli t,=1,, wtedy w procesie wzrostu zanika faza druga. Proces

rozpoczyna si¢ od fazy pierwszej, czyli od produkcji przy niepelnym wyko-
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rzystaniu mocy produkcyjnych i pelnym zatrudnieniu. Gdy w punk-
cie7,=7, nastapi zrownanie obu poziomoéw, rozpoczyna si¢ od razu faza
trzecia, ktora obok pelnego wykorzystania mocy produkcyjnych charakte-
ryzuja rezerwy zasobow pracy.

5.1.3. Jezeli 7,#20,7,=7, wtedy w procesie wzrostu wystepuja dwie pierwsze
fazy, faza pierwsza pelnego zatrudnienia przy niepelnym wykorzystaniu
mocy produkcyjnych oraz faza druga rownomiernego wzrostu przy pet-
nym zatrudnieniu i pelnym wykorzystaniu mocy produkcyjnych.
(Zatrudnienie rosnie wolniej niz w poprzednim przypadku i stad nie wy-
przedza w ostatniej fazie wzrostu mocy produkcyjnych).

5.2. W chwili poczatkowej ma miejsce pelne wykorzystanie mocy i pelne za-
trudnienie.

5.2.1. Jezeli t,=0,7,#7, wtedy w procesie wzrostu wystepuje faza druga
(przedzial [0, 7,]) i faza trzecia (przedziat (7,,T]); w tej fazie zatrudnienie
rosnie szybciej niz moce produkcyjne, powodujac wypadni¢cie z fazy dru-
giej.

5.2.2. Jezeli 7,=0,7,=T, wtedy caly proces wzrostu przebiega wzdtuz trajektorii
wyznaczonych w fazie drugiej.

5.3. Niskie moce produkcyjne w chwili poczatkowej uniemozliwiajg peilne
zatrudnienie. Wtedy 7,#0,7,=7 i w procesie wzrostu wystepuja dwie
fazy.

W fazie pierwszej moce produkceyjne rosna szybciej niz zatrudnienie az do
momentu 7,, kiedy to nast¢puje wyrownanie i dalej w fazie drugiej pro-
dukcja rosnie przy pelnym wykorzystaniu mocy i pelnym zatrudnieniu.

W artykule przesledzono warunki optymalnosci procesow wzrostu
w stacjonarnej, dwusektorowej gospodarce typu Leontiewa (ze stalymi
macierzami A i B). Nie sprawia wi¢kszych trudnosci przetozenie uzyska-
nych wynikéow na niestacjonarny wariant gospodarki ze zmiennymi
wspotczynnikami macierzy A(f) i B(f) oraz z dowolna liczba (n) sektorow.
Rosnie tylko gwaltownie ztozonosé obliczeniowa samego problemu (w tym
m.in. liczba wyréznionych typow procesow wzrostu i ich faz).
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