Grazyna Dehnel

SZACOWANIE WARIANCJI
ESTYMATORA W STATYSTYCE
MALYCH OBSZAROW

W zwigzku z coraz wigkszym zapotrzebowaniem na oceng¢ parametréw dla
bardzo szczegbtowego podzialu populacji na podpopulacje pojawia si¢ wiele
opracowan nowych metod estymacji parametrow, dotyczacych malego ob-
szaru badz pewnej dziedziny studiow. Zaczynaja one uzupetniac tradycyjne
techniki, ktore okazuja sie bardziej czasochtonne, kosztowne i mniej dokladne.
Pozwalaja tez uniknaé nawet przy bardzo malych liczebnosciach proby wiel-
kich bledow szacunku, ktére wystepujg w wypadku stosowania klasycznych
metod.

W literaturze przedmiotu istnieje do$¢ znaczna liczba estymatorow sza-
cujacych parametry rozktadu badanej cechy. Nie ma jednak jednoznacznego
okreslenia, ktory z nich, przy posiadanych informacjach i w danych wa-
runkach, jest najodpowiedniejszy.W przypadku estymatorow proponowanych
W statystyce malych obszarow nieznana jest a priori ich precyzja szacunku.
Naleza one do tej klasy estymatoréw nieprostych, dla ktorych z reguly nie
daje si¢ wyprowadzi¢ wzoru na ich wariancj¢. Sensowne zatem wydaje sig
$zacowanie rozmiarOw precyzji estymatoréow posrednich na podstawie symu-
lacji komputerowej. W wyniku kolejnych badan symulacyjnych poznajemy
ich pewne wtlasnosci, ktére moga by¢ pomocne przy wyborze estymatorow
W ich praktycznym zastosowaniu.

Niniejsze opracowanie poswigcono badaniu wiasno$ci dwunastu estymato-
row statystyki matych obszarow w wigkszo$ci uwzgledniajacych wartosci ce-
chy dodatkowej. Opierajac si¢ na pracach G. H. Choudry’ego i J. N. K. Rao
(1992), A. C. Skinner’a (1991), a szczegolnie na opracowaniu Cz. Brachy
(1994) przeprowadzono badanie symulacyjne dla populacji rzeczywistej, gdzie
préba losowana byta wedlug schematu dwustopniowego. Analizy dokonano
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na podstawie danych pochodzacych z Badania Dzietno$ci prowadzonego
w ramach NSP’88.

Dla potrzeb symulacji komputerowej zbiorowos¢ 7691 gospodarstw do-
mowych potraktowano jako populacj¢ generalng, z ktorej wylosowano pod-
probki o stalej liczebnosci 200 elementow. Rozpatrywane byly trzy cechy:

— powierzchnia uzytkowa mieszkania (y),

— liczba 1zb w mieszkaniu (x),

— ple¢ osoby reprezentujacej gospodarstwo domowe (d).

Szacowano warto$¢ pierwszej z wyzej wymienionych cech — przecietng uzyt-
kowa powierzchni¢ mieszkania. Druga — liczba izb — traktowana byta jako
cecha dodatkowa. Za przyjeciem takiego schematu przemawia silna dodatnia
zaleznos$¢ miedzy cechami (rxy = 0,8). Cecha trzecia stanowita wyréznik przy
podziale populacji generalnej na dziedziny.

W ramach populacji wydzielono trzy warstwy :

— gospodarstwa domowe w Poznaniu,

— gospodarstwa domowe w innych miastach,

— gospodarstwa domowe znajdujgce si¢ na wsi.

Badanie zostalo ograniczone do pierwszej warstwy, liczacej 5120 jedno-
stek. W jej ramach wyrozniono 40 grup po 128 jednostek kazda. Niezaleznie
od tego podziatu, w oparciu o trzecig cechg, a wigc plec¢ osoby reprezentujacej
dane gospodarstwo, dokonano podziatu populacji na dwie dziedziny.

Proba losowana byfa dwustopniowo. Na obu stopniach zastosowano los-
owanie wedlug schematu prostego bez zwracania. Jednostke pierwszego stop-
nia stanowil obwod spisowy, natomiast drugiego stopnia — gospodarstwo do-
mowe. W ramach jednej proby losowano 10 grup, a nastgpnie po 20 jednostek
z kazdej z nich. Tak wigc liczebnos¢ proby byta rowna 20 x 10 = 200 jedno-
stek. Wylosowano 1000 prob i w ramach proby obliczono dla kazdej
z dwoch dziedzin wartosci 12 estymatorow. Stuzg one do estymacji wartosci
globalnej cechy. Znajac jednak liczebnosci poszczegdlnych grup mozna na
ich podstawie oszacowa¢ wartos¢ $rednig cechy. W przypadku badania wiel-
kosci mieszkan wigkszy sens ma Srednia arytmetyczna niz warto$é globalna.
Tak wigc w oparciu o estymatory szacowano przeci¢tng powierzchnie mie-
szkania.

Przy opisie wszystkich estymatorow postuzono si¢ statymi oznaczeniami.
Shd stanowi te cze$¢ wylosowanej proby, ktora nalezy do dziedziny d i war-
stwy h, mpq to wylosowana liczba grup nalezacych do dziedziny d i warstwy
h(@dah=1,2d=1,2).[=1,2,..,m oznacza numery Kolejnych grup
bioracych udziat w probie, natomiast j = 1, 2, ..., k to gospodarstwa domowe
wylosowane w ramach grupy. Liczebnos¢ proby jest zatem rowna m x k = n.
Wartos¢ cechy Y(X) dla gospodarstwa domowego wylosowanego w j-tym
ciagnieniu z grupy za i-tym razem z h-tej warstwy 0znaczono przez Yhijf(Xhif)
dlavr =1V WEE ol e | S R e L0 ]
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1. Estymator Horvitza-Thompsona (HT)

Estymator HT nalezy do grupy tak zwanych estymatoréw bezposrednich. War-
to go zaprezentowa¢ w celu porownania jego rozkladu i efektywnosci z po-
zostalymi estymatorami. Estymator HT wykorzystuje jedynie wartosci do-
tyczace badanej cechy, bez zadnych dodatkowych informacji.

TS 2 (1)
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2. Estymatory POS

Nazwa tego typu estymatorow jest skrotem angielskiego terminu — poststra-
tified. Do ich zastosowania konieczna jest znajomo$¢ liczebnosci populacji
W poszczegolnych dziedzinach — N” Podzial na warstwy nastgpuje dopiero
po wylosowaniu proby. W tej grupie przedstawione sa trzy rodzaje estyma-
torow:

a. Estymator zwykly POS — wykorzystujacy jedynie informacje o badanej
cesze Y 1 liczebnosci populacji dla danej dziedziny N, .
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Trzy kolejne estymatory wykorzystujg oprocz informacji o badanej cesze
1 liczebnosei populacji dla danej dziedzin Npg, takze wartosci cechy dodat-
kowej X.

b. Estymator ilorazowy POS
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X)) estymator (1) wartosci globalnej cechy X.

c. Estymator regresyjny POS-1
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X2 — estymator (2) wartosci globalnej cechy X.
d. Regresyjny estymator POS-2
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3. Estymatory syntetyczne
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)
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Oparte s na zatozeniu, ze struktura populacji jest identyczna (niewiele roz-
niaca si¢) jak struktura w poszczegélnych dziedzinach. Takie zalozenie poz-
wala na podzial oszacowanej warto$ci globalnej dla calej populacji na czgsci
odpowiadajace poszczegolnym dziedzinom. Podzialu tego dokonuje si¢ pro-
porcjonalnie do liczby jednostek z danej dziedziny badZz do wartosci globalnej
cechy dodatkowej dla dziedziny. Do tej grupy zaliczaja si¢ nastgpujace esty-

matory:
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a. Estymator zwykly SYN wykorzystujacy informacje o badanej cesze w ca-
tej warstwie oraz informacje o wielkosci dziedziny 4 w stosunku do war-

stwy A:
(11)
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)A’,, — estymator (1) wartosci globalnej Y, .
W dwoch kolejnych estymatorach przy szacowaniu wartosci cechy Y beda

brane pod uwage dane dotyczace cechy X.

b. Estymator ilorazowy SYN
! (13)
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X, estymator warto$ci globalnej cechy X obliczony na podstawie wzoru (11).

¢. Estymator regresyjny SYN
X (15)

);/:.7) = Nlnl[yh +b/l()?/, = X)),

gdzie

k
z 2(.\‘,," 2 :\:/,,-)(_\’/,,',' YL
b/, = el /B (16)

K
2 Z(th/ =T

i€ J=




Grazyna Dchnel

e
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1
h

=

Y,(X,) — nieobcigzony estymator $rednie;j Y3 (X,

4. Uogodlnione estymatory regresyjne (MRE)

Sktadajg sig¢ z dwoch czeséci. Pierwszg stanowi odpowiedni estymator synte-
tyczny. Druga to sktadnik korygujacy, wykorzystujacy reszty migdzy rzeczy-

wistymi wartosciami cechy Y jednostek wylosowanych do proby a wartos-
ciami cechy Y, szacowanymi w oparciu o estymator ilorazowy oraz regresyjny.

a. Estymator ilorazowy MRE, czyli skorygowany o reszty ilorazowy esty-
mator syntetyczny

~
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b. Estymator regresyjny MRE — estymator regresyjny syntetyczny skory-
gowany o reszty
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5. Estymatory zlozone

Zalezne sg od wielkosci proby ( Sample-Size Dependent Estimators ) stanowig
ostatnig z pigciu grup estymatorow. Kazdy z nich oparty jest na dwdch esty-
matorach omawianych juz wezesniej. Przy czym wplyw poszczegdlnych esty-
matorow na szacowang wartos$¢ cechy zalezy od tego, jak duza jest liczebnos¢
proby w dziedzinie w stosunku do calej proby.

a. W estymatorze zlozonym SSD udzial estymatorow skladowych okres-
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& — parametr wybierany subiektywnie, ma wpltyw na wielko$¢ udziatu esty-
matora syntetycznego w szacowaniu wartosci estymatora (11). Wraz z jego
wzrostem rosnie udzial tego estymatora skladowego. Najczesciej parametr
przybiera warto$¢ rowng 1 (G. H. Choudry, J. N. K. Rao, 1992).

b. Estymator zlozony SSD* wykorzystuje estymatory zbudowane w oparciu
o ceche¢ dodatkowa X, ,

(e (12 st ) (5) * ()
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gdzie
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parametr /4 dobiera si¢ subiektywnie okreslajac tym samym wplyw estymatora
syntetycznego na szacowanie warto$ci cechy YV (C. E. Sarndal 1 M. A. Hidi-
roglou — 1989 — sugeruja , aby 4 bylo rowne 2).

Po przeprowadzeniu badania symulacyjnego dla kazdego z dwunastu esty-
matorow obliczono przyblizone wartosci : wariancji estymatora, wzglednego
obciazenia estymatora oraz wzglednego btedu szacunku.

Wielkosc¢:
" 1 1000

Vy=—— 37
hd ‘0002 hd (28)

/::,[

z uwagi na duzg liczb¢ prob mozna potraktowac jako przyblizona warto$¢
oczekiwang estymatora

Yia = E(p). (29)

Wariancja natomiast:
S (Y)=— (Y-Y) (30)

moze by¢ uwazana za przyblizona warto$¢ wariancji estymatora
P h ol £
$*(F,) = D*(7,,). (31)

Na podstawie wzoru (32) okreslono (w %) wzgledne obciazenie estymatora:

A
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Wzgledne bledy szacunku (w %) obliczone zostaly zgodnie ze wzorem:
1000 (Y, —Y,
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Wartosci wyzej wymienionych trzech parametrow przedstawione w tabe-
li 1 pozwalajq na wstepng oceng wynikow przeprowadzonego badania.

Tabela 1. Poréwnanie parametrow estymatorow

HT | POS |POS.I|POS.RIPOS.RE| SYN |[SYN.I|SYN.R| MRE | MRE | SSD | SSD*

Sz(x) 314,1 | 8.8 D3 LIn) 5.4 3:9 1.5 1.4 mf) 9,6 4.4 3
RBE (%) | 0,15] 036 | 023 | 0.2 | 0,26 032 | 072 | 032 | 0,06 | 0,07 | 0.09 | 0,04
REE (%) | 22 347 24 2104 | B2 2.5 1.6 1.6 155 03 0.6 0.9

Sz(x) — wariancja estymatora,
RBE — wzgledne obciazenie estymatora (w %),
REE — wzgledne btedy szacunku (w %).

Rozpatrujac wariancj¢ estymatorOw mozna zauwazy¢, ze dla pierwszego
z nich jest ona nieporownywalnie duza. W kolejnosci zmniejszania si¢ war-
tosci wariancji mamy grupg¢ estymatorow typu POS, uogdlnione estymatory
regresyjne, nastgpnie estymatory ztozone oraz grupg estymatorow typu SYN
— gdzie warto$ci wariancji s3 najmniejsze. ZarOwno wewnatrz grupy estyma-
torow typu POS, jak i typu SYN najwigksza wariancj¢ majg estymatory zwy-
kte. Jej wartos¢ jest dwukrotnie wigksza od wartosci wariancji estymatorow
ilorazowych i regresyjnych z tej samej grupy.

Oceniajac ogolnie estymatory pod wzgledem ich wariancji najlepiej pre-
zentuja si¢ estymatory : syntetyczny ilorazowy i syntetyczny regresyjny.

O jakosci estymatora $wiadczy migdzy innymi rowniez jego obcigzenie.
Pod tym wzgledem zdecydowanie najlepsze sa estymatory MRE oraz grupa
estymatorow ztozonych. Wigksze obciazenie posiadaja estymatory typu POS,
wsrod ktorych estymator regresyjny ma najmniejsze obcigzenie.

Estymatory typu SYN teoretycznie powinny mie¢ mniejsze obcigzenie od
estymatorow typu POS. Zbudowane s3 bowiem w oparciu o calg probe, a nie
jedynie na podstawie jednostek wchodzacych w skiad danej dziedziny. Taka
sytuacja mialaby miejsce, gdyby struktury cechy badanej oraz dodatkowej w
kazdej dziedzinie, jak i w calej warstwie byly identyczne (mato roznigce si¢
mi¢dzy sobg). W praktyce jednak takie sytuacje nie zdarzaja si¢ 1 dlatego
estymatory typu SYN sa obcigzone. W miar¢ wzrostu roznicy migdzy struk-
turg dla dziedziny 1 strukturg dla warstwy wzrasta obcigzenie estymatorow.
Korzystny wplyw na wartos¢ obcigzenia ma duza zaleznos¢ miedzy cecha
badang i1 dodatkowa. Wartosci obcigzenia estymatorow typu SYN sa w tym
badaniu stosunkowo do$¢ znaczne. Najlepszy z nich jest, sa podobnie jak
w grupie estymatorow POS, estymator regresyjny.

O precyzji estymatora swiadczy takze wzgledny blad szacunku. Wyniki
badania pokazuja, ze estymator HT jest najmniej efektywny z przedstawio-
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nych. Kolejne miejsce zajmuje zwykty estymator typu POS. Lepszy od nich
jest trzeci z estymatoréw wykorzystujacych ceche dodatkowa — zwykly esty-
mator typu SYN.

Wsrod tych estymatorow, ktore ceche dodatkowa wykorzystujg, ogdlnie
rzecz biorac, estymatory typu SYN sg efektywniejsze od odpowiednich esty-
matoréw typu POS.

Zwigkszenie efektywnosci wigze si¢ miedzy innymi z tym, ze wigksza jest
liczebno$¢ proby dla estymatora typu SYN. Zbudowane sg one na podstawie
catej proby, w przeciwienstwie do estymatora typu POS oszacowanego na
podstawie jednostek nalezacych do rozpatrywanej dziedziny.

Kolejna grupa, a wigc uogolnione estymatory regresyjne, charaktery-
zujg si¢ jeszcze mniejszym btedem szacunku od swoich odpowiednikéw w po-
przednich dwoéch grupach. Podobnie korzystnie przedstawia si¢ sytuacja w gru-
pie piatej, a wigc wsrdd estymatorow ztozonych.

W oparciu o wartosci estymatorow we wszystkich probach wyznaczo-
no ich rozklady (rys.1-5). Badanie istotnosci réznic na poziomie istotnosci
0=0,001 nie dalo podstaw do odrzucenia hipotezy o normalnosci rozktadu
dla grupy estymatoréw syntetycznych oraz dla estymatora ztozonego SSD*.

Na ryg Qdatkowo oznaczono pionowymi liniami obszar zmiennos$ci sza-
cowanej watthscl cechy dla wszystkich pozostatych estymatorow.

20 o Estymator HT

-
(4]
o
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)
o

12 24 37 49 62 74 87 99 112
przecigtna wielko$¢ mieszkania w metrach kwadratowych

Rys. 1. Estymator Horvitza-Thompsona
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Rys. 2. Estymatory typu POS
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Rys. 5. Estymatory typu SSD

Przeprowadzono rdwniez badanie zaleznosci migdzy warto$ciami poszcze-
golnych estymatorow (tabela 2).

Silng dodatnig zalezno$¢ wykazal estymator ztozony SSD w powiazaniu
z estymatorem ilorazowym POS oraz z regresyjnym MRE. Natomiast esty-
mator SSD* ujawnit wyrazny zwigzek z estymatorami typu POS (reg.1; reg.2).
Mocng korelacja charakteryzowaly si¢ roOwniez nastgpujgce pary estymato-
row : syntetyczne (regresyjny i ilorazowy), typu POS (reg.! i reg.2), ilorazowy
POS i regresyjny MRE.
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Tabela 2. Zestawienie zalezno$ci migdzy estymatorami (rxy)

POS | POS.I [POS.R [POS.RE| SYN | SYN.I [SYN.R| MRE | MRE | SSD | SSD*
HT 0.09 0.12 0.05 0,08 0.09 0,02 0,01 0,1 0,08 0,08 0,07
POS 0,5 0,59 0.71 0,68 0,46 0,37 0,87 0,99 0,98 0,68
POS.1 0.7 U722 0.36 051 0,49 0.57 048 0,55 0,71
POS.R 0,97 0.39 0.68 0.68 0.73 0,56 0,67 0,95
POS.RE 0.48 0.69 0.67 0.8 0.68 0.77 0,98
SYN 0.08 0.55 0.83 0.7 0,75 0,58
SYN.I 0,98 0,57 0.44 0,63 0,83
SYN.R 0.46 033 0,54 0.81
MRE 0.87 0.89 0,79
MRE.1 0,97 0,65
SSD 0,78

Bardzo staba zalezno$¢ wystgpowata pomiedzy estymatorem HT a wszyst-
kimi pozostalymi estymatorami. :

Podsumowujac symulacyjne badanie efektywno$ci estymatoro6w mozna
stwierdzi¢, ze najlepsze sg estymatory z grupy czwartej MRE oraz estymatory
ztozone. Stabsza efektywno$¢ majq estymatory typu SYN, sg one jednak lep-
sze od drugiej grupy estymatorow — typu POS. W ramach drugiej 1 trzeciej
grupy najbardziej efektywny jest estymator regresyjny, a najmni¢j — zwykty
estymator. Wyniki te zasadniczo pokrywajg si¢ z wynikami badan symulacyj-
nych przeprowadzonych miedzy innymi przez Cz. Brach¢ (1994). Na tym
etapie badan wydaje sig, ze jeszcze nie mozna w sposob jednoznaczny okresli¢
zastosowania konkretnego estymatora w danych warunkach. Aby to zrobi¢
trzeba poznaé jego wihasnosci ( a wigc wzgledne obcigzenie, a przede wszyst-
kim wzgledny blad szacunku ). Prowadzona symulacja moze jednak, w pewien
0golny sposob, okresli¢ wlasnosci poszczegolnych estymatorow badz wskazac
na wymogi, przy ktorych precyzja estymatorow zostanie znacznie poprawiona.
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