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BUDOWA PORTFELI NEUTRALNYCH
Z WYKORZYSTANIEM TAK ZWANYCH
GRECKICH PARAMETROW

Wstep

Opcje to jeden z wielu dostgpnych na rynkach finansowych instrumentéw
pochodnych, ktére stwarzaja mozliwo$é zabezpieczenia si¢ przed niekorzyst-
nymi zmianami na rynku (hedging). Zabezpieczy¢ si¢ mozna nie tylko przed
Zmianami cen, ale réwniez przed zmianami innych wielko$ci, majacych wplyw
na posiadane aktywa. Celem artykutu jest wskazanie na mozliwoS¢ wykorzys-
tania opcji do ostony przed ryzykiem zmiany ceny akcji, stop procentowych
1 odchylenia standardowego cen akcji.

1. Greckie parametry opcyjne

Wz6r na cene europejskiej opcji kupna w klasycznym modelu Blacka-Scholesa
ma nastegpujaca postac:

c=8;N(d)—Ke""N(d—a./T), (1)
gdzie: :
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In ST; +§O'2T
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Sy — cena instrumentu bazowego w momencie wyceny opcji,
K — cena wykonania opcji,
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r — stopa zwrotu wolna od ryzyka,

T — czas pozostaly do wyga$nigcia opcji kupna (w latach),
g — odchylenie standardowe ceny instrumentu bazowego,
N — dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego:

x2

e 2dx. 3)
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N@= |
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Cena opcji zalezy od pigciu czynnikéw: S, K, r, o, T. Cena wykonania
K dla danej opcji jest stata. Podobnie termin realizacji, ale uplyw czasu silg
rzeczy powoduje skracanie terminu pozostalego do wygasnigcia opcji. Reszta
czynnikow zmienia si¢'. Pojawia si¢ pytanie, jak bardzo cena opcji jest
wrazliwa na zmiany tych czynnikéw? Przyblizona odpowiedz na to pytanie dajq,
pochodne ceny opcji wzglgdem tych zmiennych. Zwyczajowo pochodne te
oznacza sie literami alfabetu greckiego, dlatego tez méwi sie czesto o nich jako
greckich parametrach (Greeks). Definiujemy:

dc
delt =—=N(d), 4
elta(c) s, (@) “4)
dc S-n(d)o 1

theta () = o= — L2 1o " TKN(d— 01/ T), (5)

OIS LT,
rho(c)=%=Te"TKN(d—aﬁ), (6)

)
kappa(c)>=5-=S7/Tn(d), )

gdzie n(x) jest gestoScia rozktadu normalnego i wyraza si¢ wzorem:

x2

e 2. (8)

[y

n(x)=

5

! W wyprowadzeniu modelu Blacka-Scholesa dokonuje si¢ formalnego zatozenia, ze
odchylenie standardowe ceny instrumentu bazowego i stopa zwrotu wolna od ryzyka jest
wielkoScig stala, jednak powszechna praktyka jest uzmiennianie tych wielkosci ([5], s. 52).

2 Niektorzy autorzy parametr kappa nazywaja vega, choC nie jest to litera alfabetu
greckiego.
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By doktadniej zbada¢ wrazliwosé ceny opcji na zmiany ceny instrumentu
bazowego, uwzglednia sie jeszcze jeden parametr, ktory jest druga pochodna
ceny opcji wzgledem S

0%c 1

gamma (c) =K§ =§:ﬁn(d). )

Zdefiniowane wsp6tczynniki, stuzace do analizy wrazliwo$ci ceny opcii,
mozna wykorzysta¢ do analizy wrazliwosci portfela (na zmiang tych samych
czynnikéw) sktadajacego si¢ z instrumentéw bazowych i zabezpieczajacych je
instrumentéw pochodnych.

2. Budowa portfela z wykorzystaniem greckich parametrow

Rozwazmy portfel sktadajacy si¢ z aktyw6w, ktérych warto$¢ uzalezniona jest
od zmiennych S, r, o, T. Wartos¢ portfela jest funkcja tych zmiennych:

V=F(Sy, 1, 0, T). (10)

Oznacza to, z7e parametry charakteryzujace opcje, charakteryzuja tez portfel:

delta(V)=£iT, (11)
theta (V) =g—‘;, (12)
rho(V)r—-g, (13)
Kkappa(V) =7, (14)
gamma(V)zgj,—? (15)

Korzystajac z twierdzenia Taylora, mozna wyznaczyé zmiane wartosci
portfela AV w zalezno$ci od zmian czynnikéw ASy, Ar, Ao, AT:
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AV=delta(V)-AS;+rho(V)-Ar+kappa(V)-Ac+
+theta(V)-AT+—;—gamma(V)-(AST)2+... (16)

Ze wzoru (16) wynika, ze budujac portfel neutralny (czyli taki, ktéry nie
bedzie zmienial swojej warto$ci) wystarczy, by kolejne pochodne czastkowe
(czyli greckie parametry portfela) byly réwne zero. Oczywiscie nie trzeba
zabezpieczaC si¢ przed zmianami wszystkich czynnikéw, a jedynie przed tymi,

térych zmiang przewidujemy i ktérych obawiamy si¢ najbardziej. W literaturze
portfele, ktérych poszczegdlne greckie parametry sa réwne zero, nazywane $a
odpowiednio portfelami delta neutralnymi, theta neutralnymi itd.

2.1. Portfel delta neutralny

Rozwazmy nastgpujaca sytuacje: kupujemy 10 akcji po cenie S;. Obawiajac sie
spadku cen akcji (jednoczes$nie przewidujemy, ze pozostale zmienne charak-
teryzujace rynek: r i o, nie ulegng zmianie) zabezpieczamy si¢, wystawiajac n,
opcji kupna. Za kazda opcje otrzymujemy ceng c,. Akcje kupujemy ze Srodk6w
uzyskanych z wystawienia opcji, a brakujaca kwot¢ B, pozyczamy z banku.
Warto$¢ takiego portfela wynosi’:

Poniewaz zabezpieczamy si¢ jedynie przed zmiang cen akcji, wymagamy, by
parametr delta portfela wynosit zero. Na podstawie wzoréw (11) i (4) mamy

delta(V;)=10—n, - delta(c,) =0.

Rozwiazujac réwnanie z jedng niewiadoma, otrzymujemy liczbe opcji
kupna, ktére trzeba wystawi¢, by portfel, zawierajacy 10 akcji, byt delta
neutralny. W tabelach 1 i 2 przedstawione zostaly wartoSci tak skonstruowanego
portfela i ceny opcji kupna, po jednym dniu w zaleznosci od ceny akcji. Do
obliczen przyjeto nast¢pujace dane:

r=6%, K,=50PLN, T,=90dni/365dni, o=25%.

Przy niewielkich zmianach cen akcji, zmiany warto$ci portfela sa nieduze.
Wz6r Blacka-Scholesa zostat wyprowadzony przy zatozeniu o ciagtych zmia-

* Wystawienie opcji kupna oznacza zobowiazanie finansowe, stad minus we wzorze.
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Tabela 1. Wartosci portfela delta neutralnego
w zaleznosci od ceny akcji (mate zmiany ceny akcji)

S Ci Vi
48,00 1,8105 —2,0550
48,50 2,0389 —1,0491
49,00 2,2840 —0,3337
49,50 2,5455 0,0936
50,00 2,8232 0,2373
50,50 3,1169 0,1030
51,00 3,4260 —0,3016
51,50 3,7500 —0,9675
52,00 4,0884 —1,8845

Tabela 2. Wartosci portfela delta neutralnego
w zaleznoSci od ceny akcji (duze zmiany ceny akcji)

S cy Vi

30 0,00003 —150,3246
40 0,1028 —52,1213
50 2,8232 0,3113
60 10,8937 —40,6270
70 20,7309 —112,8082

nach cen. Ze wzgledu na koszty transakcji, ktre zostaly pominigte w roz-
Wazaniach, nie mozemy czesto zmieniaé portfela. W rozpatrywanym przy-
ktadzie portfel nie byl zmieniany przez caly dzief. Skréceniu ulegt czas
Pozostaty do realizacji opcji, co zgodnie z wzorami (1)-(3) pociaga za sobg
(przy pozostatych czynnikach bez zmian) zmniejszenie ceny opcii.

Natomiast przy wigkszych wahaniach cen akcji zabezpieczenie okazuje sie
nieskuteczne. Duze straty zwiazane s3 z wykorzystaniem pochodnych do
$Zacowania zmian warto$ci funkcji, a pochodna daje tym lepsze przyblizenie
Przyrostu warto$ci funkcji, im przyrost argumentu jest mniejszy.

2.2. Portfel delta-gamma neutralny

Chcac lepiej zabezpieczyé si¢ przed spadkiem cen akcji, mozna zbudowaé
portfel delta-gamma neutralny. W tym celu do portfela nalezy dotaczy¢ jeszcze
Jeden instrument, ktérego cena uzalezniona jest od ceny akcji. Moze to byé
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opcja na t¢ sama akcje, ale z inng ceng wykonania i terminem realizacji. Zatem
kupujemy n, opcji kupna, ktérych cena wynosi c,. Zakup akcji i nowej opcji
finansujemy ze $rodkéw uzyskanych z wystawienia opcji c¢; i kredytu B,.
Warto$¢ takiego portfela jest rowna:

Natomiast parametry delta i gamma takiego portfela zgodnie z wzorami (4), (9),
(11) 1 (15) bgda wynosi¢ odpowiednio:

delta(V,) =10—n, - delta(c,) +n, - delta(c,),
gamma(V,)= —n, - gamma(c,) +n, - gamma(c,).

Jesli portfel ma by¢ delta-gamma neutralny, to delta(V,)=0 i gamma(V,)=0.
Wobec tego otrzymujemy uktad dwéch rownaf, z ktérych wyznaczamy n, i n,.
Tabele 3 i 4 zawieraja zestawienie wartoSci portfela delta-gamma neutralnego,
po jednym dniu od jego skonstruowania, w zalezno$ci od ceny akcji. Dla opcji
¢, przyjeto:

K,=55PLN, T,=120dni/365dni.

W poréwnaniu z portfelem delta neutralnym wyniki sa lepsze zar6wno dla:
matych, jak i duzych zmian cen akcji.

Tabela 3. Wartosci portfela delta-gamma neutralnego w zaleznosci od ceny akcji
(male zmiany cen akcji)

S c; () v, V,
48,00 1,8105 0,8465 —2,0550 —0,3367
48,50 2,0389 0,9661 —1,0491 —0,0964
49,00 2,2840 1,0972 —0,3337 0,0122
49,50 2,5455 1,2402 0,0936 0,0306
50,00 2,8232 133955 0,2373 0,0017
50,50 3,1169 1,5634 0,1030 —0,0309
51,00 3,4260 1,7440 —0,3016 —0,0210
51,50 3,7500 1,9377 —0,9675 0,0775

4,0884 2,1445 —1,8845 0,3106
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Tabela 4. Wartosci portfela delta-gamma neutralnego w zaleznosci od ceny akcji

(duze zmiany cen akcji)

—
S €1 Ca Vi v,
40 0,1028 0,0435 —52,1953 —37,7008
45 0,7816 0,3415 — 14,0651 —6,2921
50 2,8232 1,3955 0,2373 0,0017
55 6,3821 3,6609 — 11,9898 6,85439
60 10,8837 7,1353 —40,7011 49,2922

2.3. Portfel delta-rho neutralny

W przypadku gdy przewidujemy zmiane stopy zwrotu wolnej od ryzyka, mozna
si¢ zabezpieczyé, konstruujac portfel delta-rho neutralny. Tak samo jak w po-
przednim punkcie do budowy portfela wykorzystujemy akcje i dwa rodzaje
opcji kupna (o réznych terminach realizacji i cenach wykonania). Warto§¢
takiego portfela bedzie wyrazaé sie takim samym wzorem (17). Delta i rho
portfela — na podstawie wzoréw (4), (6), (11) i (13) — sa réwne:

delta(V,)=10—n, - delta(c,) +n, - delta(c,),

tho(V,)= —n, -tho(c,) +n, -tho(c,).

Tabela 5. Wartosci portfela delta-rho neutralnego w zaleznosci od ceny akcji
(mate zmiany cen akcji)

S cy cy Vi v,
48,00 1,5422 0,8799 2,6370 10,0390
48,50 1,7473 1,0031 4,0502 11,6967
49,00 1,9688 1,1380 OTLTT3 13,1528
49,50 2,2067 1,2849 6,0175 14,4205
50,00 2,4609 1,4442 6,5726 15,5155
50,50 28312 1,6162 6,8461 16,4558
51,00 3,0174 1,8012 6,8427 17,2600
51,50 3,3190 1,9992 6,5691 17,9483
52,00 3,6356 2,2105 6,0335 18,5423
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Przyréwnujac delta(V,) i tho(V,) do zera, otrzymujemy uktad dwéch réwnan,
z ktérych wyznaczamy n, i n,. Efektywno$§¢ ostony tego portfela, gdy stopa
procentowa wolna od ryzyka r wzro$nie do 7%, mozemy przeSledzi¢ w tabe-
lach 5 i 6. Rowniez tym razem portfel zabezpieczony przed ryzykiem stopy
procentowej i zmiang ceny akcji jest lepszy od portfela chroniacego jedynie
przed zmiang ceny. Korzysci sa widocznie zaréwno dla matych, jak i duzych
zmian cen akcji.

Tabela 6. Wartosci portfela delta-rho neutralnego w zalezno$ci od ceny akcji
(duze zmiany cen akcji)

S cq (455 Vi v,
40 0,0772 0,0463 —51,7482 —33,784
45 0,6392 0,3576 —11,5749 5,7413
50 2,4609 1,4442 6,5726 28,5804
55 5,8163 3,7540 —2,0979 55,5741
60 10,2085 7,2676 —28,8965 118,4059

2.4. Portfel delta-kappa neutralny

Kolejny rozwazany portfel, delta-kappa neutralny, jest zabezpieczony przed
zmiang o (odchyleniem standardowym ceny instrumentu bazowego). W sktad
portfela wchodza akcje i dwa typy opcji, analogicznie jak w dwéch poprzednich
przyktadach. Wz6r na warto$¢ portfela jest wigc taki sam. Natomiast parametry
delta i kappa na podstawie wzoréw (4), (7), (1), (14) wynosza:

delta(V,)=10—n, -delta(c,) +n, - delta(c,),
kappa(V;) = —n, -kappa(c;) +n, - kappa(c,).

Przyréwnujac delta(V,) i kappa(V,) do zera, ponownie otrzymujemy uktad
dwoéch réwnan, ktérego rozwiazaniami sa n, i n,. Tabele 7 i 8 prezentujg
ksztaltowanie si¢ wartosci portfela delta-kappa neutralnego, gdy ¢ wzro$nie do
26%. Wida¢, ze taki portfel jest doS¢ dobrze (zwlaszcza przy wiekszych
zmianach cen) zabezpieczony przed zmiang cen.
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Tabela 7. Wartosci portfela delta-kappa neutralnego w zaleznosci od ceny akcji
(male zmiany cen akcji)

S ¢y ¢y Vi v,
48,00 1,9041 0,9304 —2,0550 —0,3367
48,50 2,1343 1,0552 —1,0491 —0,0964
49,00 2,3805 1,1912 —0,3337 0,0122
49,50 2,6425 1,3389 0,0936 0,0306
50,00 2,9202 1,4986 0,2373 0,0017
50,50 3,2131 1,6704 0,1030 —0,0309
51,00 3,5209 1,8547 —0,3016 —0,0210
51,50 3,8431 2,0515 —0,9675 0,0775
52,00 4,1792 2,2611 —1,8845 0,3106

Tabela 8. Wartogci portfela delta-kappa neutralnego w zaleznosci od ceny akcji
(duze zmiany cen akcji)

N
S cq G Vi V,
40 0,1249 0,0564 5035807 —38,0672
45 0,853 0,3931 —15,3137 —6,6811
50 2,9202 1,4986 =%1575 0,1457
55 6,1520 3,7835 =i39121 12,0389
60 10,9151 7,2341 —41,2511 54,9977
‘\k

2.5. Portfel delta-gamma-kappa neutralny

Nic nie stoi na przeszkodzie, by budowaé bardziej skomplikowane portfele
— na przyklad delta-gamma-kappa neutralny. Do jego budowy potrzeba
kolejnej opcji kupna, o jeszcze innym terminie wykupu i cenie wykonania
niz dwie dotad wykorzystywane. Portfel bedzie si¢ wiec skladal z 10 akcji
PO cenie S;, n,; wystawionych opcji o cenie ¢y, n, i ny zakupionych
Opcji kupna, ktérych ceny wynosza odpowiednio c, i c; oraz kredytu
bankowego B,. Warto§¢ portfela wynosi:

V3=IOST—"’11 'C+n2‘C2+n3'C3"“B3.
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Na podstawie wzoréw (4), (7), (9), (11), (14) i (15) mamy:
delta(V3) =10—n, - delta(c,) +n, - delta(c,) +n, - delta(c,),
gamma(V;) = —n, - gamma(c,)+n, - gamma(c,) +n, - gamma(c;),
kappa(V;) = —n, - kappa(c,) +n, - kappa(c,) +n; - kappa(c;).
Przyréwnujac delta(V;), gamma(V;) i kappa(V5) do zera, otrzymujemy ukiad

trzech réwnan. Po jego rozwiazaniu znajdujemy wartoSci ny, n, 1 n3. W tabe-
lach 9 i 10 sa zestawione wartoSci portfela delta-gamma-kappa neutralnego.

Tabela 9. Wartosci portfela delta-gamma-kappa neutralnego w zaleznosci od ceny akcji
(male zmiany ceny akcji)

S (o Coy Ca Vi V, Vs
48,00 1,9041 0,9304 0,7073 —3,6010 | —1,8001 —1,0354
48,50 2,1343 1,0552 0,7935 —2,7164 | —1,0316 | —0,6628
49,00 2,3805 1,1912 0,8872 —2,0213 | —0,4636 | —0,3932
49,50 2,6425 1,3389 0,9886 —1,6030 | —0,0779 | —0,1930
50,00 2,9202 1,4986 1,0980 —1,4576 0,1457 | —0,0278
50,50 3,2131 1,6704 132157, —1,5795 0,2279 0,1357
51,00 35209 1,8547 1,3419 —1,9617 0,1916 0,3324
51,50 3,8431 2,0515 1,4769 —2,5958 0,0602 0,5963
52,00 4,1792 2,2611 1,6208 —3,4725 | —0,1423 0,9600

Obliczenia wykonano, zaktadajac, ze dla trzeciej, dodatkowej opcji, cena
wykonania i termin realizacji wynosza odpowiednio:

K5=55PLN;
T, =120dni/365dni,
0=26%.

Z przeprowadzonej symulacji wynika, ze portfel delta-gamma-kappa neu-
tralny w przypadku zmiany ceny akcji i odchylenia standardowego jest lepiej
zabezpieczony przed duzymi zmianami cen niz prostsze, wczesniej analizowane
portfele. Natomiast w przypadku mniejszych zmian cen zabezpieczenie portfela
delta-gamma-kappa neutralnego jest podobna lub nieco gorsza. Zaleta takiego
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Tabela 10. Wartosci portfela delta-gamma-kappa neutralnego w zaleznosci od ceny
akcji (duze zmiany cen akcji)

N c %, s 1% v, V,

40 0,1249 0,0564 0,0623 —52,5827 | —45,8874 | —36,1091
45 0,8530 0,3931 0,3273 —15,3137 | —11,3319 | —6,97187
50 2,9202 1,4986 1,0980 —1,4576 0,1457 | —0,0278
55 6,4520 3,7835 2,6808 —13,2121 —1,5651 6,7788
60 10,9151 7,2341 5,2148 -41,2511 3,1435 36,3890

portfela jest taczenie cech dwoch prostszych portfeli: delta-gamma neutralnego
1 delta-kappa neutralnego.

Nie nalezy jednak sadzi¢, ze im portfel jest bardziej skomplikowany, tym
lepiej. Zabezpieczajac si¢ przed niekorzystnymi zmianami czynnikéw, tracimy
na o0got premig, wynikajaca ze zmiany przeciwnej (na przykiad portfel delta-rho
neutralny niweluje straty wynikajace ze wzrostu stopy wolnej od ryzyka, ale
Pozbawi nas korzyéci w przypadku spadku tej stopy).

Przeprowadzona analiza, mimo ze wycinkowa, wskazuje na uzyteczno$¢
tzw. greckich parametréw przy budowaniu portfela. Nalezy mie¢ jednak
Swiadomog¢ ograniczefi stosowania powyzszych rozwiazafn w praktyce. Po
pierwsze, w artykule zostal wykorzystany model Blacka-Scholesa, kt6ry nalezy
do ciagtych modeli wyceny opcji, a zmian w portfelu mozna dokonywaé jedynie
W Sposéb dyskretny. Po drugie, czgste zmiany skladu portfela zwigzane sg
Z pewnymi kosztami transakcyjnymi, ktére w rozwazaniach pominigto. Po
lrzecie, sprawne wykorzystanie greckich parametréw wymaga zastosowania
aplikacji, ktére zautomatyzuja proces poszukiwania liczby instrumentéw po-
chodnych zabezpieczajacych portfel.
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BUILDING NEUTRAL PORTFOLIOS WITH THE USE
OF OPTION SENSITIVITIES

Summary

The article comments on the possibility of building mixed portfolios, containing
shares and options, protected from share price fluctuations, riskfree interest rate
fluctuations and volatility fluctuations. The author defines option sensitivities
(known less formally as the ‘‘Greeks’”) and indicates the method of using them in
building neutral portfolios. The analysis has proved (with some reservations) the
efficiency of option sensitivities as a risk management tool. The analysis has been
supported by sample calculations. :




