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ZASTOSOWANIE ULTRASFERYCZNE]J
ANALIZY HARMONICZNE]J

DO ANALITYCZNEGO WYZNACZANIA
FUNKCJI GESTOSCI
PRAWDOPODOBIENSTWA
WIELOWYMIAROWYCH o-STABILNYCH
ROZKEADOW PRAWDOPODOBIENSTWA

1. Jednowymiarowe c«-stabilne
rozklady prawdopodobienstwa

Rozktady a-stabilne stanowig klas¢ rozkladéw statystycznych, zawierajaca
miedzy innymi rozktady normalne, Cauchy’ego i sa rozktadami, opisujacymi
dos¢ doktadnie dobrze znane z badan empirycznych zjawiska sko$noSci oraz
»grubych ogonéw”. Klasa tych rozkladéw zostata scharakteryzowana przez
Levy’ego, ktéry badat znormalizowane sumy niezaleznych zmiennych losc-
wych o identycznych rozktadach [8].

Rozktad R jest o-stabilny, jezeli ma nastgpujaca wiasnoS¢: suma niezalez-
nych zmiennych losowych a-stabilnych o identycznych rozkladach X, ..., X,
(o takim samym indeksie stabilnoSci «), przy dodatnim parametrze c, oraz '
dowolnym d,, moze by¢é wyrazona przez nowa zmienna X, spelniajaca
zalezno$¢ [14]:

XX, L X =0 X g (1)

Symbol £ oznacza, ze zmienne losowe po obydwu stronach réwnania (1) maja
taki sam rozktad prawdopodobienstwa. Mozna wigc powiedzie¢, ze rozktady
a-stabilne sg stabilne wzgledem operacji sumowania. Stala c, przybiera warto$¢
okreSlong poprzez wyrazenie:
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Ch=—=n43 (2)

dla « e (0, 2) [6].

Parametryzacja rozktadéw o-stabilnych, ze wzgledu na nieznang jawna
postac¢ funkcji rozktadu prawdopodobiefistwa, jest mozliwa poprzez zastosowa-
nie w tym celu funkcji charakterystycznej (dla zmiennej losowej dyskretnej) lub
tez transformaty Fouriera (w przypadku zmiennej losowej ciagtej o gestosci f).
Funkcja charakterystyczna ¢ (f) zmiennej losowej X nazywamy wartos¢ przecie-
tng funkcji A gdzie ¢ jest zmienna rzeczywista, a i — jednostka urojona:

/\ @(t)=E(expitX). 3)

teR

Zastosowanie definicji (3) do a-stabilnych rozktadéw prawdopodobiefistwa
prowadzi do nastgpujacej postaci funkcji charakterystycznej:

Eexp(itX)=exp(——|t|°‘ l—iﬁ(tg%)(sign t)b, oL=Eis 4

[
Eexp(itX)=exp(——|t| 1+i,BE(signt)ln|t|D, oa=1, (5)
gdzie:
—1 dla <0,
sign t= O&=dlager= 0!
1 dla ¢>0.

Rozktady o-stabilne sa opisywane przez cztery parametry: wskaZnik stabil-
nosci e (0, 2), wskaznik sko$noSci —1<f<1, wskaznik skali ¢>0 oraz
Wwskaznik charakteryzujacy pozycje 0 € R. Jezeli a =2, to zmienna X ma rozktad
Normalny. W innych przypadkach, gdy 0 <a <2, rozklad ma ogony istotnie
grubsze od rozktadu normalnego. Gdy f>0, rozklad jest skoSny w prawo-
1 odwrotnie, jezeli <0, to rozklad jest skosny w lewo. Parametr skali o petni
analogiczna role do roli odchylenia standardowego w przypadku rozkitadu
normalnego. Parametr ¢ dla o> 1 jest réwny wartoSci oczekiwanej zmiennej X.

Ponizej zostana przedstawione dwa gléwne sposoby parametryzacji roz-
ktadéw o-stabilnych. W pierwszym z nich (oznaczanym w literaturze przez

14+
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S(, B, g, 6;; 1)) zaproponowanym przez Samorodnitsky’ego i Taqqu’a funk-
cja charakterystyczna rozkladu ma nastgpujacq postac [19]:

Eexp(itX)=exp(—G“Itl{l—iﬁ(tg¥)(signt):l+i51t), ol SN0}

Eexp(itX)zexp(—altlI:l-%—iﬁ%(signt)ln!tl}-}-iélt), ol =1 SR ()

Innym rodzajem parametryzacji jest propozycja Zolotareva [22] (oznaczany
przez S(a, B, g, 6y; 0)), w ktérej funkcja charakterystyczna jest okreSlona
poprzez:

Eexp(itX):exp( —a“ltl“lil +iﬁ(tg%)(sign 1)) |y-t|1*°‘—l} +i50t),oc9é1, (8)

Eexp(itX)=exp(—5|tl l:l-i—iﬁ %(sign t)lnltH—lny] +i501), or=s] T (O}

Warto$¢ tej reprezentacji polega na tym, ze funkcja charakterystyczna — a co za
tym idzie funkcja gestoSci rozktadu prawdopodobiefistwa — jest ciagla dla
wszystkich warto$ci parametréw. Parametry o, i o maja takie same znaczenie
co poprzednio, a zwiazek miedzy J, i J, jest nastgpujacy:

51=60—[j’(tg 1‘23) o, jeteli a#l, (10)

2
51=50~—ﬂgalna, jezeli  a=1. (11)

2. Wielowymiarowe o-stabilne
rozklady prawdopodobienstwa

Wiasciwosci jednowymiarowych rozkladéw a-stabilnych sa dobrze poznane
i opisane w literaturze (zob. np. [18]). Proste uog6lnienie metod stosowanych
w rozktadach jednowymiarowych na rozklady wielowymiarowe nie jest moz-
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liwe ze wzgledu na to, ze w przypadku rozktadéw a-stabilnych wariancja jest
nieskonczona (zob. [10]). Nie jest wiec mozliwe stosowanie analogii opartych
na wielowymiarowym rozk}adzie normalnym, ktéry jest szczegdlnym przypad-
kiem rozktadu a-stabilnego, gdyz nie ma sensu stosowanie macierzy kowarian-
Cji jako miary struktury korelacyjnej.

2.1. Charakterystyka wielowymiarowych
a-stabilnych rozkladéw prawdopodobienistwa

W celu podania podstawowych charakterystyk wielowymiarowych rozktadow
a-stabilnych nalezy zdefiniowaé najpierw pojecie wielowymiarowej o-stabilno-
Sci. Rozwazmy w tym celu niezalezne wektory losowe X, X;, X,, ..., X,
0 identycznym rozkladzie w przestrzeni R,

Rozktad wektora losowego X bedziemy nazywaé o-stabilnym w przestrzeni
RP, jezeli dla dowolnej liczby n>1 istnieje d-wymiarowy wektor a, taki, ze:

1
XZne(X, +:..+X) +a,. (12)

Jezeli w wyrazeniu (12)'a,,=0, to wielowymiarowy rozklad w«-stabilny na-
Zywany jest rozkladem a-stabilnym w Scistym sensie [1]. Oznaczmy przez
D(x) gestoéé wielowymiarowego a-stabilnego rozktadu prawdopodobiefistwa.
Jego funkcje charakterystyczng ®(f) mozemy okre§lié w postaci formuty
kanonicznej formy Levy’ego-Chinczyna (dla przypadku rozktadu jednowy-
miarowego zob. [6])

[ve]

G J J(e,-r@,o_l_i e s>) %F(ds), (13)

1+72
5P-1 0
gdzie parametr (0, 2) jest nazywany wskaznikiem stabilnosci, peR? jest
Parametrem pozycyjnym, a I' reprezentuje skoficzonga miar¢ na podzbiorze
Borela sfery jednostkowej P, ktéra nosi w literaturze miano miary spektral-
nej. Nawias < -,-» oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni R”, a wiec

<l é>=Z,u'jéj- (14)

Ponadto ¢eRP. Reprezentacje (13) mozna zapisaé w przypadku rozktadu
Wielowymiarowego w formie [21]:
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O[E1=ilu, &~ [ 7@ (s)T[ds], (15)
SD—I
gdzie
1) =1 AL HPi, (16)
w ktorym
{sign(é)-léi“, gdy a#l
g0 = (17)
¢-loglgl,  gdy a=1
oraz

A= (18)
=% dy a=1
= gay .

Parametr stabilnosci o charakteryzuje ogony rozktadu wielowymiarowego
i mozna go rozumie¢ jako parametr ksztattu funkcji rozkladu. Gdy a<2,
prawdopodobiefistwo P(X;>x) zwiazane z kaida skiadowa X; wektora
a-stabilnego X maleje wedlug funkcji potegowej x~* wraz ze wzrostem x do
nieskonczonosci.

Miara spektralna I" okre§la zalezno$¢ pomigdzy skladowymi wektora X (jest
w pewnym sensie odpowiednikiem macierzy wariancji — kowariancji w przy-
padku wielowymiarowego rozkladu normalnego). Skiadowe X sa niezalezne,
jesli miara spektralna przyjmuje wartosci dyskretne oraz gdy jest skoncentro-
wana na przecieciu sfery S? z osiami uktadu wsp6trzednych. Podstawowa role
w estymacji miary spektralnej I' odgrywa definicja obszaru przyciagania
rozktadu S,(u, I'), to znaczy wielowymiarowego rozkiadu o-stabilnego z para-
metrem pozycji u oraz miara spektralng I'. Definicja ta wynika wprost z tzw.
uogolnionego twierdzenia granicznego (np. [14]).

Wektor losowy X w przestrzeni R” nalezy do obszaru przyciagania rozktadu
S (u, I'), a<2, wtedy i tylko wtedy, gdy V(r)=P(||X||>r) jest regularnie
zmienna w nieskoficzono$ci z indeksem o oraz: :

EX

v Enone e

X
P(reD da X >r)=
] =

gdy r — oo dla wszystkich podzbioréw borelowskich D sfery S° z I'(dD) =0.
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2.2. Algebraiczne wlasnoéci miary spektralnej

Mnozenie o-stabilnego wektora przez liczbe

Niech ¢ e[0, 2), 1. Niech X € R? bedzie a-stabilnym wektorem z miarg
Spektralng I'. Jezeli ceR, to ¢-X jest réwniez a-stabilnym wektorem. Jezeli
¢>0, to miarg spektralng wektora X jest ¢*- I'. Jezeli ¢ <0, to miarg spektralng
wektora X jest —c®- I', gdzie I jest sferycznym odwréceniem I, to znaczy:

I'[ul=rj[uj. (20)

Suma niezaleznych wektoréw a-stabilnych

Niech «€[0, 2), a X, X, € R? beda o-stabilnymi wektorami z miarami
Spektralnymi odpowiednio I';, I',. Niech X,=X;+X, ma miar¢ spektralng
Iy Wtedy

Io=I,+T, [15]. 1)

2.3. Rozklady brzegowe wielowymiarowych
a-stabilnych rozktadéw prawdepodobienstwa

Wezmy pod uwage kombinacje liniowa a-stabilnych zmiennych losowych
<b, X>=(b; X, +...+b,X,), gdzie beR. Wypadkowa kombinacja <b, X),
Z wielowymiarowym o-stabilnym rozkiadem prawdopodobienstwa, z miarg
Spektralng I' oraz parametrem pozycyjnym pu, jest jednowymiarowa o-stabilng
Zmienng losowa z rozktadem D*[f,, g;, 0,], W ktérym

[ 1<b, s>|*sign(<b, s7) I'(ds)
S2 ¢

e Ty 22
1
0= (S | KKb, s>|°‘F(ds))“, (23)
<b’ /1,), o '_/él
3y = 24)
1
{b, u)—gn—svf_l (b, sylog{b, sy I'(ds), a=]1.
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2.4. Metody estymacji miary spektralnej I’

Problem estymacji miary spektralnej I" nie jest do dnia dzisiejszego jednoznacz-
nie rozwigzany, to znaczy nie istnieje spdjny matematycznie analityczny
sposéb, ktéry pozwolitby na efektywne jego stosowanie w akceptowanym
czasie. Jest to szczegdlnie wazne w przypadku wielowymiarowych rozktadow
a-stabilnych, na przyktad w ich zastosowaniach w analizie portfelowej, gdzie
parametr bezposrednio zalezny od I' pelni role miary ryzyka (jest odpowied-
nikiem wariancji w przypadku jednowymiarowego rozktadu normalnego) [2].
W tej czeSci artykulu zostang przedstawione giéwne sposoby estymacji miary
spektralne;j.

2.4.1. Estymator RXC

Metode estymacji miary spektralnej a-stabilnego wektora losowego Y oparta na
prébie losowej X, ..., X, przedstawili Rachev i Xin [17] oraz Cheng i Rachev
[3] (w skr6cie metoda RXC). Jej podstawa jest wyrazenie graniczne, okre§lone
przez wyrazenie (19). Miara I jest znormalizowana, miara spektralna wektora Y,
okreSlong ponizej. Jezeli przedstawimy parametr skali ¢ w postaci:

g= {1"(S,,)}é (25)
oraz znormalizowang miare
I'(ds)=0"*I'(ds) (26)
w takiej postaci, ze
I'(ds)=1 (zob. [4]), (27)
to funkcja charakterystyczna
P (f) = Ee' {52 —glaEKem (28)
przybierze postac:
P(f)=e 7 O+t m) (29)

w ktorej

Ia(t)=! wa,1(<t’ S>)f(dS),
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gdzie:

]ur{l——iﬂ(tg%g) sgnu] dla a#l,
Dy p (W)= (31)
|u|[1——iﬁ%sgnulogu:| dla a=1.

W takim wypadku w celu estymacji miary I'(D) wybieramy duza warto§¢
r oraz obliczamy liczbe sktadowych X;, ktérych norma przekracza r nalezacych
do zbioru D, to jest:

1

~

{X €D oraz ||X,-||>r}
TR =

(32)

# X, >r}

Na tej podstawie estymator I' RXC miary spektralnej I jest miara dyskretna na
sferze S, przyporzadkowujaca mas¢ rzedu k! dla kazdego wektora jedno-
stkowego

—"*—. (33)

Calgq opisana procedur¢ mozna najprosciej przeprowadzi¢ w ukladzie
Wspétrzednych biegunowych w nastgpujacy sposéb: p=(|Ry,|,..., |R,]|) oraz
O=0R)=(0,(R), ..., 0,(R)), przy czym 0,(R) jest wektorem o (d— 1) elemen-
tach. W takim przypadku I' moze byé estymowana poprzez:

I'=|¢x 94do,(9, (34)
Q
gdzie:
d=21 dr=2
= (r [1sing;,r []sing; cos@,_y,..., rsing, cos @,, rcos¢,), (35)
i=1 i=1
=1 dil %n
¢(x, 8)=|x|* |cos¢, cos I + Z cos ¢; cos 9, H sing, sin 9, + H sin¢; sin |

Q=108 1S [0 (36)
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o, jest estymatorem parametru o, ktéry moze byé okre§lony w sposéb
przedstawiony w [18], s. 359; @,(3) jest estymatorem funkcji rozktadu I' na
zbiorze £, zdefiniowanym nastgpujaco:

?,(9=0,(HP,ID), (37)
gdzie:
1 n
= (i 21) € Qs G=(9 75 53 ); (P,.(tg):z ) 1(@‘.<.9,p,.>p( = (38)
; 2 1= nmk) o
k o
@, (I ==p: . (39)

Gléwna idea tej metody oparta jest na twierdzeniu Araujo i Gine (zob. [18]),
w ktérym twierdzi si¢, ze rozktad biegunowy zanika wolniej w kierunku tych
wspoétrzednych, w ktérych koncentruje sie istotna wigkszoS¢ czestotliwosci
spektralnych.

2.4.2. Estymator DPR

Metoda estymacji miary spektralnej zaproponowana przez Davydova, Pau-
lauskasa i Rackauskasa (w skrécie DPR) jest w swojej istocie podobna
do metody RXC [5]. Zal6zmy, ze losowa préba X, ..., X, pochodzi z wie-
lowymiarowego rozkladu «-stabilnego z wektorem przesunigcia m réwnym
zero oraz znormalizowana symetryczna miarg spektralng I' oraz ze wielkoS¢
préby n spelnia warunek

n=k?, (40)

dla pewnego catkowitego k. Wtedy dzielimy prébe na k niepokrywajacych sig¢
grup, z ktérych kazda zawiera k elementdw proby, aby nastgpnie wybra¢ wektor
z najwigksza norma spos$rdd kazdej grupy, co prowadzi do uzyskania zbioru
k wektorow

X

1 x?

(41)

estymujac nastepnie I poprzez empiryczna miar¢ oparta na wektorach jedno-
stkowych (33). Estymator

e e S
MR L "’(nx,-,u) 12

jest estymatorem zgodnym i asymptotycznie normalnym.
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2.4.3. Metoda empirycznej funkcji charakterystycznej

Trzecia metoda zostata opracowana przez Nolana, Panorska oraz McCullocha,
ktérzy zaproponowali dyskretna aproksymacje miary spektralnej przy zatoze-
Niu, 7ze proba pochodzi z rozkladu o-stabilnego z wektorem przesunigcia
m réwnym zero [13]. W metodzie tej, po pierwsze, zaklada sig, Ze wartoS¢
Parametru stabilnosci estymuje si¢ za pomoca $redniej:

Q=

A
=

d
Diedy, (43)
j=1 :

gdzie o?j jest estymatorem tego indeksu, uzyskanym z jednowymiarowej proby
e, X, ;- Po drugie w celu estymacji wykladnika /, funkcji charakterystycz-
nej (28) znajdujemy ;

L(@t)=—log ®,(1), (44)
W kt6rym:
A fhooa
b,0)=1 3 e, )
n =i

Dla punktéw t,, ..., t, €SP, wielko$é
IECF:(in(tl)v vees in(tk)), (46)

jest empirycznym estymatorem /,. Jezeli I jest miarg dyskretna, majaca forme:

k
r@=y o6, (47)
=1
W ktorej
5.(A) = 1, gdy se€A, 48)
£ 0 w innym przypadku,

(x;>0, j=1,2,..., k), to wyrazenie (30) ma forme¢ I ()=w,_, (<t s;))%;,
Oraz mozna estymowaé y=(Xy,..., X)) POprzez rozwigzanie nastgpujacego
uktadu réwnan:

I=Ay, (49)

gdzie [ =iECF jest estymatorem [, danym przez (46), A jest macierza liczb

zespolonych | a;; |; =1, . &, rozmiaru k X k, przy czym
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aijzwa,1(<t," Sj>)- (50)

Jezeli punkty na sferze S wybrane sa w spos6b zapewniajacy istnienie
macierzy odwrotnej A, wtedy rozwiazanie uktadu réwnan (49) ma postac

AT (51)

2.4.4. Metoda projekcji

Metoda projekcji zostata zaproponowana przez McCullocha [9] oraz analizowa-
na w pracy [13]. Idea tej metody jest bardzo podobna do metody empiryczne]
funkcji charakterystycznej. Gtéwna réznica polega na odmiennym sposobi€
estymacji wartoéci I jako estymatora I,, ktéry uzyskujemy z estymatorow
jednowymiarowych rozktadéw o-stabilnych, zastosowanych do jednowymiaro-
wej proby

<X1’ lj>1"'7<Xn, t_]>’ j=15-'-a ka (52)

gdzie tl,...,tjeSD sa odpowiednio wybranymi punktami na sferze jedno-
stkowej. Tak wiec dla kazdego te R? zmienna losowa (X, t) jest zmienna
jednowymiarowq z parametrami danymi przez wyrazenia (22)-(24).

Powyzej okre§lona zmienna losowa ma funkcje charakterystyczna w postaci

P(u)=Eeliser = Eelf*/— Py t) =e 2, (53)

gdzie I, jest wyktadnikiem charakterystycznym X;. AW nastepnym kroku
estymujemy parametry skali & (z;), parametry sko§nosci fi(z;) oraz przesunigcia
(t) (ezeli a=1) rozktadéw jednowymiarowych odpowiednio do préby (52),
przy czym tak uzyskane estymatory wykorzystujemy do estymacji warto$ci
jednowymiarowej funkcji charakterystycznej, postaci

() =Ee™ =™~ @h?, (54)

Nastepnie obliczamy wartosci I, w punktach ¢, ..., #;:

J&a(tj)(l—iﬁ(tj)tg%o—c), a#l,

la'(fj)(l’—iﬂ(tj)), i (55)

in(tj)=

Stad dokonujac projekcji estymowanych wartosci /, na siatce punktéw ?,, ..., #»
lezacych na sferze SP, uzyskujemy
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I=(1.t), ... L)) - (56)

Wagi x; przyporzadkowane dyskretnym warto§ciom miary spektralnej ob-
liczamy rozwiazujac uklad réwnan (49).

3. Harmoniki sferyczne i wielomiany harmoniczne

Harmoniki sferyczne sa naturalnym uogé6lnieniem koncepcji rozwiniecia funk-

Cji f(x) w szereg Fouriera na okregu — ktory oznaczymy przez S' — na wyzsze

Wymiary, Gdy rozwazaé bedziemy punkty lezace w  przestrzeni

R*{(x, y): x, ye R}, wtedy operator Laplace’a (laplasjan) przybiera posta¢ [21]:
o8 O

(537)

Rozwazmy dalej wspéirzedne biegunowe (r,0):reR,, 0€[0, 2n], wtedy
laplasjan przybiera forme:

Dana funkcja nazywana jest harmoniczna, jezeli 4, f(r, 0) =0. Przypusémy, ze
Mmamy funkcje harmoniczna, o ktérej wiemy, ze jest homogeniczna stopnia 7.
Wtedy zachodzi

fr,)=r"f(0) (59)

Oraz mamy
4, f(r,)=n(n— l)r"”zf(H)—l—%nr"_1f(0)+;17r”f”(0)=O, (60)

co implikuje, ze f”(0) = —n®f(6). Réwnanie

f/l
2
L)

ma rozwiazanie w postaci

f(6)=Ae™+Be~in®. (61)
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Zdefiniujmy teraz laplasjan na okrggu poprzez

62
=529—2-.

Ass (62)

ortogonalne oraz rotacyjnie niezmiennicze. A, jest przestrzenia homogenicz-
nych wielomian6w harmonicznych stopnia n, ograniczonych do okrggu. Prze-
strzefi ta ma dwa wymiary i mozemy w zwiazku z tym okresli¢ jej okres
poprzez:

|
Jest on rotacyjnie niezmienniczy, co oznaczé, Ze jego przestrzenie wiasne A, sa l
{x+iy)", (x—iy)"}, (63) (

ktdry, ograniczony do okregu, jest postaci:

{ein()’ e—in()}. (64)

Stad mozna stwierdzié, ze szereg Fouriera moze by¢ w naturalny sposéb
otrzymany z laplasjanu. W przypadku gdy rozwaza¢ bedziemy punkty lezace
w przestrzeni R*{(x,y,2):x,y,z€R}, wtedy laplasjan przybiera posta¢
(zob. [21]):

62 62 52

Przechodzac do wspétrzednych sferycznych
{(r,0,9):re R, 0€[0,2m), $ €0, n]}, (66)

gdzie x=rcos@sin¢, y=rsinfsin¢, z=rcos ¢, otrzymujemy nastepujaca
postaé operatora:

2 2 a 2,

0 0 0
A3=cose02¢W+W+ctg¢%+2ré—r+rzﬁ, (67)

wielomian n-tego stopnia p,(x, y, z) wyrazony we wsp6irzednych sferycznych
ma postaé r"q, (0, ¢). Poszukujac funkcji wiasnych operatora mozemy napisac:

A3pn=

Gt 0
= [cosecz¢5§5+67)2+Ctg¢—5$}r"q,,(9, ¢)+2mr""1q,(0,0)+
+r*n(n—1)r""2q,(0,¢)=0,
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definiujac dalej nowy operator, nazwijmy go laplasjanem sferycznym, 45, jako
Wyrazenie

2 2
2
cosec” ¢ — 302 a¢2+ctgqf>a¢ (68)
Otrzymujemy:
A3SQn(99¢)= _n(n_l)Qn(93¢), (69)

gdzie g, jest funkcja wlasna tego operatora. Kazda funkcja tej postaci,
Spetniajaca powyzsze réwnanie, nazywana jest harmonika sferyczng. Fakt ze
Operator ten jest grupa abelowa, implikuje, Ze mozemy zdefiniowac ortogonalna
Przestrzen A, o wymiarze 2n + 1, sktadajaca si¢ ze wszystkich homogenicznych
Wielomianéw stopnia n mozliwych do uzyskania na sferze (n — 1)-wymiarowe;j.
Dla ustalonego n jedna z mozliwych postaci 4, jest

{P™(cosp)e™//2m} o e (70)

Podstawiajac g, =P (cosp)e’//2n do As5q,(0,4)= —n(n—1)q,(0,¢),
Oraz naktadajac warunek: P (1) # + oo, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe,
identyfikujatce tzw. skojarzone funkcje Legendre’a (pierwszego rodzaju) stopnia
n i rzedu m. Skojarzone funkcje Legendre’a stanowia uogdlniona postaé
Wielomianéw Legendre’a, dla n i m niecalkowitych.

Jedna z postaci wielomian6w Legendre’a jest:

ot l)n ar

2\
S S 7D

P (C)—

W odréznieniu od powszechnie znanych szeregéw Taylora naleza one do klasy
Wielomian6w ortogonalnych, co zapewnia spetnienie nastgpujacych tozsamosci:

(0, dla i#j,
L T
[ POPiOdl= 5 dla i=j#0, (72)
a1

| dla i=j=0.

Pierwsze trzy wielomiany Legendre’a rzedu pierwszego maja postaé
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PO)=1, PiO=t P0)=5G0—D).

Do wyznaczenia kolejnych wielomiandw mozna uzyC nastgpujacego wzoru
rekurencyjnego:

P,()=%P,_ 1)+~ (xP,, 1) —P,_, (). (73)

Skojarzone funkcje Legendre’a definiuje si¢ w nastepujacej postaci wielo-
mianowe;j:

P (x)=(—1)"(1 —x2)m2 = i (74)

d m
gdzie P,(x) zdefiniowane jest jak wyze;j.

Jak wynika z twierdzenia Steina-Weissa, kazdy wielomian Stopnia 7,
okreSlony na sferze, moze by¢ wyrazony jako suma homogenicznych wielo-
mianéw sferycznych (harmonik sferycznych) co najwyzej stopnia n [14].
Konstrukcja ta stosowana powszechnie jako analiza fourierowska (dla n=2)
moze by¢ rozszerzona na sfer¢ o dowolnym rozmiarze. Mamy wdéwczas
zdefiniowang nastg¢pujaca posta¢ harmonicznych sferycznych:

Y7(0,8) =X (0)e ™, (75)
gdzie:
ol (n—m) |12
X:’(0)=(—1)’"[ ’1: EZH’Z;J P™(cos0), (76)

w ktérym P (cos0) to oczywiscie skojarzona funkcja Legendre’a, a katy 0, ¢,
stanowig odpowiedniki szerokosci i dlugoSci na sferze S2.

4. Estymacja miary spektralnej
za pomocq sferycznej analizy harmonicznej

4.1. Funkcje zonalne

TWIERDZENIE 1' (laplasjan na SP). Rozwaimy okrag S z uktadem
wspdtrzednych ¢ €(0, 2m), wtedy jakikolwiek punkt na S;=S*—{(1,0)} ma
wspdtrzedne (cos(0), sin(8)).

! Zob. M. Takeuchi, Modern Spherical Harmonics, vol. 135 of Translations of
Mathematical Monographs, American Mathematical Society, Providence, RI, 1994.
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Jezeli f:S! — C, to w tym ukladzie wsp6irzgdnych

az
g f=5§’; (77)

Dla D>2 niech SP=52\(R?~! x [0, c0) x {0}). Zdefiniujmy dyffeomor-
fizm §P~1 x (0,m) —» SP

(s, ¢) — [cos(¢), sin(¢) - s].

Mamy wtedy nastepujaca formute, definiujaca laplasjan na sferze S 2

0* 0 1
dyo =325t @=1)ctg (@) b Ao a8)

Laplasjan 4 kumutuje z izometrycznym G-dziataniem dla wszystkich g € G,

A(g-p)=g-(49). (79)
Niech 4=(leC, — A jest wartoécia wtasng 4) dla kazdego A€ A, niech
V,=pe{C®(SP™Y); dp=—1¢} (80)

bedzie odpowiednia przestrzenia wiasna. Stad V, jest G-podprzestrzenia in-
Warianta. Niech e=(1, 0, ..., 0) €SP~ 1. Zdefiniujmy zbiér ortogonalnych trans-
formacji R? wzgledem osi e poprzez:

G,={geG; g-e=e}. (81)
Funkcja

EEGR (SR (82)

Nazywana jest funkcja zonalna wzgledem G oraz punktéw eeS”71. Jest
o funkcja inwariantna wzgledem dziatania G,. Mozemy formalnie okre-
Slic¢ to nastepujaco: dla jakiejkolwiek G,-podprzestrzeni inwariantnej
MG (5254 jest

Z,V)={teV; VgeG,, g-¢{=¢}. (83)

Stad mozna stwierdzié, ze element nalezacy do C®(S?~1) jest funkcja ciagla,
ktra jest rotacyjnie inwariantna woko6t osi e. Funkcja zonalna musi mie¢ posta¢

E(y, X550 Xp) =C1 (XD)5 (84)

gdzie ¢,:[—1,1] - C.
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Dla dowolnego r>0, niech B(e, r) bedzie kula o promieniu r wokét e w prze-
strzeni S?~1.

TWIERDZENIE 2 (lemat Schura®). Niech V bedzie zespolong, przestrzenia,
Banacha z niezredukowanym G-modutem. Jesli ¢:V — V jest C-liniowym
ciggtym odwzorowaniem kumutujacym z G-dziataniem, to ¢ jest multiplikatyw-
ny przez liczbe.

Rozwazmy D-torus TP z okre$long inwariantna metryka standardowa.
Funkcje wiasne laplasjanu 4 sa periodycznymi funkcjami, majacymi forme

gS(rj=experisnimey (85)

zneTP?=2ZP, gdzie xe[0, 1), a [0, 1) jest identyfikowane z TP. Te funkcje
wlasne tworza ortonormalng baze dla L?(TP).

TWIERDZENIE 3. Jesli A #4,,to V, oraz V, sqortgonalne. Mozemy wiec
napisac®: L*(SP~1)= @ V,.
AeA
Definicja. Jesli n: S?~! x S~ 1 — C, to méwimy, ze 7 jest G-ekwiwariant-
ny, jesli dla o, se S~ ! oraz geG:

U(g'U,g'S)==W(0,S) (86)

Stad G dziata izometrycznie i przechodnio na S”~ 1. Mozna wiec powiedzieé, ze
jest to réwnowazne stwierdzeniu, iz 7(s, o) jest funkcja tylko iloczynu
wewngtrznego 7<s, ).

Jesli n jest G-ekwiwariantny, ¢:SP~! - C, oraz obydwie funkcje sa
H-catkowalne, to mozemy zdefiniowaé splot n* ¢ : S®~1 — C poprzez

(1* 9= [ 165, 2)¢(0)dHla]. (87)

Funkcje wiasne laplasjanu {(,;n€ZP”}, na podstawie klasycznej analizy har-
monicznej, spetniaja zalezno§¢

(3 atw)( 3 aLw)= 3 @b (88)
neZ® neZ®? neZ?

Podobna formuta istnieje w przypadku sferycznych harmonicznych funkcji
zonalnych.

2 Zob. T. Brocker, E. Dieck, Reprezentation of Compact Lie Groups, Springer, New
York 1985.

? Dow6d mozna znalezé na przyktad w: F.M. Warner, Foundations of Differentiable
Manifolds and Lie Groups, Springer, New York 1983.
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4.2. Splot na sferze*

TWIERDZENIE 4. Niech 1n:8°1xSP™! - C bedzie G-ekwiwariantny.
Ustalmy J.€ A oraz {eZ,(V,) oraz zdefiniujmy statq wartos¢ zespolong;

(n*0(e)
AT e
() o
Wtedy dla jakiegokolwiek ¢ €V,
n*¢=4,¢. )

Niech T,:L*(SP"')—>L®(S?"!) bedzie zdefiniowany poprzez

TWIERDZENIE 5 (pomocnicze). T, kumutuje z G-dziataniem, dla wszyst-
kich g e G, wtedy

T‘t](g'¢)=g'Tr](¢)‘ (91)
Dla dowolnego aeS”~?,

Lig 9) (@)= M)(0)= [ n, )¢ )dH )=

= [ 1087 )BEHHE) = ('i=g-)
= f n(g-o,s)p(s)dH(s") = (n jest G-ekwiwariantny)
SD—l

=(n*¢)(g-0)=g (n*¢)(0).

TWIERDZENIE 6. T, kumutuje z 4.

Dla kazdego s SP ™! zdefiniujmy #,: S~ — C poprzez 1,(a) =1,(s, 6) =
=n,(a, s). Wtedy

(* P@)= [ 1) $OHO= [ $I1.(2)dHG).

e i
* Ta cze§¢ rozdziatu zostata opracowana na podstawie [15].

15%
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Stad
A(m*¢)(o)=4 | ¢>(S)'ns(6)dH(S)=Sf ¢ (s)- An(o)dH(s), (92)
SD—l D-1

poniewaz A jest operatorem liniowym.

TWIERDZENIE 7. A(n,)(0)=A4n,(s).
Znajdujemy geG, taki ze g-o=s i g-s=o. Stad dla jakiegkolwiek
OE Spen

n,(0)=n(o, 6)=1(g-0, g-0)=1(s, g-0)=1,(g-0)=(g1;)(0).
Innymi stowy, ,=(g-n,). Stad 4n,=A4(g-n,)=g-(4n,). W szczegdlnosci
An,(s)=g-(4ny)(s)=A4n,(g-s)=4n,(a).
Na tej podstawie wyrazenie (91) mozna zapisaC poprzez:

_f o (s)- An, (s)dH(s).

Sl)* 1
Dalej mamy

f ¢(S)'Af7(,(5)dH(S)=Sf 4¢(s)-n,()dH ()= | n(a,s)- A$(s)dH(s)=
D-1 SD—l

SD“I
=1*(4¢)(0).

Wynika to z twierdzenia 6, gdyz T, musi by¢ inwariantny dla wszystkich
przestrzeni wlasnych 4. Innymi stowy, dla wszystkich Ae 4, V, jest inwariant-
na wzgledem 7,. :

Z twierdzenia 6 wynika, ze odwzorowanie ograniczone (7,)|y,: V;, = V, jest
izomorfizmem liniowych G-modutéw. Stad dziala nieredukowalnie na V,
(wynika to z lematu Schura), gdyz 7, musi dziala¢ na V, poprzez mnozenie
skalarne. Stad istnieje pewien A, €C, taki ze ¢ €V,, dla ktérego

T,,(¢)=AA'¢-

Inaczej mozna powyzsze zapisaé w posatci n * ¢ =A, - ¢. W szczegblnoscei jesli
(eZ,(V), to n*{=A,-{; Stad musi zachodzié

 nxl(e)
S=Ta) s
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TWIERDZENIE 8. Niech {€Z,(V,) bedzie zonalng, funkcjq wtasng, znor-
malizowang, w taki sposéb, by ||{||,=1. Zdefiniujmy Z:S?~1x SP~1 > C
DOprzez wyrazenie

Z(0,5)=L(g;"5), (94)

8dzie g _eG jest jakimkolwiek elementem, takim ze g,-e=o. Wtedy Z jest
Junkcjq dobrze zdefiniowanq, niezalezng od wyboru 8, oraz jest takze
G-ekwiwariantna. Zdefiniujmy dalej P,: L*(S?~1) - L*(S®~ 1) poprzez

P (p)=C(e)-(Z*¢). (95)

Wtedy P, jest ortogonalnym rzutem z L*(SP ') na przestrzeni wiasnej V,.

Jesli g,, g,€G sa takie, ze spelniaja zaleznosci g,e=g,e=o0, to
8 '8, e=e. Stad 81 '82€G, - ( jest funkcja zonalna wokot e, zatem

C(grt )=L(g; ' 82-87 " 5)=U(g; 9

(dowdd ekwiwariantnogci).
. D_ 1 . . . o .
Niech g, s€S oraz niech h€G, poniewaz g,  =h-g,, wiec

Z(h-0, h-5)=0(g5 ", h-5)=L((h-g) " h-s)=
={(g, ' h™h5)=0(g; ! -9)=Z(0, )
(dowdd rzutu ortogonalnego).

Poniewaz P, jest zdefiniowany poprzez splot, wigc jest operatorem linio-
wym. Wystarczy wykazaé, ze P, okreSla V, oraz V;. Je§li ¢€V,, to na
Podstawie twierdzenia 4 mamy:

@Z#*0)(e)
(e)

Zatem P,(¢)=(Z*{)(e)- ¢, wystarczy wiec wykazaé, ze (Z*()(e)=1. Ale
@Z*0)(e)= [ Z(e, 5){(s)dH(s)=
SD-I

Zrp= ¢.

= [ (g7 9)-Ls)dH(s)=
SD—-]

= [ 1©)-4©dH(s)=

S 1

=gt
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Innymi stowy, jesli ¢ € V3, to dla wszystkich se S~ 1,

[ L(g, " 9)-L(9)aH(s)

S.D—l

Z*P))= [ L(g ') Pp(s)dH(s)=

SD—l

= [ & 0-$dH ()=
=<g;'-{, ¢>=0,
poniewaz g, '-{eV, L .
TWIERDZENIE 9. Wszystkie wartosci wtasne A na S®~! maja_ forme
Ay=N-(N+D-2), (96)

dla dowolnego N e N. Niech Ay bedq odpowiedniq, funkcjg wlasna, Zatozmy, ze
Ly Jjest funkcjq zonalng (odpowiednio do SOP(R) oraz e).

W przypadku gdy D=2, uzyjemy pewng stala normalizacyjna w postaci
{n(@)=cos(N-0).

Uzywamy tu uktadu wspétrzednych 6e(0, 2n) — (cos 6, sinf) € S*. Jezeli
zapiszemy (y w Kartezjafiskim uktadzie wsp6irzednych (x,, x,) na R”, otrzymu-
jemy wielomiany Czebyszewa w postaci

e N(N—n—lj oo

Z_:N(xl,xz):2N’1xf’+Z(-l)"2N_1"2"; ek x e (97)
n=1 o

Dla przypadku D =3wielomianami Legendre’a sa {y

1
N/2 N F{§+N—n}
N—2n. (98)

Cn(xys X5, X3) = Z (—1)"2N_2";‘ <X
n=0

FB:I-n!-(N—M)!

D-2
Dla D>4 niech v=—2—. Dla jakiegokolwiek NeN oraz ne {O, %’] zdefi-

niujmy wspétczynniki
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w_ TO+WN—n)
Na " P(y)-n!-(N—2n)!

Oraz podajmy definicj¢ (&, v) wielomianu Gegenbauera w postaci
N/2
CI(\;))(‘X)— Z (—1)"2N 2n c(u) X Zn.

n=0

Niech

KP=1C0 1=/ J 1CP &P dx=
SD—l

1v
2.qD-1)/4 2:[N/2] e F(N_]H'i)
— -2k v v
A Y 2 (S, ).
£ F(N—k+2) ne:0

Zatézmy, ze y maja jednostkowa norme. Wtedy (, jest znormalizowanym
Wielomianem Gegenbauera

1
CY (xy)-

gN(xl, x29---, x])) K(v)

4.3. Sferyczne szeregi Fouriera

TWIERDZENIE 10. Dla wszystkich n€ N niech {,: S?~* — C bedzie zonal-
nym  harmonicznym wielomianem zdefiniowanym przez (95). Zdefiniujmy
Z,:8P~1 % §P~1_, C poprzez

Zn (s, 0)= gn (e)- £"<S, 0> . (99)

Wiedy 7, jest rotacyjnie ekwiwariantny.

Przypusémy teraz, ze ye L*(S?™*; C). Jesli y,=Z, *y, to y,€ V,, , oraz y ma
dekompozycje ortogonalna

P =8NV (100)
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Dow6d mozna przeprowadzié, opierajac si¢ na twierdzeniach 3 i 8,
wykorzystujac funkcje zonalne zdefiniowane przez wyrazenie (81a).

TWIERDZENIE 11 (splot na sferze). Przypusémy, ze n:SP~1x 8P~ > C
jest rotacyjnie ekwiwariantny oraz zatéimy, ze g:=n%7y. Jesli dla wszystkich
neN oraz dla {, i Z, zdefiniujemy

(n*C)(ey)
e , Ai=—r——"
gﬂ Zn *g n Cn(el)

to

Eni=4, %7, (101)

Zat6zmy, ze y jest nieznane, ale znamy 7 i g. Wtedy mozemy zrekonstruowac
Y poprzez wyrazenie

p= 2 7 8x: (102)
n=1 An

Jesli yeL*(SP™1), to sferyczne wspdtczynniki Fouriera (bedace funkcjami)

funkcji y sa okreSlone przez y, : =Z, *7y dla n e N. Sferyczne szeregi Fouriera dla

y sa wtedy ortogonalng dekompozycja:

=N, e (103)

Wiasno$¢ ta wynika z twierdzenia 4, a takze twierdzen wczesniejszych.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono przeglad metod statystycznych, stuzacych do szacowa-
nia miary spektralnej I', okre§lajacej strukturg korelacyjna wielowymiarowych
o-stabilnych rozktadéw prawdopodobiefistwa. Zaprezentowano takze sposéb
estymacji miary I', w sposéb analityczny, poprzez liniowa kombinacj¢ har-
monik sferycznych opisana w [15] i [16], a takze w bardzo podobny spos6b
w [21]. Metoda ta umozliwia precyzyjniejsze szacowanie tej miary W porow-
naniu z metodami opisanymi w punkcie 2 opracowania, jednakze mozliwosci jej
implementacji praktycznej w przypadku systeméw ekonomicznych o duzej
liczbie swobody sg ograniczone ze wzgledu na dotychczasowy brak w literatu-
rze odpowiednich algorytméw numerycznych.
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APPLICATION OF THE ULTRA - SPHERICAL
HARMONIC ANALYSIS FOR DERIVING DENSITY FUNCTIONS
OF MULTIVARIATE o-STABLE DISTRIBUTIONS

Summary

In the paper there are discussed the basic properties of uni- and multivariate
o-stable distributions. It has been extensively described methods of estimation
of the spectral measure, and fundamental characteristics determining multivariate
distributions. The attention is concentrated on an analytical method based on
abelian harmonic analysis to represent the spectral measure using the spherical
harmonics on the sphere.




